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h(t) : réponse impulsionnelle.  

  

r     : Signal de consigne ou de référence.  

 

σ    : L’erreur réelle de suivi de référence.  

 

u    : Signal de commande.       

 

y    :   La sortie à asservir.    

 

σ u : Perturbation sur la commande.  

 

σ y : Perturbation sur la sortie.  

 

b    : Bruit de mesure.  

 

w   : les entrées extérieures. 

 

u    : le vecteur de commande.  

 

z    : les sorties à optimiser.  

 

v    : les mesures disponibles utilisées par le contrôleur. 

 

( , )
l
f p k

   : Transformation Fractionnaire Linéaire inférieure (LFT). 

 

     : Résistance d’un enroulement statorique. 

 

     : Les courants des phases statorique a, b, c. 

 

    : Les flux produits par les phases statorique respectivement a, b, c.  

  

    : Les tentions des phases statoriques. 

 

      : Flux propre de la phase (a) sur (a).   

 

      : Flux mutuel de la phase (b) sur (a). 

 

       : Flux mutuel de la phase (c) sur (a).  
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Introduction Générale

 

La théorie de la commande robuste des systèmes linéaires a connu un essor remarquable durant 

ces dernières années. La  plupart  des  techniques  de  commande  des  systèmes  linéaires  sont  basées  

sur  la connaissance précise du modèle mathématique. Cependant, ceci n’est pas toujours possible car 

on est confronté à  des  imprécisions  dues  à La structure de modèle est toujours une simplification de 

la réalité,les paramètres du modèle sont entachés d’erreurs de mesure ou d’estimation,[1][2] Les 

paramètres peuvent varier avec le temps et le changement des conditions de fonctionnement modifie 

les valeurs des paramètres. Donc, puisqu’il est impossible de décrire précisément le comportement 

d’un procédé,l’idée  de base est qu’il serait plus  fructueux  de  considérer  son  modèle  comme  

l’association  d’un  modèle  nominal  auquel  on attache  des  incertitudes  (structurées  ou  non  

structurées).  Dans  ce  cas,  la  problématique  de commande doit être abordée de façon à assurer la 

robustesse vis-à-vis de ces incertitudes [3]. Les  méthodes  classiques comme PI ,PID  ont  prouvé  leur  

efficacité  dans  de nombreux  problèmes  de  régulation  ou  de  poursuite  pour  les  systèmes  

linéaires mais lorsque le système entaché à : des incertitudes, des perturbation ou  des exigences sur les 

performances, dans ce cas, la commande classique devient insuffisante pour répondre aux 

performances exigées, et pour surmonter ces obstacles, l'utilisation des  méthodes  de commande 

avancées comme (la commande prédictive, commande linéaire quadratique, commande fréquentielle   

H∞) est nécessaire [3, 4]. 

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur la technique de commande robuste  H∞. 

La commande H∞ (appelée encore commande fréquentielle avancée ou commande robuste 

multi variable) est une nouvelle approche de l’Automatique Fréquentielle, elle a été  initiée  par  

Zames  au  début  des  années  80  et  développée,  en particulier par Doyle, Glover, Khargonekar et 

Francis. Elle  est  devenue  ces  dernières  années   des méthodes phares de la « commande robuste » 

[1], [3], elle est utilisée pour la mise au point rapide de lois de commande robustes des systèmes 

linéaires stationnaires et multi variables. Elle prend une place de plus en plus importante parmi les 

méthodes de synthèse de contrôleurs. Dans cette approche, l’un des points intéressants est qu’elle 

permet de prendre en compte, à priori et explicitement, des spécifications fréquentielles et temporelles 

du cahier des charges, qui est ainsi traduit directement sous forme d’un critère mathématique à vérifier. 

Celui-ci est formulé en utilisant la norme H∞ , d’où le nom qu’on donne à cette méthode de synthèse. 

La synthèse du contrôleur qui satisfasse ce critère se fait algorithmiquement par résolution du 

problème d’optimisation en exploitant la puissance de calcul des ordinateurs actuels [3]. 

 La synthèse d’une loi de commande doit assurer de bonnes performances pour le modèle mais 

surtout pour le procédé qu’il représente. Cette philosophie conduit naturellement à l’introduction de la 

notion de robustesse, qui a donné naissance à toute l’automatique moderne. Dans les années 40, Bode 

et Nyquist ont proposé des méthodes fréquentielles capables de quantifier la robustesse d’un système 

linéaire à travers les notions de marge de gain et marge de phase. Dans les années 60, et par 

l’utilisation de représentation d’état et des techniques d’optimisation, des propriétés de robustesse 

intéressantes ont été montrées sur le régulateur LQG (Linéaires Quadratiques Gaussiens), 

malheureusement, ces correcteurs ont montré des faibles qualités de robustesse. Dans les années 80, 
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Doyle et Safonov ont proposé l’utilisation de la norme H∞, pour la synthèse d’une loi de commande 

H∞, cette dernière est un outil très intéressant pour analyser la robustesse en stabilité des systèmes  vis-

à-vis des variations paramétriques et le rejet des perturbations. [3]   

La commande H∞ possède plusieurs avantages parmi eux :  

 La commande H∞ prend en compte des spécifications temporelles et fréquentielle du 

cahier de charge. 

 Le critère H∞ est construit directement du cahier de charge (la traduction des 

spécifications en termes de gabarits fréquentielle correspond aux pondérations). 

 Elle permet de synthétiser des correcteurs qui prennent en compte à la fois les 

spécifications robuste et les spécifications de performance.  

 Elle permet de traiter simplement la commande des systèmes MIMO [1, 3]. 

Ce mémoire est donc organisé en trois parties de la façon suivante : 

Dans le premier chapitre, Une introduction aux notions de base et à la commande robuste est 

présentée , en rappelant les principales techniques de commandes robustes telles que les commandes H 

infini, commande LQ, LQG, commande floue et commande par Backsteping. 

Dans la deuxième chapitre nous avons présenté, l’approche de la commande  H∞ standard. Le 

problème à traiter a été mis sous forme standard. Cette formulation permet d’une part de représenter à 

la fois le système à contrôler et si nécessaire, les informations sur les objectifs de synthèse (sous forme 

des filtres de pondérations) et d’autre part, de régler le compromis entre les objectifs de stabilité et les 

objectifs de performances par le biais  de ces filtres. 

Le troisième et dernier chapitre comporte trois parties. La première partie, sera consacré à la 

modélisation détaillée  de la machine synchrone à aimant permanent dans le repère (a b c)  puis à l'aide 

de la transformation de Park on obtient le modèle dans le repère(d q) , cette étape est primordiale car, 

elle permet non seulement une meilleure connaissance de la machine mais aussi prépare efficacement 

le terrain à l’application des lois de commande que nous souhaitons mettre en place et elle permet 

l’observation et l’analyse des différentes évolutions de ses grandeurs électriques. Cette partie  est 

terminée par la simulation et l’interprétation des résultats de simulation obtenus.  

La deuxième partie fera l’objet du principe de la commande vectorielle (FOC) et son 

application à la MSAP. La théorie de cette commande permet d’assimiler la machine synchrone à 

aimant permanent à une machine à courant continu à excitation séparée. . 

Dans  la troisième et dernière partie,  nous  allons concevoir un  contrôleur  basé  sur  la 

synthèse  infini afin de réguler la vitesse du MSAP et comparer ses performances à celles d'un  

contrôleur classique PI.  Nous  allons  montrer  l’efficacité du contrôleur   H∞    conçu  et  sa  

robustesse  lors  des variations paramétriques du modèle du moteur et le rejet de perturbation. 

           Enfin, nous  clôturons  ce  mémoire  par  une  conclusion  générale  récapitulant  son  

contenu  avec quelques perspectives envisageables. 
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Chapitre I 

Etat de l’art sur la commande robuste  

 

I.1. Introduction 

La commande robuste est un type de commande qui vise à garantir les performances et la 

stabilité d'un système face à des perturbations du milieu et les incertitudes du modèle. En effet, le 

modèle mathématique qui modélise un système réel est une représentation qui vise à approximer au 

mieux, avec des hypothèses simplificatrices, le système qu'on veut commander. Il existe donc un écart 

entre le comportement observé du système réel et son modèle interne. La commande robuste vise à 

déterminer une loi de commande qui soit capable de garantir des critères de performance et stabilité 

pour un système dont le modèle varie autour du modèle théorique ou nominal. Par la même approche, 

on peut rendre le système robuste face aux perturbations extérieures (par exemple, une rafale de vent 

sur un avion de ligne) qui en somme peuvent être considérées comme une modification du modèle 

interne [3]. 

I.2 Définitions et concepts  

I.2.1 Robustesse d’un système   

Robustesse en stabilité : analyse de stabilité d’un système soumis à des incertitudes de modèle. 

Si le système est stable quelles que soient les incertitudes modélisées, il est dit robuste en stabilité à 

ces incertitudes. Afin de faciliter l’étude sur la stabilisation des systèmes non linéaires, d’abord, nous 

présentons  des notions générales relatives à la stabilité des systèmes. Puis, nous énonçons deux 

théorèmes utilisés pour assurer la stabilité asymptotique, les théorèmes de Lyapunov [3]. 

I.2.2 Robustesse en stabilité  

La robustesse en stabilité et obtenue si le procédé bouclé par la commande reste stable même si 

le modèle utilisé dans les calculs ne correspondons pas à la réalité[3] [4].   

I.2.3 BIBO stabilité  

L’intéresse seulement ou comportement externe du système cette notion exige que l’énergie des 

signaux de sortie soit bornée des que l’énergie fournie entrée est bornée. 

     Définition [5] 

Le système qui comme réponse impulsionnelle g(t) est BIBO stable s si  Ǝ k ϵ Ɍ telle que  

0

( )g t dt



   ≤ k                                                                                                                            (I.1) 

 τ ≤ k< ∞  ou : s si les pôles Pi de la forme irréductible de G(s) sont telle que 

Re (Pi) < 0 Ɐi  en terme de fonction de sensibilité la stabilité BIBO ; correspond à la stabilité de la 

fonction  

T= G K(I+GK)                                                                                                                        
 
(I.2) 
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I.2.4 stabilité interne  

Cette notion de stabilité exige au tout les signaux circulant dan la boucle soient l’énergie finie 

cette notion et la plus restrictive et plus important en pratique, puis que les composants à l’intérieur de 

la boucle sont également sensible à l’énergie infinie. 

Définition :  

un système linéaire à temps invariant est stable d’une manière si s si :A est asymptotique stable c.à.d.  

lim ( ) 0
x

x t


    s si : les valeurs propres de A dont telle que : 

 Re (λi (A))<0 en terme de fonction de sensibilité la stabilité interne exige le stabilité des quartes 

fonctions suivantes [ 5][6][7] : S,T,K.S et  

G (I+KG)־ˡ                                                                                                                                                       

I.2.5 robustesse en performance  

Analyse de performance d’un système soumis à des incertitudes de modèle. Si le système 

respecte les spécifications de performance quelles que soient les incertitudes modélisées, il est dit 

robuste en performance à ces incertitudes.   

L'analyse de la robustesse en performance cherche à établir si le système maintient les 

performances prévues pour les variations attendues des paramètres [4]. 

I.3 valeurs et valeurs singulières  

I .3.1 valeur propre d’une matrice [5] 

On dite que λ ϵ ₵ est une valeur propre de la matrice  A ϵ ₵ⁿ*ⁿ si et s si : 

 Déterminant (λ* In – A)=0                                                                                                      (I.4) 

 

I .3.2 Valeurs singulières d’une matrice  

Toute matrice A ϵ Cⁿ     peut se décompter en valeur singulières 

 An*m = Vn*n   ∑n*m Wᴴ m*m 

 

V et W sont des matrices unitaires c.à.d.  

 

V Vᴴ = In =Vᴴ V et W Wᴴ = Im=Wᴴ W si : q=min {m, n} alors : 

∑   =     

1 0 0

0

0 0q





 
 
 
 
 

             si q=m (m<n)                                                                       (I .6)                       

            ∑    =    

1 0

0

0 0 0

q





 
 
 
 
 
 
 
 

                si q= n (n<m)                                                                        (I.7)                     
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G(s) 

∑     =   

1 0

0 q





 
 
 
 
 

          si m=n                                                                                                     (I.8) 

Le i sont les valeurs singulières de A ces valeurs sont réelles positive ou nulles le range de la 

matrice A est égale au nombre de valeurs singulières non nulles [4, 5, 7]. 

I.4 Normes H2 et H∞  

I .4.1 Norme d’un vecteur [5] 

Soit : x=

1

2

3

X

X

X

 ϵ ₵ ⁿ    

                                                                                                                          

La norme d’ordre  P de x est donnée par : 

1

1

p Pn

iP
i

X X


  
  
  
                                                        (I.9) 

I .4.2 Norme d’un système [2][5] 

Soit un système  linéaire représente par la fonction de transfert G(s) 

 

                            

                                            U(s)                               y(s) 

 

 

Figure I.1systéme linéaire représente par la fonction de transfert G(s). 

  
.

x Ax Bu

y Cx Du

  


 

                                                                                                                                     (I.10) 

           

G(s) = C (SI – A) ¹־ B +D                                                                                                                  (I.11) 

(Si D=0           G(s) strictement propre)       

 

I.4.3 Norme H2 d’un système [10] [5] 

cas SISO : 

 
2

1

2
21

( ( )
2H

g g jw dw






  
  
  

                                                                                                             (I.12) 

2

1

2
2

0

1
( )

2H
g h t dt



  
  
  

                                                                                                                      (I.13) 
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avec  h(t) : réponse impulsionnelle   
1

2
1

( ) ( ) ( )
2

jw

jw

h t g s g s ds






  
  
  

                                                                                                          (I.14) 

la norme H2 représente l’énergie totale en réponse à h(t)   

cas MIMO : 
1 1

2 21 1
( ) ( ) ( ( ) ( )

2 2

t H

H
g g jw g jw dw trace G jw G jw dw

 

 

 

      
    
      

   

I.4.4 Norme H∞ d’un système [2, 5, 7] 

cas SISO : 

max( ( )
H

g g jw


                                                                                                                           (I.15) 

 cas MIMO : 

sup ( ( )) sup ( ( ) ( )t

H
G G jw G jw G jw 



                                                                                                               (I.16)   

 

I.5 Théorème du petit gain 

Le  théorème  du  petit  gain  présente  un  résultat  extrêmement  important  pour  étudier  la  

stabilité  en  boucle fermée , il se base sur la notion de norme des systèmes. C’est une méthode plus 

restrictive mais aussi plus légère à mettre en œuvre, elle donne une condition suffisante facile à tester 

qui permet de conclure à la stabilité interne [4]. 

Théorème : (théorème du petit gain) : 

Etant donné un asservissement à retour unitaire stable en boucle ouverte alors le système en 

boucle fermée est stable si :     L  ∞ = max σ   (L (jω)) < 1Ɐ ω                                                          (I.17)                    

Où  σ     est la valeur singulière maximale de   L (jω)= K*G                                                 (I.18)                     

Calculée à la pulsation ω. [5] 

 

I.6 Fonction de sensibilité  

Considérons le schéma typique de la configuration d’un système en boucle fermée représenté 

par la (Figure I.2)  où G(s)  représente le modèle du système à commander et   K(s)   le contrôleur dont 

le rôle est de générer les commandes à appliquer à partir des sorties observées et des signaux de 

référence  [5, 7] . 
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K(G) G(s) 

                                                                                                              ε 

                                                                                                                    

                                                                 σu                                      σy          

                                   e                      u      

           r                                                                                                                      y                                                                                                                    

                                 _ 

 

 

                                               b 

                                                                     

                                 Figure I.2 schéma bloc d’un système asservi multi variable 

 

 r : Signal de consigne ou de référence  

 σ : L’erreur réelle de suivi de référence  

 u : Signal de commande          

 y :   La sortie à asservir    

 σu  :  Perturbation sur la commande   

 σy : Perturbation sur la sortie  

 b: Bruit de mesure  

A partir de ce schéma fonctionnel on peut mettre en évidence un certain nombre de transfert en boucle 

fermée, qui peuvent être intéressants à considérer. Ce sont des transferts entre les signaux exogènes 

d’entrées et les signaux de commande et de sortie. Pour ce la, nous écrivons les relations entre les 

différents signaux : 

 ε(s)=Trε .r(s)+Tsuε.σu(s)+Tσyε .σy(s)+Tbε .b(s)                                                                         (I.19)  

                   

 y(s)=Try.r(s)+Tσuy.σu(s)+Tσyy.σy(s)+Tby.b                                                                                (I.20) 

                    

 u(s)=Tru.r(s)+Tσuu.σu(s)+Tσyu.σy(s)+Tbu.b(s)                                                                              (I.21)                    

 

La fonction Tij(s)  indique le transfert entre le signal d’entré i  et le signal de sortie  j .  

Dans le cas d’un système SISO, quatre transferts différents sont nécessaire pour d’écrire complètement 

le système bouclé. Ils s’écrivent en fonction de  K et G  de la façon suivante : 

Trε(s)=[1+K(s)G(s)]¹־                                                                                                                        (I.22)   

                  

 Trε(s) : Est souvent notée S(s) et appelée fonction de sensibilité 

 

 Try(s)=K(s)G(s)[1+K(s)G(s)]¹־                                                                                                         (I.23)  

                   

 Try(s) : Est souvent notée  T(s) et appelée fonction de transmission (car elle relie l’entrée de consigne   

à la sortie). Elle est aussi nommée fonction de sensibilité complémentaire car on a la relation : [5, 7] 

1 ( ) ( )
( ) ( ) 1

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

G s K s
S s T s

G s K s G s K s
   

 
                                                                                  (I.24) 
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+ 
+ 

- 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

Tru(s)=K(s) [1+K(s)G(s)]¹־                                                                                                                (I.25) 

                    

Tσuy(s)=k(s)[1+K(s)G(s)]¹־                                                                                                               (I.26)                     

I.7.1 Incertitudes non structurées   

La représentation de ces incertitudes reflète notre connaissance des phénomènes physiques qui 

les causent et notre capacité à les représenter sous forme simple et facile à manipuler. Nous 

distinguons plusieurs méthodes de représentation de ces incertitudes :   

G(s), Gp(s) et Δ(s) désignent respectivement la matrice de transfert du système nominal, 

perturbé et de la perturbation.   

     Incertitudes additives:  

Elles représentent, en général, des incertitudes absolues par rapport au modèle nominal. Cette 

représentation est souvent utilisée pour modéliser des dynamiques ou des non linéarités négligées [4]. 

 

                                                                                 
 

 

 

 G(p)  G(p) 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I. 3 Représentation additive des incertitudes non structurées. 

 

 Incertitudes multiplicatives: 

Elles permettent de définir les écarts en termes de variation par rapport au modèle nominal. 

Elles peuvent être introduites sous forme multiplicative en entrée ou en sortie. Elles peuvent être prises 

en considération sous forme directe ou inverse. Les formes multiplicatives en entrée sont généralement 

utilisées pour prendre en compte les erreurs de modélisation des actionneurs ou du convertisseur 

alimentant la machine. Les incertitudes multiplicatives en sortie modélisent généralement les défauts 

des capteurs de mesure [4]. 

 
 

                                           

 

                                                                                                                          

                                                                                                                                    

                                          

 

                          G P(s) = G(s) (I+Δ(s))                                          G p(s) = (I+Δ(s)) G(s) 

                        Multiplicative en sortie                                        Multiplicative en entrée 

 

Figure I.4  Représentation multiplicative des incertitudes non structurées. 

Δ (s) 

G(s) 

Δ (s) 

G(s) 

G p (s) = G (s) +Δ(s) 

A_ additive direct 
G p (s) = (G   ˡ (s) +Δ(s))   ˡ 

B_ additive inverse 

Δ (s) 

G(s) 

Δ (s) 

G(s) 
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I .7.2 Incertitudes structurées   

Contrairement aux incertitudes non structurées, confinées toutes dans un seul bloc où la seule 

information disponible est sa norme, les incertitudes structurées permettent, de tenir compte de chaque type 

d’incertitude, paramétrique ou autre, aux différents points de notre système. Dans le cas des incertitudes 

paramétriques, les blocs Δi peuvent être mis sous la forme () 11,,rr diag I I δδ " . Cette méthode de 

représentation est bien adaptée à la représentation des incertitudes paramétriques de la machine asynchrone [4]. 

 

                     

           W r                              Z r 

                            Δr(s) 

                                                                                                                               

                                                                                                                                  

                                                                                                                                         

         W2                                 Z2                                                      

                         Δ1(s)  

 

 

 

                                                                                                     W                                                    Z 

            W1                           Z1 

                            Δ2(s)                                                              U                                  P(s)                                Y 

 

 

 

                          P(s) 

   u                                                  y 

 

 

 

I.8 Différents types de commande robuste  

I.8.1 Commande H2 

Le problème de synthèse H2 consiste à trouver K(s) stabilisant et minimisant le transfert Gzω(s) 

au sens de la norme H2 qui s’exprime par [5] : 

2

1
( ( ) ( ))

2

t

zw zwH
G trace G jw G jw dw







                                                                                          (I.27)                     

 Dans le domaine fréquentiel ou : 

0

1
( ( ) ( ))

2

t

zw H
G trace Z t Z t dt





                                                                                                    (I.28)                     

 

 

 

 
 

 

Figure I.5  Représentation des incertitudes 

structurées par blocs. 

Figure I.6 Représentation des Incertitudes 

structurées 
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Soit le système dynamique LTI qui se met sous forme : 

.

1 2

1 11 12

2 21 22

x A B B x

z C D D w

y C D D u

 
   
           

    
 

                                                                                                               (I.29) 

Ce système peut se mettre sous la forme fonction de transfert [14]: 

11 12

21 22

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

G s G sz s w s

G s G sy s u s

    
     

    
                                                                                                     (I.30) 

Avec : G11(s)=GZω(s)=D11 + C1(SI - A)¹־ B1                                                                                (I.31) 

           G12(s)= D12 +C1(SI - A)¹־ B2                                                                                               (I.32) 

           G21(s)= D21 +C2(SI - A)¹־ B1                                                                                               (I.33) 

           G22(s)= D22+C2 (SI - A)¹־ B2                                                                                               (I.34) 

I.8.2 commande H∞ 

La synthèse H∞ est une méthode qui sert à la conception de commandes optimales. Il s'agit 

essentiellement d'une méthode d'optimisation, qui prend en compte une définition mathématique des 

contraintes en ce qui concerne le comportement attendu en boucle fermée. La commande Hinfini a 

pour principal avantage la capacité d'inclure dans un même effort de synthétisation les concepts liés à 

la commande classique et à la commande robuste [1]. 

Le mot « optimal » est utilisé dans son sens strictement mathématique car la commande 

synthétisée est celle qui minimisera l'effet des entrées/sorties du système, ce qui peut être vu comme 

"non optimal" par les opérateurs (l'optimisation étant relative à l'objectif recherché). 

Le « infini » dans Hinfini signifie que ce type de commande est conçu pour imposer des 

restrictions de type minimax au sens de la théorie de la décision (minimiser la perte maximale 

possible) dans le domaine fréquentiel. La norme Hinfini d'un système dynamique est l'amplification 

maximale que le système peut exercer sur l'énergie du signal d'entrée. Dans le cas d'un 

système MIMO, ceci équivaut à la valeur singulière maximale du système, ce qui, dans le cas SISO, se 

traduit par la valeur maximale de l'amplitude de sa réponse fréquentielle [8, 9]. 

Formulation du problème :  

Considérant le système représenté par la forme standard suivante:[8]  

 

Figure. I.7. Forme standard d’un système 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Minimax
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_de_la_d%C3%A9cision
https://fr.wikipedia.org/wiki/MIMO_(automatique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/SISO
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Le système P possède deux entrées: 

w : représente les entrées extérieures, notamment le vecteur de consigne de commande, les 

perturbations et les bruits, 

u : représente le vecteur de commande ; 

Et deux sorties : 

z : les sorties à optimiser pour avoir un bon comportement de la commande 

v : les mesures disponibles utilisées par le contrôleur pour calculer la commande. 

Toutes ces données sont d’une façon générale des vecteurs et P et K sont des matrices.[8][9] 

Le système précédent peut s’écrire sous la forme: 

 

11 12

21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )

P s P sz w w
p s

P s P sv u u

      
        

      
                                                                                             (I.35) 

u= k(s) v                                                                                                                                             (I.36) 

 

Il est alors possible d’exprimer la relation entre z et w par: 

 

  Z=FL(P,K) ω                                                                                                                                     (I.37) 

 

Où FL est appelé la ‘’Transformation Linéaire Fractionnaire’’ (LFT) définie par: 

 

FL(P ,K)= P11+P12 K(I- P22 K)¹־ P21                                                                                              (I.38) 

 

L’objectif de la synthèse H∞ est de trouver le contrôleur K tel que la norme H∞ de FL(P,K) soit 

minimum. La norme H∞ de la matrice de fonctions de transfert FL(P ,K)est définie par: 

 

 FL(P ,K) ∞ = sup σ  (FL(P,K) (jω)                                                                                                 (I.39) 

 

où  est la valeur singulière maximale de la matrice FL(P,K)(jω). 

Il existe plusieurs méthodes permettant le calcul et l’optimisation de la norme H∞ : 

 méthode basée sur la résolution des équations de Riccati ; 

 méthode(s) basée sur les Inégalités matricielles linéaires ; 

 méthode utilisant la paramétrisation de Youla. 

  I.8.3 La commande LQ [5] 

La commande LQ est une commande optimal au sens de la minimisation d’un critère quadratique. 

Concéderont un système linéaire qui se met sous la forme  

.

( ) ( ) ( )

( )

x t Ax t Bu t

y Cx t

  




                                                                                                                             (I.40) 

     

Avec : xϵ Rᶯ, U ϵ R  , y ϵ R ᵖ  

Le problème de la commande LQ, consiste à calculer un retour d’état stabilisant optimal au sens du compromis 

rapidité _ énergie de commande  il s’agit donc, de trouver la matrice de gain de retour d’état K tel que :     

U(t)= - K x(t)                                                                                                                                                    (I.41) 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Vecteur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_singuli%C3%A8re
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_de_Riccati
https://fr.wikipedia.org/wiki/In%C3%A9galit%C3%A9s_matricielles_lin%C3%A9aires
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Et de le critère  LQ : JQ =  
0

( ( ) ( ) ( ) )t tx Qx t U t R t dt



                                                                          (I.42) 

 

Soit le critère LQ : minimum, avec : R > 0, Q ≥ 0. 

La commande par retour d’état qui stabilise le système et minimise le critère LQ : 

 

 1( ) ( ) ( )t

cU t R t B P X t                                                                                                                      (I.43) 

 Avec : 1( ) t

cK R t B P                                                                                                                                                                (I.44) 

 

Pc : la solution positive de système que de l’équation de riccati suivent : 

 
1 0t

c c c cP A A P P BR BP Q       

                                                                                                                                                            (I.45) 

 I.8.4 La commande LQG 

 La Commande linéaire quadratique gaussienne dite commande LQG est une méthode qui 

permet de calculer le gain d'une commande par retour d'état dans un souci particulier de réduire les 

bruits blancs.[1] 

La commande LQG réunit un contrôleur LQ (Linear Quadratic) et un estimateur 

de Kalman pouvant être calculé indépendamment suivant le principe de séparation. La commande 

LQ garantit une certaine robustesse de la boucle fermée, ce qui n'est pas le cas de la boucle LQG. 

Caractère optimal : 

Si on considère le système suivant: 

 (t) =A(t)x(t) +B(t) u(t) + v(t)                                                                                                           (I.46) 

Z (t) = C(t) x(t) +w(t) 

Où  est le vecteur de variables contrôlées;  est le vecteur de commande;  est un bruit blanc 

gaussien sur l'état et  un bruit blanc gaussien sur la sortie. 

Le critère optimisé standard est de type temporel et permet d'opérer un compromis entre le 

temps de convergence et la consommation de commande :  

0

( )

t

t tJ Z QZ U Ru dt                                                                                                                        (I.47) 

 Où: z est le vecteur de variables contrôlées;  est le vecteur de commande; Q et R sont des 

matrices de pondérations définies positives 

La matrice K(t) est appelée gain de Kalman du filtre de Kalman associée à la première 

équation. Ce filtre estime l'état du système . Le gain de Kalman K(t) est calculé à partir des 

matrices A(t),C(t) et les deux matrices de covariances V(t), W(t) des bruits blancs 

gaussiens V(t) et W(t) et de l'état initial  E(X(0) Xˊ (0). Le gain de Kalman est calculé par résolution 

de l'équation différentielle matricielle dite de Riccati [1]. 

  (t) = A(t)P(t) +P(t) Aˊ(t) – P(t) Cˊ(t) W- ˡ(t) C(t) P(t) +V(t)                                                           (I.48) 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre_de_Kalman
https://fr.wikipedia.org/wiki/Commande_LQ
https://fr.wikipedia.org/wiki/Commande_LQ
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_de_Riccati
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P(0) = E(x(0) xˊ(0))                                                                                                                            (I.49) 

 

La matrice L(t) est le gain du correcteur LQ. Cette matrice est déterminée par les matrices A(t) 

, B(t), Q(t) ,R(t) et F par résolution de l'équation de Riccati [5]. 

 (t) =Aˊ(t)S(t) + S(t) A(t) – S(t) B(t) R-ˡ(t) Bˊ(t) S(t) + Q(t)                                                             (I.50) 

 

S(t) =F                                                                                                                                                (I.51) 

 

 soit  0≤ t≤ T il vient  L(t) = R-ˡ(t) Bˊ(t) S(t).                                                                                     (I.52) 

On peut observer la similarité entre les deux équations différentielles: la première est dans le 

sens de la flèche du temps tandis que la deuxième est à rebours. Cela vient de la dualité entre les 

problèmes de contrôle et d'estimation [1, 5]. 

Quand A(t),B(t),C(t),Q(t),R(t)  et les matrices de covariances V(t), W(t) ne dépendent pas du 

temps, le contrôleur LQG est invariant dans le temps et les équations deviennent des équations de 

Riccati . 

La commande LQG est optimale au sens de la norme H2. Pour faire le lien avec les techniques 

fréquentielles de type H∞: il est possible de réaliser une optimisation dans le domaine fréquentiel au 

sens de la norme H2 sur le même schéma de synthèse d'une commande H∞. La synthèse H2 peut être 

réalisée sur les mêmes entrées-sorties que la synthèse Hinfini, tout juste sera-t-il nécessaire de régler 

les pondérations fréquentielles [1]. 

I.8.5 La commande prédictive  

La commande prédictive peut être utilisée pour commander des systèmes complexes 

comportant plusieurs entrées et sorties où le simple régulateur PID est insuffisant. Cette technique est 

particulièrement intéressante lorsque les systèmes possèdent des retards importants, des réponses 

inverses et de nombreuses perturbations. Les principaux utilisateurs de la commande prédictive sont 

les raffineries de pétroles, l'industrie chimique et agro-alimentaire, la métallurgie, l'aérospatiale... Les 

principaux avantages de la commande prédictive sont les suivants : [1]. 

 L'idée générale est intuitive et facile à comprendre. 

 Permet de respecter les contraintes sur les variables contrôlées et manipulées. 

 Evite des variations excessives sur les variables manipulées, la commande est plus      

douce. Cela permet une meilleure utilisation des actionneurs (vérins, vannes, moteurs) et leur 

temps de vie est ainsi augmenté. 

 En cas de perturbations mesurables, le système s'adapte automatiquement. 

 Permet en général un réel gain financier. 

La commande prédictive est un terme général qui englobe un ensemble de méthodes différentes 

(PFC, DMC, GPC, EPSAC, NLPC...). Néanmoins, toutes ces techniques utilisent la même philosophie 

de contrôle et le principe de fonctionnement est le même. Cette technique est utilisée en majorité par 

des industries employant des échanges thermiques dans leurs procédés (chimie, pétrochimie) [1]. 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Hinfini
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9gulateur_PID
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Fonctionnement : 

La commande prédictive réalise à chaque période d'échantillonnage du contrôleur les mêmes 

étapes : 

 Calcul des prédictions des variables contrôlées jusqu'à un horizon de temps N2 grâce au 

modèle interne. 

 Élaboration d'une trajectoire de référence à suivre. 

 Calcul de la future loi de commande à appliquer sur les variables manipulées jusqu'à un 

horizon temporel Nu. 

 Seul le premier élément de la loi de commande calculée est appliqué sur le système au coup 

d'horloge suivant. Toutes ces étapes se répéteront ensuite, c'est le principe de l'horizon fuyant. 

 

Figure. I.8. commandes prédictives 

 

 

Elaboration de la commande : 

Une fois les prédictions faites, on doit trouver la future séquence de commande à appliquer sur 

le système pour atteindre la consigne désirée en suivant la trajectoire de référence. Pour cela, on vient 

minimiser une fonction de coût qui diffère selon les méthodes mais généralement cette fonction 

contient les erreurs quadratiques entre la trajectoire de référence et les prédictions sur l’horizon de 

prédiction ainsi que la variation de la commande. Cette fonction de coût est la suivante lorsqu’il y 

a n variables à contrôler et m variables à manipuler : [1] 

2
2 2

1
1 1 1

( ( ( ) ( )) ( ( ( 1)) )
j N K j NuKm

N

K
i k k

J k yk t j rk t j k k t j 
 


  

                                         (I.53) 

 

Les coefficients  sont des pondérations qui permettent de donner plus d’importance à 

telle ou telle variable. On peut trouver la séquence optimale de contrôle analytiquement6 mais dans ce 

cas les contraintes ne sont pas prises en compte. C’est pourquoi on préfère résoudre ce problème grâce 

à un algorithme de programmation quadratique en temps réel qui minimise cette fonction en prenant en 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Commande_pr%C3%A9dictive#cite_note-6
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compte différents types de contraintes sur les différentes variables. Les contraintes généralement 

utilisées sont les suivantes : [1] 

Pour j= 1….Nu :Δ u min ≤  Δ u(t+j) ≤ Δ u max 

Pour j= 1…Nu : u min ≤ u (t +j) = u(t- 1) +  
1

( )
i

i
u t i


  ≤ u max 

 Pour j=1….N2 : y min ≤ yˆ(t+j) ≤ y max  

De cette manière on assure que l’on suivra au mieux la trajectoire de référence pour atteindre la 

consigne et que les différentes variables resteront dans leurs plages de fonctionnement (par exemple 

une vanne peut s’ouvrir de 0 % à 100 %, ni plus ni moins).[19] 

I.8.6  Commande Backstepping [10] 

La méthode de commande par backstepping est relativement récente dans la théorie de 

commande des systèmes non-linéaires. La technique du backstepping a été développée par 

Kanellakopoulos et al. (1991) et inspirée par les travaux de Feurer et Morse (1978) d’une part et 

Tsinias (1989) et Kokotovii et Sussmann (1989) d’autre part. Il s’agit d’une technique de commande 

pour les systèmes non-linéaires permettant d’une manière séquentielle et systématique de construire 

des fonctions de Lyapunov stabilisantes. Pour que cette technique puisse être appliquée, le système 

non-linéaire doit être sous forme « strict feedback ».  

   

La dérivée de chaque composante du vecteur d’état doit être une fonction des composantes 

précédentes et dépend additivement de la composante suivante. 

Principe du backstepping 

 L’idée principale de cette stratégie de commande, est de concevoir d’une manière constructive 

une loi de commande pour le système non-linéaire en considérant quelques vecteurs d’états comme 

étant des commandes virtuelles, afin de garantir qu’une certaine fonction (de Lyapunov), soit positive, 

et que sa dérivée soit toujours négative. La méthode consiste à fragmenter le système en un ensemble 

de sous-systèmes imbriqués d’ordres décroissants. Le calcul de la fonction de Lyapunov s’effectue, 

ensuite, récursivement en partant de l’intérieur de la boucle. A chaque étape, l’ordre du système est 

augmenté et la partie non stabilisée lors de l’étape précédente est traitée. A la dernière étape, la loi de 

commande est trouvée. Celle-ci permet de garantir, en tout temps, la stabilité globale du système 

compensé tout en travaillant en poursuite et en régulation. Contrairement à la plupart des autres 

méthodes, le backstepping n’a aucune contrainte au niveau du type des non linéarités. À la fin, la loi de 

commande est obtenue pour le processus. 

I.8.7 la commande à logique floue 

Dans le domaine du génie électrique, la commande à logique floue a fait l’objet de plusieurs travaux : 

dans la commande des convertisseurs statiques et dans la commande des machines électriques [12, 13, 14], dans 

la navigation de robots mobiles [15, 16]. Toutes ces applications ont démontré qu’un régulateur à 

logique floue est plus robuste qu’un régulateur conventionnel [13, 17].   

Les performances que la commande floue peut apporter par comparaison avec les commandes 

classiques, sont essentiellement dues à la méthode de conception de ces régulateurs. En effet, ces derniers ne 
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nécessitent pas la connaissance des modèles mathématiques du système. Par contre ils ont besoin d’un ensemble 

de règles basées essentiellement sur les connaissances d’un opérateur qualifié manipulant le système [11].  

Afin de pouvoir appliquer la technique de la logique floue à la commande d’une machine électrique en 

vitesse et position et à la navigation d’un robot mobile dans un environnement inconnu, nous allons nous  

intéresser de plus près à cette technique. Dans ce contexte, on se limitera aux propriétés essentielles de la 

commande par logique floue qui  n’utilise qu’une petite partie de toutes les règles existantes de la théorie de la 

logique floue.  

I.8.7.1. Principe de la logique floue[11]   

Une des caractéristiques du raisonnement humain est qu'il est généralement fondé sur des 

données imprécises ou même incomplètes. En effet les connaissances dont nous disposons sur un 

système quelconque sont généralement incertaines ou vagues, soit parce que nous avons un doute sur 

leur validité ou alors nous éprouvons une difficulté à les exprimer clairement. 

 Exemple : Soit E l’ensemble des tailles possible et A l’ensemble des grandes tailles. En 

logique boolienne, on est soit de petite taille, soit de grande taille. Si 170 cm est la frontière entre les 

deux, on est petit pour x<170 cm et grand pour x>=170. Mais si l’on mesure 169 cm, on est petit 

!!!...cette discontinuité est totalement absurde (Figure I.9.a). Le plus correcte sera donc de représenter 

A par un ensemble flou permettant un passage progressif des tailles petites aux tailles grandes (Figure 

I.9.b). 

  

      μ A(x)                petit                                                       μ A(x)                                   

                  1                                                                               1    petit                            Grand 

 

                                   170 cm                                                0,5 

      μ A(x)                                                                        

                                           Grand                                                               160     170   180 

                                                                                                     

 

 

                                                                                              

 

I.8.8 Commande par mode de glissant  

     Le mode de glissement est un fonctionnement particulier des systèmes à structure variable. 

La théorie des systèmes à structure variable est une technique de commande non linéaire, caractérisée 

par des commandes discontinues. L’intérêt récent à cette technique de commande est dû 

Figure I.9.a. Représentation les 2 variables 

(Grand et petit) par la logique boolienne 

 

Figure I.9.b  Représentation les 2                                                                                                

variables (grand et petit) par la logique       

                           Flou 
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essentiellement à la disponibilité d’interrupteurs rapides et microprocesseurs de plus en plus 

performants permettant la commande en temps réel des systèmes dynamiques [18].    

I.8.8.1  Objectif de la commande par mode glissant     

L'objectif de la commande par mode glissant se résume en deux points essentiels:  

 Synthétiser une surface S(x,t), telle que toutes les trajectoires du système obéissent à un 

comportement désiré de poursuite, régulation et stabilité.  

 Déterminer une loi de commande (commutation) U(x,t) qui est capable d'attirer toutes les 

trajectoires d'état vers la surface de glissement et les maintenir sur cette surface.  

I.8.8.2 Théorie de la commande par mode de glissement  

     Etant un cas particulier de la commande à structure variable, la commande par modes 

glissants "CMG" a été largement utilisée dans la littérature.  

Ce succès est dû à sa simplicité de mise en œuvre et à sa robustesse vis-à-vis des variations 

paramétriques et des perturbations externes. Il s’agit de définir d’abord une surface dite de glissement 

qui représente la dynamique désirée, puis synthétiser une loi de commande qui doit agir sur le système 

en deux phases. Dans la première, on force le système à rejoindre cette surface, et dans la seconde 

phase on doit assurer le maintient de glissement le long de cette surface pour atteindre l’origine du 

plan de phase comme montré sur la figure I.10. [19, 20].    

                                                

 

  

                                                   MG 

                                                                          Régime mode glissant  

                                        MC 

 

                                                 MRP                 S(x) > 0 

 

                                                                                                         x 

 

                                                   S(x) < 0                        S(x) = 0 

 

Figure I.10.Modes de fonctionnement dans le plan de phase 

La trajectoire  dans le  plan  de phase est  constituée de  trois parties distinctes [19]:   

 Le mode de convergence (MC): durant lequel la variable à réguler se déplace à partir  ( ) = 0  

et l’atteint dans un temps fini. Ce mode est caractérisé par la loi de commande et le critère de 

n’importe quel point du plan de phase vers la surface de commutation de convergence.  

 Le mode de glissement (MG): durant lequel la variable d’état a atteint la surface glissante et 

tend vers l’origine du plan de phase. La dynamique dans ce mode est caractérisée par le choix 

de la surface de glissement  ( ) = 0.  
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 Le mode de régime permanent (MRP): il est ajouté pour l’étude de la réponse du  système 

autour de son point d’équilibre. Il caractérise la qualité et la performance de la commande. Il 

est utilisé spécialement pour l’étude des systèmes non linéaires.    

Régimes du mode glissant       

En théorie, l’organe de commutation est supposé insensible aux bruits. Et la trajectoire en 

régime glissant décrit parfaitement l’équation  

 

S(x) = 0                                                                                                                                   (I.54) 

 Alors on trouve deux types de régime du mode glissant, dédiée ci-dessous.  

Régime glissant idéal    

     Ce régime est représenté par la figure (I.11) signifie qu’un régime glissant idéal a une 

oscillation de fréquence infinie et d’amplitude nulle. Le point représentatif de l’évolution du système 

glisse parfaitement sur l’hyper surface de commutation S(x) [21]. 

Régime glissant  réel       

   En pratique l’organe de commutation est réalisé à partir de relais qui présent des imperfection 

comme les retards de commutations, dans ce cas la trajectoire de phase du régime glissant reste au 

voisinage de la surface de commutation donnant naissance à des oscillations indésirables qui éliminent 

la précision du système et néanmoins sa stabilité, et la figure (I.12) ci-dessous illustre bien cette 

explication [21].    

 

                                                   X2                                                                                                                                     X 2 

 

                             S(x) = 0 

                                                                                                                          S(x) = 0 

         

 

 

                                                           X1                                                                                                                              X 1 

 

 

      Figure I.11. Glissement idéal.                                                                          Figure I.12. Glissement réel 
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I.9 Conclusion 

Une introduction aux notions de base  à la commande robuste est présentée dans ce chapitre en 

rappelant les principales techniques de commandes robustes telles que les commandes H infini, 

commande LQ, LQG, commande floue et commande par Backsteping. 

Parmi les techniques de commande robuste appliquées aux systèmes linéaires et assurant la 

robustesse, on peut citer la commande H∞. Elle a été développée, en particulier par Doyle, Glover et 

Francis en1987, elle est utilisée par plusieurs chercheurs dans divers domaines. La commande H∞ est 

un moyen d'intégrer différents objectifs de performances et de robustesse à l'aide des fonctions de 

pondération pour la synthèse des correcteurs H∞. 
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Chapitre II 

Synthèse II ∞ 

 

Introduction [3] 

La synthèse d’une loi de commande doit assurer de bonnes performances pour le modèle mais 

surtout pour le procédé qu’il représente. Cette philosophie conduit naturellement à l’introduction de la 

notion de robustesse. 

L’objectif de ce chapitre, est de  présenter au premier lieu quelques outils nécessaires à l’approche  H∞  

à savoir : La forme standard, Définition de la norme H∞, puis la notion de problème H∞standard et de 

sa résolution par l’algorithme de Glover-Doyle qui utilise les équations de Riccati, enfin, la  résolution 

du problème H∞ par LMI. 

II.2 Quelques rappels 

II.2.1.La forme standard [6] 

Afin d’ apporter  une  facilité  méthodologique à la résolution des  problèmes de  type H∞. une 

représentation connue  sous  la dénomination « forme standard » a été introduite, cette forme  apporte 

une certaine clarté de formulation puisqu’elle contient  à la fois le système  à commander et  le  

correcteur  associé . 

La représentation  est  donnée  par  la  figure II.1  

                               
                                        
                                                              Figure II.1.Problème sous forme standard    

 

  z(p) est le vecteur des sorties commandées. 

  w(p) est le vecteur des entrées de critère. 

  v(p) est le vecteur des sorties mesurées. 

  u(p) est le vecteur des entrées de commande. 
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Dans la  figure II.1 P(s) représente le « modèle augmenté », et K(s) le correcteur. Le système. 

P(s) est formé des quatre transferts multi variables existant entre les entrées u (commande du système) 

et w (consignes, perturbations, …) et les sorties (mesures) et z (sorties régulées) : 

Dans le domaine de Laplace, les équations du système se réécrivent : 

 

11 12 11 12 1

21 22 21 22

1
( ) [ 1 2]

2

P P D D C
SI A B B

P P D D C

     
       

    
                                                                        (II.1) 

 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

Z s W s
P s

Y s U s

   
   

   
 et U(s) = K(s) Y(s)                                                                                        (II.2) 

 

 1

( , )

( ) ( 11( ) 12( ) ( )( 22( ) ( )) 21) ( )

lf p k p k

Z s P s P s K s I P s K s P W s

 

                                                                 (II.3) 

( , )
l
f p k  : est appelée Transformation Fractionnaire Linéaire inférieure (LFT). 

 

II.2.2 Définition de la norme H∞ [25] 

 Soit S un système linéaire stationnaire stable de fonction de transfert G(s) , de vecteur 

d’entrées W(s) et de vecteur de sorties Z(s). 

Définition 1 (Norme H∞).la norme H∞ de S, notée sG


, est donnée par : 

  2

2

sup ( ( )) sups

z
G G jw

W



                                                                                                      (II.4) 

Avec les notations suivantes : 

 ( ( )) ( ( ) ( ) *)G jw G jw G jw   : valeur singulière maximale de la matrice de transfert G(s) à 

la pulsation ω. 

  2 (  ) (plus simple noté  2) désigne l’espace de Hilbert des fonctions de   de carré 

intégrable au sens de l’intégrale de Lebesgue : 

2 2

0

( ) ( )Tw w w t w t dt



                                                                                                        (II.5) 

Dans le domaine fréquentiel, la norme H∞mesure donc le gain maximal de la réponse 

fréquentielle G(jw) du système ,généralisant ainsi au cas des systèmes multi entrées multi sorties, la 

notion classique de gain que l’on observe sur les lieux de BODE des systèmes mono entrée mono 

sortie .dans le domaine temporel, la norme H∞ mesure l’amplification (système dissipatif) ou 

l’atténuation (système passif) entre l’énergie 
2

w du signal d’entrée et l’énergie 
2

z  du signal de 

sortie. Tout système linéaire dissipatif stable affiche donc une norme H∞ supérieure à 1 .à contraire, 

les systèmes passifs ont une norme H∞ inférieure à1. 
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II.2.3 Le problème H∞ standard 

De manière générale, le calcul d’un correcteur H∞ de la forme standard Figure .II.1 peut se 

ramener d’ une part à un problème de stabilisation du systè me bouclé et de rejet de perturbations, 

d’autre part à un problème de minimisation. 

II.2.3.1 Problème H∞ optimal [22] 

      Minimiser la norme ( , )
l
f p k

 entre les entrées et les sorties régulées sur l’ensemble des 

correcteurs K(s) qui stabilisent le système de manière interne. Le minimum est noté δ opt est appelé 

gain « H∞optimal » .  

II.2.3.2 Problème H∞ sous optimal [22] 

     Consiste, pour un réel positif  δ donné, trouver un correcteur K(s) telle que : 

 Le système bouclé ( , )
l
f p k soit stable (tous les pôles du système en boucle fermée sont à 

partie réelle négative). 

 ( , )
l
f p k                                                                                                                  (II.6) 

 

Ce problème peut être résolu par deux méthodes possibles. Elles sont en général mise en œuvre 

numériquement sur un calculateur. 

II.2.4 Méthodes de résolution [3] 

II.2.4.1 Représentation d’état du système 

La formulation LFT et l’approche par variable d’état offrent un cadre méthodologique riche 

pour la résolution de problèmes de commande, notamment dans le cas de la synthèse   . Nous 

reprenons donc ici les notations usuelles pour la forme standard exprimée en espace d’état. 

La représentation  d’état  du  système  augmenté  ,est  donnée classiquement  sous  la forme 

suivante :  

 

  

1 2

11 12

1 11 12

21 22

2 21 22

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x t A B B x t
p p

z t C D D w t
p p

y t C D D u t

                                                                                     (II.7) 

Hypothèses  

Dans la présente étude, l’approche choisie pour résoudre le problème H∞   standard nécessite la 

vérification d’un certain nombre d’hypothèses 

Avec : dim x = n, dim w = m1, dim u = m2 ,dim z = p1 et dim y =p2 

 

Hypothèse 1(H1) : La paire (A ; B2) est stabilisable et la paire (C2 ;A ) est détectable. 

 Cette hypothèse classique de toute méthode utilisant les variables d’état. Elle garantit 

l’existence d’une loi de commande  K(s)  qui stabilise le  système en boucle fermée. 
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Hypothèse 2 (H2) : rang(D12) = m2 et rang (D21) = p2 

 Ce sont des conditions suffisantes pour assurer que la matrice de transfert du correcteur soit  

Propre 

 

Hypothèse 3 (H3) : 
2

2

1 12

,
nA jwl B

w rang n m
C D

 
    

 
                                                            (II.8) 

 

 Cette hypothèse garantit que le transfert   12( )z uP P    n’a pas de zéro sur l’axe imaginaire. 

 

Hypothèse 4 (H4) : 
1

2

2 21

,
nA jwl B

w rang n P
C D

 
    

 
                                                             (II.9) 

 

 Cette hypothèse garantit que le transfert 
21( )y wP P

  n’a pas de zéro sur l’axe imaginaire.  Il faut 

noter que la première hypothèse est commune à toutes les méthodes de commande, les autres 

sont propres à la méthodologie H∞, et ces quatre hypothèses doivent être impérativement 

vérifiées.  

Et pour obtenir des expressions plus simple, on introduits les conditions supplémentaires 

suivantes  

  11 22 0D D                                                                                                             (II.10) 

 

221 1 21( ) (0 )T

mD C D I                                                                                            (II.11) 

 

  
2

1

21

21

0
T

P

B
D

ID

  
   

   
                                                                                                   (II.12)     

Rappelons que pour un système d’ordre n , un système d’équation 2x Ax B u  est 

commandable donc stabilisable si la matrice de commanbabilité: 1

2 2 2

nB AB A B              est 

de rang plein. De plus, la paire  (C2 ;A )       est observable, donc détectable. Rappelons aussi que pour 

un système d’ordre n, un système d’équation 

2

x Ax Bu

y C Du

  


 

  est observable si la matrice 

d’observabilité :

2

2

1

2

n

C

C A

C A 

 
 
 
 
 
 

 est de rang plein. 

 

Il faut noter que, les  deux  hypothèses passées sont fondamentales. Les trois dernières, quant à 

elles, sont purement techniques et permettent d’alléger les calculs et surtout de fournir des expressions 

analytiques relativement simples. 
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II.2.4.2 Résolution du problème  H∞  standard par équation de Riccati 

Cette méthode, aussi connue sous le nom d’algorithme de Glover-Doyle, est apparue à la fin 

des années 1980 et en générale mise en œuvre numériquement sur un calculateur et elle repose sur la 

résolution d’une série d’équation de Riccati. Elle reste aujourd’hui la méthode de résolution  la plus 

utilisée et la plus fiable numériquement. 

L’équation de Riccati étant donnée par : 

                          0TXA A X XPX Q                                                                              (II.13) 

 

Avec :               T TP P et Q Q                                                                                       (II.14) 

 

La solution stabilisante, si elle existe, sera une matrice symétrique et tel que  (A-PX)   est une matrice 

stable (ses valeurs propres ont une partie réelle strictement négative). Une telle solution sera notée :  

 

                                    
T

A P
X Ric

Q A

 
  

  
                                                                                    (II.15) 

 

Il est maintenant possible d’écrire le théorème suivant qui permet de trouver un contrôleur pour le 

problème sous-optimal. 

 

Théorème  3.2 : Sous  les  hypothèses H1- H4  et  les  conditions ((II.10), (II.11) et (II.12) 

 le  problème  H∞  standard a  une  solution si  et seulement  si  les cinq conditions  suivantes  sont 

remplies : 

(i)       La matrice  

2

1 1 2 2

1 1

T T

T T

A B B B B
H

C C A

  
   

  
                                                             (II.16) 

            n’a  pas  de  valeur  propre  sur l’axe  Imaginaire. 

 

(ii)       Il existe une matrice symétrique  

 
2

1 1 2 2 1 1( ) 0 ( ) 0T T T TX Ric H et A X XA X B B B B X C C                             (II.17) 

(iii) La matrice 

2

1 1 2 2

1 1

T T T

T

A C C C C
J

B B A

  
   

  
                                                               (II.18) 

n’a  pas  de  valeur  propre  sur l’axe  imaginaire 

 

(iv)       Il existe une matrice symétrique 
2

1 1 2 2 1 1( ) 0 ( ) 0T T T TY Ric J et AY YA Y C C C C X B B                             (II.19) 

(v)       2( )p X Y                                                                                                                  (II.20) 

 

Où  p (.)  Désigne  le module de la plus grande valeur propre (rayon spectral). 

Ce théorème nécessite donc la solution de deux équations de Riccati et la dernière condition introduit 

un lien entre les deux solutions. Enfin la solution du problème standard est donnée par le théorème 

suivant : 
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Théorème  3.3 : Sous  les conditions  du  théorème  3.2,  le  correcteur central  kc(s)  stabilisant le 

système d’une manière interne et satisfait ( ( ), ( )lF P s K s 

   est décrit par la représentation  

suivante : 2

2

ˆ

0

T

c T

A Z Y C
K

B X

  



 
    

                                                                                                (II.21) 

Avec : 

  
2

1 1 2 2 2 2
ˆ T T TA A B B X B B X Z Y C C 

                                                                                       (II.22) 

 
2 1( )nZ I Y X  

                                                                                                                         (II.23) 

 

La mise en œuvre de cette solution consiste à utiliser tout d’abord les résultats du théorème 3.2 pour 

approcher la valeur optimale de γ par Dichotomie (procédure appelée couramment «γ -itération »), 

puis on calcule ensuite le correcteur central en appliquant le théorème 3.3. 

II.2.4.3. Solution générale du problème H∞  standard 

On donne ici les formules du correcteur central Kc   pour le problème sous-optimal le plus 

général où seules (H1)-(A4) sont supposées. Les résultats sont qualitativement les mêmes mais les 

formules sont plus complexes. 

On maintiendra encore l’hypothèse D22  =0 et on définie : 

  1 2[ ]B B B                                                                                                                                    (II.24) 

  
1 2[ ]T T TC C C                                                                                                                               (II.25) 

 
2

1

1* 1*

0

0 0

T m

nh

l
R D D

 
   

 
                                                                                                                (II.26) 

2

1

*1 *1

0

0 0

T P

nj

l
R D D

 
   

 
                                                                                                                 (II.27) 

1* 11 12[ ]D D D                                                                                                                                (II.28) 

11

*1

21

D
D

D

 
  
 

                                                                                                                                       (II.29) 

Supposons que   nhR   et   njR   non singulières (sont inversible). Nous définissons deux matrices 

Hamiltonian  H et  J  telles que : 

x x

T

x x

E W
H

Q E

 
  

  
                                                                                                                            (II.30) 

 

y y

T

y y

E W
J

Q E

 
  

  
                                                                                                                             (II.31) 

 

En prenant X= Ric(H)  et Y= Ric(J)   Les solutions de stabilisantes   et   si elle existe sont des 

matrices symétriques résoudre les équations algébriques de Riccati (III.32) et (III.33), respectivement, 

et toutes les valeurs propres de (Ex-WxX)   et   (Ey-WyY) ont une partie réelles strictement négative. 

                                         0T

x x x xXE E X XW X Q                                                                    (II.32) 
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0T

y y y yYE E Y YW Y Q                                                                                                                 (II.33) 

A la base de les matrices X et Y on peut construire deux matrices F  et L  qui seront utilisés dans la 

résolution . 

  

11

11

1* 1 12

2

2

( )T T

nh

F
F

F R D C B X F
F

F



 
   

       
    

                                                                                        (II.34) 

 

  1

1 *1 1 2 11 12 2( )T T

nhL B D YC R L L L L L                                                                              (II.35) 

 

Où   

F1  ,F2  ,  F11   et   F12  ont des m1  , m2  ,  m1-P2    et  P2   lignes respectivement, et    L 1 ,L2 ,L11et   L12   

ont   P1, P2  ,   P1-m2   et  colonnes, respectivement. 

 

En mettant     
1111 1112

11

1121 1122

D D
D

D D

 
  
 

                                                                                                  (II.36)   

 

  Avec : D1122  est de dimension m2*P2      la solution sera donnée par le théorème suivant : 

Théorème  3.4 : Sous  les  hypothèses  H1 - H4 

(a) il existe un contrôleur  K(s)    qui stabilise le système et rend  ( , )lF P K 

   si et seulement si : 

     (i) 
1111 1112 1111 1112max( [ ], [ ])T TD D D D    

Et 

     (ii) il existe des solutions de stabilisation X ≥ 0 et Y ≥ 0 satisfaisant les deux équations algébrique 

de Riccati correspondant à les matrices hamiltonien H et J respectivement, et tel que 2( )P XY   

(b) Sous  les conditions  de la partie (a), les  correcteurs  rationnels K(s)  stabilisant le système et 

satisfaisant  
( ( ), ( )lF P s K s 




sont données par : 

 

( ) ( , )lK s F M                                                                                                                                 (II.37) 

 

Où   Φ(s)   est n’importe  quelle  fonction  de  transfert  stable,  de  norme    ( )s 

  , et    décrit 

par :

1

1 11 12

2 21

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ 0

A B B

M s C D D

C D

 
 

  
 
  

                                                                                                           (II.38) 

 
2 1

11 1121 1111 1111 1111 1112 1112
ˆ ( )T TD D D I D D D D                                                                                  (II.39) 

 
2 2 2 2

12 21
ˆ ˆm m P PD etD                                                                                                                   (II.40) 

 
2 1

12 12 1121 1111 1111 1111 1121
ˆ ˆ ( )T T T TD D I D D I D D D                                                                                    (II.41) 
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2 1

12 21 1121 1112 1111 1111 1112
ˆ ˆ ( )T T TD D I D D I D D D                                                                                    (II.42) 

 
2 1( )Z I YX                                                                                                                                  (II.43) 

 

2 2 12 12
ˆ ˆ( )B Z B L D                                                                                                                            (II.44) 

 

2 21 2 12
ˆ ˆ ( )C D C F                                                                                                                            (II.45) 

 

1 2 2 12 11
ˆ ˆ ˆ ˆTB ZL B D D                                                                                                                          (II.46) 

 
1

1 2 11 21 2
ˆ ˆˆ ˆC F D D C                                                                                                                             (II.47) 

 
1

1 21 2
ˆ ˆˆ ˆA A BF B D C                                                                                                                         (II.48) 

 

Le correcteur calculé pour  Φ (s) = 0, est appelé correcteur central, il est largement utilisé sous la 

forme : 

  
1

1 11

ˆ ˆ
( )

ˆ ˆ

A B
K s

C D

 
  
  

                                                                                                                           (II.49) 

 

II.2.4.4. Normalisation 

Dans les hypothèses faites précédemment, l’hypothèse (H2) suppose que les matrices de  D12 et  

D21 sont des formes normalisées. Maintenant  on voit lorsque ces deux matrices sont de rang plein, 

mais pas nécessairement dans les formes normalisées et afin d'appliquer le théorème.3.4, certaines 

transformations doivent être utilisées en premier [3]. 

 En utilisant la décomposition en valeurs singulières (SVD) ou autrement, on peut trouver des 

matrices orthonormées U12, V12 et U21, V21 tels que : 

12 12 12

12

0
TU D V

 
  

 
                                                                                                                             (II.50)  

 

 12 12 12 210TU D V                                                                                                                           (II.51) 

 

 12 2 2 21 2 2, : :Ou m m et p p    Sont inversibles. Par ailleurs, nous avons : 

12 12 12 12

0
T TU D V

I

 
   

 
                                                                                                                          (II.52) 

21 21 21 21

0
T TU D V

I

 
   

 
                                                                                                                          (II.53) 

 

Lorsque : 1 2 2 1 ,P m etP m
 les matrices  U12   et V12    peut être partitionné comme 
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121

12

122

U
U

U

 
  
 

                                                                                                                                     (II.54) 

 

211

12

212

V
V

V

 
  
 

                                                                                                                                       (II.55) 

Avec : 

212 1 2 1 122 2 1 211 1 2 1 212 2 1: ( ) , : , : ( ) , :U P m P U m P V m P m V P m     
 

La normalisation de  P(s)  vers   ( )P s   est basée sur les transformations ci-dessus et représenté par la 

(Figure II.2) :   

 

 

 

w                                                                                                                                              z 

                                      w                                                             z  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                  ( )K s  

                                      U                                                                               y 

 

 

 

 
Figure II.2. La forme standard normalisée 

 

La  représentation  d’état  du  système  augmenté   ( )P s  , est  donnée sous  la forme suivante : 

 

1 2

1 11 12

2 21 22

( ) ( ) ( ) ( )

( ) : ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t Ax t B w t B u t

P s z t C x t D w t D u t

y C x t D w t D u t


  


  

   


                                                                                           (II.56) 

 

Avec : 

 

21V  
21

TU  ( )P s  

12  

12V  
21

TU  

21  

( )K s  
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 

1 1 21

1

2 2 21 12

1 12 1

1

2 21 21 2

121 11 211 121 11 212

11 12 11 21

122 11 211 121 11 212

1

12 12 12 12 22

1

12 21 21 21 21

1111 1112

11

1121 1122

0

0

T

T

T T

T

T T

T

T

B BV

B B V

C U C

C U C

U D V U D V
D U D V

U D V U D V

D U D V
I

D I U D V

D D
D

D D









 


 




  

 
   

  

 
   
 

  

 
  
 















                                                                                (II.57) 

II.2.4.5. Résolution du problème H∞ par LMI [25] 

Nous présentons ici une approche alternative pour la résolution du problème H∞ cette approche 

développée dans [Gahiner and Apkarian, 1994] utilise une formulation du problème en termes 

d’inégalités matricielles linéaires (LMI) par rapport aux variables X et Y introduites précédemment. 

Nous donnons ici quelque éléments théoriques permettant de mieux comprendre cette approche 

qui repose sur le lemme fondamentale suivant, démontré dans [Scherer ,1990] : 

Lemme . Soit un système G(s) ayant une réalisation en espace d’état donné par : 

   
1

G s   C sI –  A  B D


                                                                                                            (II.58) 

 

Les assertions suivantes sont alors équivalentes : 

(i) La matrice A est Horowitz (pôles stables) et  G s 

  

(ii) Il existe une matrice systématique X définie positive (X> 0) solution de l’intégralité matricielle  

 

   Linéaire  0

T T

T T

A X XB XB C

B X I D

C D I





 
 

  
  

                                                                                        (II.59) 

 

L’application du lemme précédent au système bouclé ( ( ), ( ))lF P s K s  conduit, après de nombreuses 

manipulations sur intégralités, au résultat suivant : 

Théorème :( [ Gahinet and Apakarian , 1994]) .[25] 

Il existe un composanteure K(s) solution du problème H∞ sous optimal de performance , si et 

seulement s’il existe des matrices symétrique X et Y solution du problème LMI  
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1 1

1 11

1 11

0 0
0

0 0

T T

T T T

x x

A X XA XB C

N NB X I D

I C D I I





 
 

            
 
  

                                                                               (II.60) 

1 1

1 11

1 11

0 0
0

0 0

T T

T

y y

T

YA AY YC B

N NC Y I D

I I IB D





 
 

            
 
 

                                                                               (II.61) 

 

 0
X I

I Y

 
 

 
                                                                                                                                      (II.62) 

 

Ou Nx et NY sont des bases des noyaux des matrices [C2   D21] et 2 12B   DT T    . 

Le système de MLI ci définie, cette  approche LMI  présente un certain nombre d’avantages par 

rapport à la technique DGKF : 

- Les hypothèses (H2) et (H3) sont inutiles ici, permettant ainsi de traiter une plus grand variété 

de problème (notamment des systèmes avec des zéros sur l’axe imaginaire). 

- Les LMI définissent un ensemble de solutions et non plus un point isolé (i.e. le correcteur 

central). On peut donc utiliser cette liberté pour définir des correcteurs ayant certaines 

propriétés (e.g limitation de la bande passante). 

Néanmoins, du fait de l’utilisatilisation des LMI, les temps de calculs deviennent importants pour des 

systèmes d’ordre élevé (comparativement à la technique DGKF). 

Lorsqu’on dispose d’une solution (X,Y) des contraintes LMI ,le compensateur est directement obtenu 

par diverses relation algébriques.  

II.2.5 Synthèse H∞  pondérée [25] 

Une mise en œuvre possible de la synthése H∞ consiste à introduire des fonctions de 

pondérations sur les entrées exogènes w et les sortie régulées z.il s’agit donc de bien choisir ces filtres 

de pondérations afin d’obtenire les propriétés en boucle fermée. 

Propriété 1. Soit ( )EH S s  le transfert multi variable entre le vecteur d’entrée E= 
1i i P

E


et le 

vecteure de sortie S=  
1i i m

S


 . 

Cette propriété traduit le fait qu’en imposant une borne supérieure   à la norme H∞ du transfert multi 

variable entre les entrées exogènes et les sorties régulées , on impose cette borne eu chacun des sous 

transferts mono variables . 

En considérant la contraposée ,on remarque qu’il important de faire en sort que des transferts SISO 

non « utiles » ne contraignent pas l’optimisation de  . La réciproque de cette propriété n’est pas vraie. 

 

Propriété 2. Soit deux matrices de pondération WE(s) et WS(s) , respectivement sur les entrées et les 

sorties du système 
( )EH S s

définies par : 
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1 0

( )

0

E

E

Ep

W

W s

W

 
 

  
 
 

                                                                                                                 (II.63) 

1 0

( )

0

S

S

Sm

W

W s

W

 
 


 
  

                                                                                                                 (II.64) 

 

( ) ( ) ( )S E Esi W s H S s W s 


   alors  

 

   , 1 1 , ( ) ( ) ( )
jS E j Eiw i P et j m W jw H s jw W jw                                    (II.65) 

 

Ces pondérations en entrée et en sortie peuvent donc être interprétées comme des gabarits fréquentiels. 

En effet, on peut réécrire (II.65) sous la forme : 

 

( )
( ) ( )

i j

i j

E S

E S

H jw
W jw W jw


                                                                                                        (II.66) 

 

Ce qui permet de définir le produit ( ) ( )
i jE SW s W s  comme le gabarit fréquentiel imposé sur le transfert 

SISO ( )
i jE SH s  si 1  (figure II.3). 

   

                 W                                                                                                                        Z 

 

                                                         u                                         y 

 
 

 

                          . 

 

 

 

 

 

 
                    Figure II.3.Filtre de pondération sur le système augmenté  

 

 

 

 

 

 

 

 

( )EW s  

 

 K(s) 

     

     P(s) 
( )SW s  
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Conclusion  

Le problème H∞ peut être résolu par deux méthodes possibles. La première méthode repose sur 

la résolution d’une série d’équations de Riccati. C’est la solution la plus simple et la plus fiable 

numériquement. Cependant, elle nécessite la vérification d’un certain nombre d’hypothèses qui 

peuvent être non vérifiées. Une deuxième solution au problème H∞ permet de faire l’économie de ces 

hypothèses, au prix d’une complexité algorithmique augmentée. Une telle méthode est basée sur la 

Résolution d’un problème d’optimisation convexe sous contraintes d’inégalités matricielles linéaires 

(LMI). 

De ces deux solutions, seule la première est exposée car elle reste la plus intéressante au niveau 

rapport qualité du résultat sur quantité de calculs à effectuer. Cette dernière sera appliquée et utilisée 

dans la régulation de la MSAP en boucle fermée dans le chapitre suivant. 
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Chapitre III 

Application aux machines électriques : MSAP 

III.1Introduction 

Les machines synchrones à aimants permanents se répandent de plus en plus comme actionneurs dans 

les industries automatisées où ils remplacent les moteurs à courant continu. Ils présentent sur ces 

derniers l’avantage d’avoir de meilleures performances (en termes de couple massique, par exemple) et 

de ne pas avoir de collecteur mécanique (ce collecteur pose des problèmes d’entretien et de 

comportement dans les environnements difficiles). En revanche, ils sont plus exigeants, le moteur à 

courant continu est alimenté par un convertisseur statique simple (un redresseur ou un onduleur) et une 

régulation de son courant d’induit permet de maîtriser le couple. Pour le  MSAP, la fonction de 

collecteur est réalisée par un ensemble électronique : un onduleur de puissance, une mesure de position 

et une commande des courants pour contrôler le couple. 

La commande vectorielle présente l’avantage de pouvoir commander séparément les courants et le 

couple. Avec cette technique de commande, le modèle du moteur est décomposé en deux sous 

systèmes linéaires mono variables indépendants [26]. 

III.2Modélisation de la machine synchrone à aimant permanent (MSAP) 

III.2.1 Structure générale de la MSAP 

La machine que nous allons étudier par la mise en équations correspond à la structure représentée par 

la figure III.1. C’est une machine synchrone triphasée, équilibrée dans le rotor est muni d’un système 

d’aimants permanents, assurant une répartition d’induction sinusoïdale dans l’entrefer. Ce rotor ne 

comporte ni amortisseurs, ni pièces polaires. L’absence de pièces polaires donne à la machine la 

structure d’une machine à pôles lisses. Le stator comporte trois axes a, b, c identiques et décalées 

entres elles d’un angle électrique de 2π/3.   

 
Figure III.1.Représentation d’une machine synchrone bipolaire à aimants permanents 
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III.2.2.Hypothèses  simplificatrices  

 Afin de simplifier l’étude, la modélisation de la MSAP nécessite un certain nombre 

d’hypothèses simplificatrices.  

 • Le circuit magnétique n’est pas saturé, ce qui permet d’avoir des relations linéaires entre les flux et 

les courants.  

 • Nous négligeons l’hystérésis du circuit magnétique et les pertes par courants de Foucault.  

 • La variation des résistances en fonction de la température est négligeable.  

 • Nous admettons que les forces magnétomotrices sont à distribution  spatiale sinusoïdale. 

III.2.3 Mise en équations de la machine   

Le modèle mathématique du MSAP est similaire à celui de la machine synchrone classique en 

considérant les conditions simplificatrices citées précédemment. 

III.2.3.1.  Équations électriques 

Les équations électriques du stator d’une machine synchrone triphasée à aimants permanents en 

convention récepteur et en absence d’enroulements amortisseurs s’écrivent : 

 

0 0

0 0 ( )

0 0

[ ] [ ][ ] ( )[ ]

a a a

b b b

c c c

abc abc abc

v R I

dv R I
dt

v R I

v R I d dt









       
       

 
       
              

 

                                                                                                (III.1) 

 

Avec :  

        : Résistance d’un enroulement statorique.     

     : Les courants des phases statorique a, b, c. 

    : Les flux produits par les phases statorique respectivement a, b, c.    

    : Les tentions des phases statoriques. 

En vertu de l’hypothèse d’une répartition spatiale sinusoïdale de l’induction, les flux induits par les 

aimants dans les trois phases statoriques (a, b, c) sont donnés par : 

max

max
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cos( )

2
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3

2
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3
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  


  
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  







 



 

                                                                                                                     (III.2) 

 

Le flux produit dans chaque enroulement statorique est la somme de quatre termes.                                  

Comme exemple, pour la phase (a), le flux (  ) est la somme des termes :  

    =    ∙   : Flux propre de la phase (a) sur (a).   

    =    ∙   : Flux mutuel de la phase (b) sur (a).   
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    =    ∙   : Flux mutuel de la phase (c) sur (a).   

       : Flux mutuel de l’aimant sur la phase (a). 

 L’expression du flux total dans la phase (a)est donnée par : 

 

. ( )a aa ba cd fa s a s b c faL i M i i                                                                                          (III.3) 

 

Du fait que la machine est équilibrée a neutre isolé, on a (i a+ i b+ i c = 0), d’où l’expression du flux 

dans la phase (a)se réduit alors à : 

( ). .a s s a fa sc a faL M i L i                                                                                                          (III.4) 

 

Avec : 

     =    −   ) : L’inductance cyclique d’un enroulement statorique. 

    : L’inductance propre d’une phase statorique. 

    : Mutuelle inductance entres phases du stator. 

 Par conséquent, les expressions des flux dans les autres phases se déduisent par : 

 

.b sc b fb

c sc c fc

L i

L i

 

 

 


 

                                                                                                                                (III.5) 

 

En remplaçant les expressions des flux dans le système des tensions. On obtient : 
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                                                                                                                 (III.6) 

 

III.2.3.2 Modèle de la MSAP dans le repère de Park 

Pour supprimer la non linéarité des équations du modèle précédentes, nous utilisons la 

transformation de Park qui consiste à remplacer les enroulements des phases (a, b, c) par deux 

enroulements (d, q) dont les axes magnétiques sont solidaires au rotor et tournant avec lui avec une 

vitesse ω, comme le représente la figure  III.2.  

La transformation de Park est définie comme suit: 

[ ] [ ( )][ ]dqo abcX p X                                                                                                                          (III.7) 

 

  Où X représente la valeur courant, tension ou flux et θ  représente la position du rotor. 

 Les termes X d, X q représentent les composantes longitudinale et transversale des variables 

statoriques (tensions, courants, flux et inductances).  
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 La matrice de transformation P (�) est donnée par: 
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                                                                    (III.8) 
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                                                                          (III.9) 

 

 Le moteur est supposé avec une connexion étoile qui forme un système équilibré i a+ i b+ i c = 

0. Ainsi, la composante homopolaire désignée par la troisième ligne de la matrice (X o) est nulle.  

III.2.3.3 Equations des tentions   

 1 1 1[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ]dq dq dq

d
p v R p I p

dt
                                                                                           (III.10) 

 

En multipliant l’Eq (III.14) à gauche par [  ( )] : 
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                                             (III.11) 

 

Finalement, 

1[ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ]dq dq dq dq

d d
v R I p p

dt dt
                                                                                         (III.12) 

 

On démontre que : 

 

1
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d d
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                                                                                                          (III.13) 

 

On obtient finalement le système des équations de Park qui constitue ainsi un modèle électrique 

dynamique pour l'enroulement diphasé équivalent :  

 Au  stator : 
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d s
d id q

q s
q isq d

d d
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dt dt

d d
v R

dt dt
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
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                                                                                                                  (III.14) 

 

III.2.3.4.Equations des flux 

1[ ] [ ( )][ ][ ( )] [ ]dq s s dq fp L p I                                                                                                     (III.15) 

 

D’où : 

 

d d d f

q q q

L i

L i

 


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                                                                                                                                (III.16) 

 

L d, L q : Inductances d`axes directe et en quadrature. La machine étant supposée à pôles lisses, ce qui 

signifie que : L d = L q.  

En tenant compte des équations du flux, on peut écrire : 
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                                                                                                              (III.25) 

 

III.2.4 Expression du couple électromagnétique  

           La connaissance du couple électromagnétique de la machine est essentielle pour l’étude de la 

machine et sa commande.  

L'équation du couple : 

3
(( ) )

2
em d q d q f qC q L L i i i                                                                                                            (III.26) 

 

III.2.5 L’équation de la mécanique 

   L'équation du mouvement s’écrit : 

  
e r

d
J f C C

dt


                                                                                                                        (III.27) 

 

Avec :  

 J : moment d’inertie du rotor. 

 f : coefficient de frottement visqueux.  

Cr : couple résistant de la charge.  

 p : Nombre de paires de pôles. 
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III.3.Bloc de simulation du MSAP 

La simulation a été effectuée par le logiciel Simulink sous MATLAB, la structures-en 

schéma-bloc de cette simulation est présentée par la figure suivante : 

 

 
 

Figure.III.2. Schéma de simulation de la MSAP alimentée en tension 

III.4.Résultats de simulation 
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Figure.III.3. Résultat  de simulation de la MSAP en boucle ouvert de couple électromagnétique  
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Figure.III.4. Résultat de simulation de la MSAP en boucle ouvert de la vitesse  
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Figure.III.5. Résultat de simulation de la MSAP en boucle ouvert du courant Id et I q 

 

III.5. Interprétation Des Résultats De Simulation 

Nous avons simulé le modèle d'une machine synchrone à aimants permanents par un 

programme MATLAB, Pour étudier les caractéristiques et les paramètres de cette machine sont 

indiqués au niveau de l'annexe. Par les étapes suivantes. 

Les résultats précédant représentent la réponse de la MSAP alimenté par un réseau triphasée 

220/380 V, 50 HZ qui on démarrant à vide puis on appliquant un couple résistant de (Cr=1N. m) à 

l'instant (t=3 s). 

On remarque des battements importants représente dans courbe de la vitesse tels que prend des 

valeurs négatives à cause de la contre réaction des masses qu'il ramène le moteur à l'état de repos au 

démarrage. Mais Après le régime transitoire, la vitesse se stabilise à une valeur nominale de 100 rd/s. 

Au démarrage l'allure de couple électromagnétique (Ce) présente une allure identique à celle du 

courant (Iq), du fait de la linéarité existante entre ces deux grandeurs, et l'allure des deux paramètres. 

Après l'application de la charge les deux courbes ils se stabilisent à une valeur nominale. 

On observe des pics importants dans l'allure de courant (Id) au démarrage, et cela s'explique par 

la F.e. m qui est due à une faible vitesse au démarrage, ensuite elle se stabilise à une valeur nominale.  
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III.6.Commande Vectorielle de la  MSAP 

III.6.1. Principe de la Commande Vectorielle [27] 

Le principe du découplage permet de modéliser la machine synchrone comme une machine a 

courant continu, par application de cette nouvelle technique de commande. Ceci concilie les avantages 

des propriétés du moteur a courant continu et de l’absence du collecteur mécanique. Le contrôle du 

couple d’une machine alternative nécessite un contrôle en phase et en amplitude des courants 

d’alimentation d’où le nom de contrôle vectoriel. Pour réaliser un contrôle similaire à celui des 

machines à courant continu à excitation séparée, il est nécessaire de maintenir le courant Id nul et de 

réguler la vitesse ou la position par le courant Iq via la tension Vs. Physiquement, cette stratégie 

revient à maintenir le flux de réaction d’induit en quadrature avec le flux rotorique produit par le 

système d’excitation 

                                

            +                 + 

                                       

                      I a                                                                               If 

                      

                                                                                             Inducteur 

         

 

            -   - 

 

 
Figure.III.6. Machine à courant continu 

Cem = K t * I e *If                                                                                                                                                                                             (III.28) 

 

 

                            Ids                 

 

                            Ids         

 

 

                                          
Figure.III.7.Machine Synchrone à Aimants Permanents 

 

 

Cem = Kt * Iqs * ϕf                                                                                                                                                                                         (III.29) 

 

Afin d’obtenir un modèle réduit et découplé de la machine, nous choisissons V qs  et Vds  de 

tel sorte que la composante Ids soit nulle, dans ce cas l’expression du couple électromagnétique 

devient 

 

Cem = 3 /2 * p* ϕ * Iqs                                                                                                                                                                                 (III.30) 

 

Cette expression linéaire couple courant, nous rappelle celle de la machine à courant continu 

Cem = K * ϕ  * Ia                                                                                                                               (III.31) 

 

Induit                                         

Découplage 

      (d - q) 

 
  MSAP 
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K : Coefficient dépend de la machine.  

Φ : Flux inducteur. 

I a : Courant induit 

III.6. 2.Mise en Ouvre des Stratégies de Commande Vectorielle de la MSAP  

Les différentes stratégies de contrôle vectoriel qui permettent la réalisation du découplage du 

couple et du flux dans la machine et de lui conférer des performances dynamiques et statiques élevées. 

Le contrôle des courants dans le référentiel de Park se fait naturellement par des régulateurs 

numériques, il est en de même des commandes en vitesse et en position.  

         La commande vectorielle peut être aussi utilisée afin de réduire la valeur du flux dans la 

machine à aimants permanents. Dans ce cas, on impose au courant id une valeur négative qui permet 

de créer un flux contraire à celui des aimants de telle sorte que le flux résultant dans la machine soit 

inférieur au flux nominal [15]. Cette technique permet de faire fonctionner la machine à des vitesses 

supérieures à sa vitesse nominale tout en maintenant la tension statorique à une valeur acceptable.  

III.6. 3.Calcul des régulateurs 

Lorsque le découplage entre l’axe d et l’axe q est réalisé, les régulateurs de courant et de vitesse 

peuvent être synthétisés  au moyen des techniques  classiques ou avancé développées pour les 

systèmes linéaires.  Dans ce chapitre on se limite à la technique de contrôle par des régulateurs 

classiques PI (proportionnelle, intégrale) dont le  coefficient intégral     sert de réduire l’écart entre la 

consigne et la grandeur régulée donc de réduire l’erreur statique, comme le terme proportionnel     

permet le réglage de la rapidité du système et donc le temps de réponse  

III.6.3.1. Régulation du courant   

Le rôle des régulateurs est de maintenir une grandeur de sortie égale à la grandeur de référence 

imposé. Les régulateurs de courant et de vitesse peuvent être synthétisés ici  au moyen des techniques 

classiques développées pour les systèmes linéaires. Le schéma fonctionnel de la boucle du courant 

1( )d

d

Vd
I

sL Rs



 est représenté par la figure suivant : 
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Figure.III.8.Boucle de régulation du courant Id 
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La fonction de transfert du régulateur  proportionnel intégral est  donnée, sous forme générale, par 

l’équation  (III.32) pour les deux axes d et q : 

    

           ( ) i

P

K
F s K

S
                                                                                                                     (III.32) 

 

 En boucle ouverte la fonction de transfert est donnée par : 
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                                                                                            (III.33) 
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 La fonction de transfert en boucle fermée est donnée par : 

 

 
( )

( ) 1

bod

bfd

bod

F s
F

F s



                                                                                                               (III.35) 

 

  III.6.3.2. Calcul des paramètres du régulateur « PI » 

La  fonction  de  transfert  en  boucle  ouverte  du  système  régulé  est donnée  par l’équation ( 

III.33 ),  en  posant   « 
pd d

id s

K L

K R
  », la  fonction  de  transfert  en  boucle  ouverte  et  fermer seront : 
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                                                                                                                              (III.36) 

 

La constante de temps est :  s

d

id

R
T

K
   supposons que le temps de réponse tr  sera égale à : 

« tr = 3*td », les gains du régulateur « PI »pour un temps de réponse donné seront calculés comme suit: 
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III.6.3.3. Régulation du courant I q 

De la même manière que le calcul précédent, on détermine le régulateur du courant Iq   avec : 
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Figure. III.9. Boucle de régulation du courant  Iq 
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III.6.3.4. Régulation de la vitesse 

Le schéma fonctionnel du contrôle de vitesse est donné par: 

 

 Cr 

   - 

 + Cem Ω 

Ωref - + 

 

   

 
Figure .III.10. Boucle de régulation du la vitesse 

 

Dans  le  cas  d’un  système  régulé  régit  par  une fonction de transfert du  deuxième  ordre, les 

paramètres du régulateur « KP  ,  Ki » seront en fonction de deux grandeurs : 

  - Coefficient d’amortissement : « ξ » 

  - Pulsation propre non amortie : « w0 » ou bien « wn » 

La fonction de transfert de la vitesse  en boucle ouverte (C1=0) (FTBOΩ) et  en  boucle  fermée   

«  FTBFΩ  » sans compensation : 
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                                                                            (III.39) 

 

La fonction de transfert   FTBOΩ    est alors identifiée à une fonction du second ordre sans zéro : 
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L’identification des gains du régulateur est obtenue en comparant les deux dénominateurs, d’où les 

paramètres du correcteur « PI »      seront : 
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                                                                                                                                   (III.41) 

 

         On choisit alors le coefficient d’amortissement ξ  (Facteur d’amortissement) et  w n (pulsations 

propres) on déduit  K p  et  K i   

         Généralement les coefficients K p et K i   sont ajustables, dans certain le calcul exact de ces 

coefficients ne donne pas de bons résultats 

III.6.4.Bloque de Simulation de la commande vectorielle de la MSAP  

 

 
 

Figure .III.11. Bloque de Simulation de la commande vectorielle de la MSAP 
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III.6.5 Résultats de simulation de la commande vectorielle de la MSAP  
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                       Figure .III.12. Résultat de simulation de la commande vectorielle du courant Id  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-30

-20

-10

0

10

20

temps (S)

c
o
u
ra

n
t 

Iq
 (

 A
)

 
 

                       Figure .III.13. Résultat de simulation de la commande vectorielle du courant I q  
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             Figure .III.14. Résultat de simulation de la commande vectorielle de couple électromagnétique  
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                     Figure .III.15. Résultat de simulation de la commande vectorielle de la vitesse  
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        Figure .III.16. Résultat de simulation de la commande vectorielle de la vitesse avec la référence  

 

III.6.6 Interprétation 

On remarque que l’allure de la vitesse suit parfaitement sa référence qui est atteinte très 

rapidement avec un temps de réponse. 

Le couple électromagnétique début par une valeur de 0 à 4.8 N.m et se stabilise à la valeur du 

couple résistant (3N.m), le courant quadratique  est l’image du couple électromagnétique, l’inversion 

de la consigne de vitesse de rotation du MSAP de la valeur référentielle (100 rd/s) à la valeur (-100 

rd/s) à l’instant t=1s. L’allure de vitesse montre que la réponse en vitesse suit la nouvelle consigne sans 

dépassement. L’allure du couple et du courant   présente des pics lors de l’inversion de la vitesse puis 

se stabilise à la valeur désirée. Enfin, la variation de la consigne avec application d’un couple résistant 

montrent la vitesse suit parfaitement sa  référence qui est atteinte rapidement sans dépassement avec 

une petite perturbation lorsque on applique un couple résistant à t = 3s et son élimination à t =1s.  

Finalement, les résultats de simulation sont satisfaisants et la robustesse de cette commande est 

garantie. 
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III.7.Commande robuste par un contrôleur H∞ de la vitesse de la MSAP  

Nous avons appliqué le régulateur robuste à la commande de la vitesse de la MSAP. La 

fonction de transfert tension –vitesse issue de l’équation mécanique est représentée par la fonction de 

transfert suivante : 
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                                                                      (III.42) 

Avec :   

 

Z(s) : représente la sortie à asservir (vitesse du rotor W r) 

W(s): représente la tension V q 

Le schéma bloc globale d’une régulation de vitesse de la MSAP par un régulateur de type H∞, 

qui est générée la tension de commande V q r , tandis que  le courant statorique direct Id  , il est 

commandé par un correcteur classique de type  PI  , qui génère à son tour la tension de commande  V d 

r  .  

Les paramètres des fonctions de pondération sont sélectionnés comme suit : 

 

   K c = 0.1,  K d = 40,   K a = 0.04, Kg = 1,  K e=2, K f =10, K b =2000.   

 

Le correcteur obtenu par la méthode  H∞  est l’issu de l’algorithme décrit auparavant prend la 

forme suivante : 

Pour lequel le système bouclé assure une norme  H∞  égale à :  

 

                                      γ = 0 .2085 

             
 264278.4682(s+2000)(s+241.4)(s+0.2214)
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                                                  (III.43) 
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III.7.1 Le schéma bloc globale d’une régulation de vitesse de la MSAP par un  

Régulateur de type  H∞ 

 

 

Figure .III.17.Le schéma bloc globale d’une régulation de vitesse de la MSAP par un Régulateur de type   

H∞ 

III.7.2.Résultats de simulation  
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                            Figure .III.18. Résultat de simulation de la commande H∞ du courant I d 
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                           Figure .III.19. Résultat de simulation de la commande H∞ du courant I q  
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                Figure .III.20. Résultat de simulation de la commande H∞ de couple électromagnétique   
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                             Figure .III.21. Résultat de simulation de la commande H∞ de la vitesse  
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                 Figure .III.22. Résultat de simulation de la commande H∞  de la vitesse avec la référence  

 

III.7.3.Interprétation  
            On remarque que l’allure de vitesse suit bien sa consigne  sans  dépassement  avec  un temps de 

réponse très  court égale 40 ms. 

           On remarque aussi que le courant direct Id est nul et le courant quadratique I q est l’image du 

couple électromagnétique ce qui indique le découplage introduit par la commande vectorielle de la 

MSAP.  L’application de la charge Cr=1 N.m  à t=3s, et l’effet de la perturbation est rapidement 

éliminé donc, l’influence de cette charge sur la vitesse est négligeable, Le couple électromagnétique 

compense le couple de charge appliqué montre  l’inversion de la consigne de vitesse (de 100 rd/s  a  

 -100 rd/s), la vitesse suit toujours sa consigne et le couple électromagnétique en réponse à ce 

changement prend la valeur. La Figure (III.22) montrent que la vitesse suit parfaitement sa  référence 

qui est atteinte rapidement sans dépassement avec une légère perturbation lorsque on applique un 

couple résistant à t = 3s . 

III.8.Etude comparative  

Le contrôleur classique PI de la vitesse a été remplacé par un contrôleur H∞  le but étant 

d’améliorer les performances et la robustesse de la commande H∞ 

    A travers les résultats obtenus on peut dire que :  

  •  Le réglage de la vitesse de la MSAP par régulateur PI donne de bons résultats, réponse rapide de la 

vitesse et sans dépassement, comportement peu insensible aux perturbations (variation de la charge, 

variation de la vitesse). 

  •  Le réglage H∞   donne une dynamique très performante (temps de réponse rapide, erreur nulle), 

une robustesse par rapport aux perturbations (variation de la charge et inversion de la vitesse). 

Par ailleurs, la commande assure une bonne poursuite même en présence de perturbation de 

charge.                

Une comparaison des performances du contrôleur PI et du contrôleur  H∞  a clairement montré 

l’avantage de  contrôleur H∞  dans le maintien de l’indice de performance. Ces avantages sont traduits 

par la robustesse du  H∞  par rapport au PI vis-à-vis des variations des paramètres de la machine et la 

perturbation  du couple de charge. 

On peut affirmer dans ce travail, que  la commande par H∞  robuste applique à une  machine 

synchrone à aimant permanent alimente en tension commander par orientation de flux est très efficace  
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car, on obtient des meilleurs performances (réponse plus rapide et une meilleure capacité de rejet de 

perturbation de charge par rapport au contrôleur classique PI)   

Indice de performances  Commande vectorielle  Commande H∞ 

Temps de montée 29 .93 ms 29.8 ms  

Temps de réponse  130 ms 40 ms 

dépassement 27.3% 0% 

Ecart  statique  0% 0% 

 

III.9.conclusion  

L'approche adoptée dans ce chapitre consiste à remplacer le régulateur conventionnel de vitesse 

PI par un régulateur robuste H∞. 

On peut affirmer  dans ce travail, l’efficacité de la commande  H∞  appliquée à une machine 

synchrone à aimant permanent alimenté en tension , On remarque que les  performances  du contrôleur  

H∞  par  rapport  au  régulateur classique PI donne des performances  meilleures  non seulement la 

pour la poursuite de consigne et le rejet de perturbation, mais  aussi pour la variation paramétrique. 
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Le développement d’une stratégie de commande pour un système linéaire perturbé, doit assurer 

la robustesse en stabilité et en performances en présence de différents types d’incertitudes. 

   Le travail présenté dans ce mémoire avait pour objectif principal la conception d’une loi de 

commande robuste pour la commande en vitesse de la machine synchrone à aimant permanente 

(MSAP). Pour construire cette loi de commande, l’approche fréquentielle appelée commande robuste 

H∞  à été utilisé. 

Après  avoir  introduit  la  technique  de  cette commande  robustes  pour  les  systèmes 

linéaires,  nous  avons  présenté  quelques  outils nécessaires à l’approche H∞ 

Dans la première partie du travail, Une introduction aux notions de base et à la commande 

robuste est présentée dans ce chapitre en rappelant les principales techniques de commandes robustes 

telles que les commandes H infini, commande LQ, LQG, commande floue et commande par 

Backsteping. 

Dans deuxième chapitre nous avons présenté, l’approche de la commande  H∞ standard a été 

introduite. Le problème à traiter a été mis sous forme standard. Cette formulation permet d’une part de 

représenter à la fois le système à contrôler et si nécessaire, les informations sur les objectifs de 

synthèse (sous forme des filtres de pondérations) et d’autre part, de régler le compromis entre les 

objectifs de stabilité et les objectifs de performances par le biais  de ces filtres.  La méthode de 

résolution utilisant la représentation d’état est basée sur la résolution de deux équations de Riccati. La 

mise en œuvre de la technique, permettant de prendre en compte un certain nombre de spécifications 

temporelles et fréquentielles. 

Dans le troisième chapitre, nous avons présenté la modélisation détaillée de la MSAP en vue de 

la simulation. Malgré les hypothèses simplificatrices introduites, le modèle de la MSAP est très 

complexe (couplé, non linéaire et multivariable). La difficulté majeure, rencontrée dans cet actionneur, 

réside dans le fait que le couple électromagnétique et le flux sont des variables fortement couplées. 

L’utilisation de la transformation de Park, a permis  d’aboutir à un modèle plus simplifié.  Et puis nous 

avons présenter  le principe de la commande vectorielle  retenue pour la MSAP. L’utilisation de la 

stratégie à Id nul à permis de commander le couple électromagnétique par le courant Iq. Cette 

technique permet d’avoir un modèle semblable à celui de la machine à courant continu à excitation 

séparée. Dans le schéma de cette commande, les boucles de courants et celle de la vitesse sont assurées 

par des régulateurs classiques. Et puis nous avons par la suite remplacé le contrôleur classique PI de la 

vitesse par un contrôleur  H∞. Le but étant d’améliorer les performances et la robustesse de la 

commande. 
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A travers les résultats obtenus peut dire que : 

 •  Le réglage de la vitesse de la MSAP par régulateur PI donne des bons résultats, réponse rapide de la 

vitesse et sans dépassement, comportement peu insensible aux perturbations (variation de la charge, 

variation de la vitesse). 

  •  Le réglage H∞   donne une dynamique très performante (temps de réponse rapide, erreur nulle), 

une robustesse par rapport aux perturbations (variation de la charge et inversion de la vitesse). Par 

ailleurs, la commande assure une bonne poursuite même en présence de perturbation de charge.   

Comme perspectives on propose la synthèse d’une commande hybride de type PI-H∞ afin d’améliorer 

les performances de la MSAP. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

Annexe 
 

 

                   Les paramètres de la MSAP utilisé sont donnés dans le tableau suivant[3] : 

 

Paramètres Description 

f     = 50 Hz Fréquence 

P n = 1.5 kW Puissance nominale 

R s = 1.4 Ω Résistance statorique 

L d = 0.0066 H            Inductance directe 

L q = 0.0058 H Inductance quadratique 

J     = 0.00176 k  g.m² Moment d'inertie 

F     = 0.000388 N. m. s / rad Coefficient de frottement 

Φ f  = 0.1564 Wb     Flux des aimants 

P      = 3 Nombre de paire de pôles 

N n  = 1000 tr /min Vitesse nominal 
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Thème 

 
Commande Robuste H∞ : Application aux Machines Electriques 

 

 

 

Résumé L'objectif de ce travail est de présenter une  technique récente de la commande robuste basée 

sur la synthèse  H∞  de la machine synchrone à aimant permanent, alimentée par un onduleur de 

tension et commander par la technique de modulation de largeur d’impulsion MLI. La première partie 

de cette étude, concerne la modélisation de la machine synchrone à aimants permanents. La deuxième 

partie, a été consacrée à la commande vectorielle de la MSAP, cette commande a permet de simplifier 

considérablement le modèle, il devient simple et similaire à celui d’un moteur à courant continu. La 

troisième partie, à  été consacrée au réglage de la vitesse de la MSAP à l’aide de régulateur robuste H∞   

Ce dernier a montré leur efficacité de point de vue : poursuite de la consigne, erreur statique nulle en 

régime permanent, rejette la perturbation. 

 

Mots clés MSAP, MLI, commande robuste, synthèse   , sensibilité mixte, fonction de pondération. 
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