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Notation

L’ensemble des applications linéaires continues de E dans F.
L’ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F.
L’espace des opérateurs compacts de F dans F.
L’espace des fonctions continues sur [a, b].

L’espace des fonctions contintiment dérivables sur [a, b] .
L’image de l'opérateur A.

Le noyau de l'opérateur A.

Le domaine de I'opérateur A.

Le graphe de I'opérateur A.

La norme de graphe de 'opérateur A.

L’inverse de 'opérateur A.

L’adjoint de I'opérateur A.

La fermeture de 'opérateur A.

o
. ) ) C 2
L’espace des suites réelles(z,),, de carrés sommables,i.e vérifiant . |x,|” < oo.
n=1

L’espace des opérateurs fermés sur H.

L’espace des opérateurs fermés a domaines denses.



Introduction générale

En mathématiques, 'opérateur de Nadir est un concept d’analyse fonctionnelle qui porte
le nom du mathématicien algérien Mostefa Nadir. Il s’agit d’un opérateur N entre deux

espaces de Hilbert E et F'. Alors, on peut définir I'indice de I'opérateur comme:
N = AB* — BA*.

L’opérateur de Nadir bornés et toujours normal, et compact si I'un des opérateurs A et
B compact et puis que beaucoup d’opérateurs linéaires importants qui ne sont pas bornés
sont fermés, comme 'opérateur de dérivation et bon nombre d’opérateurs différentiels. il
est nécessaire d’étendre la fermeture de 'opérateur de Nadir non borné.

Ce mémoire décompose en trois chapitres de la maniére suivante:

Dans le premier chapitre, nous commencgons par une introduction & I’analyse fonction-
nelle. Puis on présente les opérateurs bornés avec ses propriétés et on donne quelques
exemples.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les opérateurs non bornés, les opérateurs fermés
et bornés et on définit I’adjoint d’'un opérateur non borné.

Le troisieme chapitre sera consacré a une nouvelle classe des opérateurs, c’est 'opérateur
de Nadir. On cherche des conditions sur les opérateurs A et B pour lesquelles I'opérateur

de Nadir est compact, fermé, anti-hermitien et normal (plus précisément anti-autoadjoint).



Chapitre 1

Opérateurs bornés sur les espaces de

Hilbert

Dans le premier chapitre de ce mémoire nous exposerons un rappel sur quelques définition
et propriétés genérales sur les opérateurs bornés(adjoint, auto adjoint, résolvante

d’un opérateur borné)

1.1 Rappels et définitions

Définition 1.1.1 :(Espaces Vectoriels Normés)

Soit £ un C espace vectoriel, s’ il existe un nombre réel a = ||z, qui verifie les conditions
suivantes:

1) ||z]| >0 VxeFEet]|z]|=0<2z=0.

2) |z +yll < ll=ll + llyll Yo,y € E.

3) | A\z]| = |Al *||z|| Vee E,\eC.

on dit que ||.|| est une norme.

Un tel espace F muni d’ une norme ||.|| est dit espace vectoriel normé.



1.1. Rappels et définitions

Définition 1.1.2 :(Suite de Cauchy)

Une suite x,, d’éléments d’un espace normé (F, ||.||) est dit une suite de Cauchy si:

Ve > 0,3n. € NyVm,n > ne @ ||z, — zn|| <€
Définition 1.1.3 :( Espace complet)

Un espace vectoriel normé (F, ||.||) est dit complet si toutes ses suites de Cauchy sont
convergentes dans E pour sa norme.

Tout espace normé (F, ||.||) de dimension finie est complet.
Définition 1.1.4 :(Espace de Banach)

On appelle espace de Banach (F, ||.||) tout espace vectoriel normé et complet pour la

distance déduite de sa norme d(z,y) = ||z — y/|.
Définition 1.1.5 :(Produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur £ est une application de F x E
dans R |, notée (.,.) possédant les propriétés suivantes:

pour tout x,y, z dans F et «, 3 dans R.

1) (ax+y,p2) =af{x,2) + By, 2) siz € E,yc E et a,3€C.

2) (z,y) =y, 2).
3) (z,x) > 0,Vx € E.
4) (xz,x) = 0 implique z = 0.

Exemple 1.1.1
1) Soit H = C™ I'application

(,):C"xC" = C

n

(,9) = Y = uilie

k=1
ou 7 est le conjugué complexe de yy



1.1. Rappels et définitions

est un produit scalaire.

2) Soit H = C([0,1],C). I'application
(,):HxH—-C
@)= [ 1@

est un produit scalaire.

3) Soit H = > = {z = (x,),., : 3. |#a|* < 00}. I'application:

- n>0

est un produit scalaire.

4) Soit H = L? = {f : R — C mesurable et [, |f(z)|? dz < co}. application:
(,):HxH—C

+oo -

(z,y) — f(z)g(x)dzx

—0o0

est un produit scalaire.
Définition 1.1.6 :(Espace Préhilbertien )

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
Remarque 1.1.1

Un produit scalaire sur F définit une norme sur £ par la formule suivante:

2]l = v/, x)
Définition 1.1.7 :(Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et qui est complet

pour la norme associée & ce produit scalaire.



1.1. Rappels et définitions

Exemple 1.1.2 L’espace
? = {x = (z5);; x; € (C,‘ii |z;* < oo}
=
muni du produit scalaire
(e.y) = YoaiT
j=1
est un espace de Hilbert.
Proposition 1.1.1 :(Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Dans un espace (H, (., .)) prehilbertien, On a:
Va,y € H;[(z,y)| < [lz]| ||y
Définition 1.1.8 :(orthogonauz)

Si f,g € H, on dit que f et g sont orthogonaux, et on écrit f L ¢ si (f,g) =0. Si M
est une partie de H, 'orthogonal de M est défini par:

M+={feHtqVgeM, fLg}={fcH tq Yge M, (f,g)=0}.
Définition 1.1.9 :(Base orthonormale)

Une famille {¢; };c; est une base orthonormale d’un espace de Hilbert H si
1. ||l = 1.
2. L’espace engendré Vect{e;} est dense dans H.
3. e;Le;j pour i # j.

Définition 1.1.10 :(Opérateur)

Soient E et I’ deux espaces vectoriel normés. On dit qu’une application A défini sur un

sous ensemble D C F dans F' est un opérateur si D est un sous—espace vectoriel de E.



1.1. Rappels et définitions

1.1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1.11 :(Opérateurs linéaires)

Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F' est dit linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes:

1) Condition additive

V00 € E, ona A(p; +py) = A(py) + A(p).

2) Condition homogene

Voe E, ek, A(Ap) =X A(yp).

Exemple 1.1.3

1) Sur 'espace % des suites réelles de carré sommable on considére I’application:

Alx) = (z,29/2,23/3, ...,x0 /7, ...)

Il est clair que A est un opérateur sur /2 de norme 1.

2) Soit H = L2([0,1])

A : H—H
F oo A(f() = / (x — )£ (1)t

3) L’opérateur de multiplication:

M . H—H
f —

=
=
I
=
kﬁ
=
<
8
m
=
=,

4) L’opérateur de Volterra:

Vo C([0,1]) — C(]0,1])
f oo V(i) = / Ko, 1) f(1)dt.



1.1. Rappels et définitions

ou k(z,t) est une fonction en x et ¢ (noyau).

5) Soit H est un vecteur dans C?

A : H—H
1 =1
U —- V=AU = U.
0 -1
1 1 2 1 41
soit U = AU = =
3 0 —1 3 -3

Définition 1.1.12 :(Opérateurs linéaires continues)

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, on note L(E, F') ensemble des opérateurs

linéaires continues de E dans F. Lorsque FE = F l'espace L(F,F') devient par notation

L(E).
Définition 1.1.13 :(Continuité des opérateurs en un point)

Soint E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble €2 C F
dans F' est dit continu au point xy de {2 si on a, la propriété suivante:

Pour tout suite z,, de €2 converge vers zy, la suite A(x,) converge vers A(xg), c’est—a— dire

lim A(z,) = A(lim z,) = A(zo).

n—oo n—oo

Remarque 1.1.2 L’opérateur linéaire A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque

point de l’ensemble G.
Théoréme 1.1.1

Soient F et F' deux espaces normés un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble

G C E dans F est dit continu par tout sur G s’il est continu en point x( de G.
Corollaire 1.1.1

En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues. De facon précise, si
E est un espace vectoriel normé de dimension finie et si F' est un espace vectoriel normé,

alors toute application linéaire A : E — F' est continue.



1.2. Opérateurs bornés

Définition 1.1.14 :(Noyau,Image)

1) On appelle noyau de A le sous-espace ker(A) tel que:

ker(A) = N(A) ={z € E, Az =0}.

2) On appelle Image de A le sous-espace Im(A) de F tel que:
Im(A)=R(A)={ye F, 3z € E tel quey = Az}.

1.1.2 Convergence

On considére une suite {z, },eny d'un espace normé E. On dit que:
1) {zp}nen fortement convergente vers x € F si ||z, — z|| — 0 lorsque n — oc.

2) De Cauchy si ||z, — x,| — 0 lorsque n, m — oc.
Définition 1.1.15

Un espace normé X est dit complet si toute suite de Cauchy dans X est convergente.
Définition 1.1.16

Dans un espace préhilbertien z, une suite {z, },en est dit faiblement convergente vers x
si

Yy € X, (x,,y) — (x,y) — 0,lorsque n — oo.

1.2 Opérateurs bornés

Définition 1.2.1 [1]:(Opérateurs bornés)

Un opérateur linéaire A défini sur F dans F' est dit borné s’il existe une constante
positive C' > 0, telle que:
JA@)l, < Cllell; Ve € E. (1.2.1)

On peut bien str définir un opérateur borné de E dans F' (espace normé différent de E')

comme étant une application linéaire continue £ — [F'. Mais on se limitera au cas £ = F.



1.2. Opérateurs bornés

Définition 1.2.2 :(Norme d’un opérateur)

La plus petite des constantes C' vérifiant la relation (1.2.1) est appelée norme de A notée

| A || et donnée par:

Alx
I Al= sup | A@) llr= sup | A@) o= sup L@ r,
llzl|=1 ]| <1,2£0 Izl |l le

Corollaire 1.2.1

SiBe L(H)et A€ L(H) avec, H un C— Hilbert et si

(Bx;z) = (Az; )

pour tout x € H, alors:

Proposition 1.2.1

Soit A un opérateur linéaire définit sur un espace de Hilbert H, Les assertions suivantes
sont équivalentes:

1) L’opérateur A est borné.

2) L’opérateur A est continu sur H.

3) L’opérateur A est continu au point o € H.

Preuve. 1) (1) = (2) Soit A borné xy vecteur quelcuonque dans H, xz, une suite

converge vers Ty comme:
[ Az — Awol| =|| A(zn — xo) [<I A [ 20 — 0 |

(zn — m0) = ({Azn} — Axo)

D’ ou la continuité de A.
2) (3) = (1) Soit A continu en z, € H.

supposons que A est non borné (i.e: Vn € N, 3z,, # 0 vecteur dans H: ||Az,|| > n||z,])-

10



1.2. Opérateurs bornés

On pose
Ty 1
yn:—>|| Yn H:_ Oryn—>0
n |z, | n
alors
Yn + To — X0
malis
[A(Yyn + 20) — A(x0)[| = [|Ayall
- el
n [z,
1
= [ Az, |
n |z, |
Ll
n ||z,
D’ou

[A(Yn + 20) = Alzo)[| > 1, VY.

D’out A n’ est pas continu en g, d’ ou la contraduction donc A est borné. m

Exemple 1.2.1

1) I :C([0,1]) — C([0, 1])
est bien borné car:

] = ljzll < effzll; Ve > 1

2)Soit
E = L2(10,1]) et A(p(z)) = zp(2)

alors
H mwm=4|mwme

1
- /aﬂwwfmsnwﬁ
0

Donc A est borne sur F

11



1.2. Opérateurs bornés

3) Soit H = L?([0,1]). On définit A sur H par

A : H—H
o A@(%)Z/O (1) (t) dt.

A est borné car:

1
gl = / | Ap (2) ? de,

= [1 [ @-newara
< [([ra-tra [ 1owra)a
- [(5[re0ra)e

1
< = 2
< sl

d’oll

1
gl < 5llels, Vo e B,

=>||A||<1|||| ( 1)
— , le=—F4=].
Pl = Tl V3

4) L’opérateur de multiplication A défini sur I'espace C'([1,2]), alors

[Agl = sup |(Ayp)(2) |,
z€(1,2)

= sup |zp(2) |,
z € [1,2]

< 2 el (e=2),vp e C([1,2]).

Donc A est borné.

1.2.1 Convergence des opérateurs

Définition 1.2.3 :(Convergence des opérateurs)

Soient H un espace de Hilbert et {4, },en une suite d’opérateurs bornés de £(H). On

dit que A, est convergente vers A dans £(H) si et seulement si || A,, — A||z() est convergente

12



1.2. Opérateurs bornés

vers 0 dans R.
Autrement dit
A, — Adans L(H) < || A, — Az — 0 dans R.

Définition 1.2.4 [10]:(Densité)

Soient E et F' deux espaces normé. Un opérateur A : E — F est dit densément défini si

son domaine D(A) est dense dans E c’est-a-dire D(A) = F

13



1.3. Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de Hilbert

1.3 Adjoint d’une application linéaire continue entre
espaces de Hilbert

On commence avec la notion d’adjoint, plusieurs des classes particuliéres d’opérateurs bornés

seront définies a 'aide de cette notion.

1.3.1 Rappels sur les formes ses qui linéaires

Théoréme 1.3.1 :(Théoréme de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert. Alors
Vo e L(H),3wve H tel que ¢(u) = (u,v),Vu € H.
Preuve. Voir[14| m
Proposition 1.3.1

Soient F et F' deux espaces de Hilbert et A € L(F, E). Alors il existe un unique A* €
L(F, E) tel que, pour tout = € E et tout y € F, on ait:

(A(z), y) = (z, A(x))

On a de plus [|A*|| = || A]|

Preuve. Voir [19]. =
Définition 1.3.1 :(Opérateurs Adjoint )

Soient E et F' deux espaces de Hilbert et A € L(F, F). l'unique application linéaire
A* € L(F, E) telle que pour tous = € E, y € F on ait

(A(z),y) = (x, A(y))

est appelée 'adjoint de A.

14



1.3. Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de Hilbert

Exemple 1.3.1

1)L’adjoint de 'opérateur identité Iy est I}, = Iy car:
<IHx7y> = <Ivll*:[y> Vr,y € H

2) Soit [a,b] un intervalle fermé et borné, K un fonction continu sur [a,b] X [a,b] et A

lopérateur intégral de Fredhom de noyau K défini par

/ny y)dy, Vf € L*([a,b]).

C’est un opérateur lineaire borné sur F, pour f et g dans F, on a

(Af,g>:/</Ka:y dy>(_
- o[ rew)
- [ ([ )

= (/. 4%9)

On en déduit que A* est 'opérateur intégral de Fredhom, de noyau K * avec

K*(z,y) = K(y, x).

= / K(y,»)f(y)dy

Autrememt dit

Soit
Af(z) = / (x — 9) fy)dy
alors \
A f(x) = / (v — 2)f(y)dy
3) Soit
7 0
M =
0 3

15



1.3. Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de Hilbert

alors
- 0
M* =
0 -3
Dans le cas général soit la matrice:
a
bd )]
alors son adjoint est:
a ¢
b d

car
Soit C?est {e1, e2} base authonormé, et A = (a;;) est matrice

X1 Y1

soit , cC?
T3 Y2
a1 a1z T n T bir b1z W
) = )
Qg1 Q22 ) Y2 T2 ba1 Do Y2
1171 + Q1272 Y1 1 biiyr + b2y
9 - )
A21%1 + Q2272 Yo T ba1y1 + ba2y

a1 T YT + Q1229Yr + anT1Ys + a2Tals = bi1T1 1 + biat1Ts + b Talt + baotoln
a1y = b1y, 12 = biy €t ag; = boy, g = byg
donc [b;;] = [ai;]
4) Soit S : £? — L2 le shift défini par S(zy1, z2,...) = (0,y1, 2, ...),

Soit (x,) et (y,) dans £2. Alors

(s (xn); (yn)) = ((xn), 5(yn))
= <(£B1,£Ifg,...),(O,yl,yg,...»

= Xl + T3y + ...

= ((x2,3,74...), (Y1, Y2, Y3...))

alors S* est défini par S*(xy, 2, ...) = (22, 23, ...).

16



1.3. Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de Hilbert

5) Soit H = C([0;1]; C) : lopérateur A, défini par:
A, H—H
r— Apf(x) = p(x) f(x).
Alors:

Proposition 1.3.2

Soient A, B € L(H), A*, B* leurs adjoints (respectivement), alors on a les propriétés

suivantes:

1) (AA)* = NA*.
2) (AB)" = B*A".
3) (A4*)" = A.

Corollaire 1.3.1

Pour A € L(H) on a:
1) |AA*| = [|A*Al = ||A]*.
2) A*AA=0< A=0.

Preuve. Voir [16]. =

Corollaire 1.3.2

Si A est un opérateur linéaire borné défini sur H dans H, alors:
Yne N, (A")" = (A")"
Proposition 1.3.3
Soit A € B(H), alors on a

1) kerA = (Im(A*))*.
2) Im(A) = (ker(A*))*..

Preuve. Voir [7]. =

17



1.3. Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de Hilbert

1.3.2 Opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs, au-
toadjoints, symétriques

Soient E et F' deux espaces de Hilbert.
1) Un élément U € L(E, F') est appelé unitaire si

U*U = Idg et UU* = Idp.
2) Un élément U € L(E, F') est appelé isométrique si
|U(x)|| = ||z|| pour tout z € E.
3) Un élément N € L(F) est appelé normal si
NN*= N*N.
4) Un élément S € L(FE) est appelé hermitien ou auto-adjoint si
S =5
5) Un élément P € L(F) est appelé positif (notation : P > 0) si P est auto-adjoint et si
pour tout v € E (P(x),z) > 0.
Si A est normal, alors Ker(A) = Ker(A*)
Définition 1.3.2 :(Opérateur auto-adjoint)

Soient H un espace de Hilbert et A € L(F). On dit que A est un opérateur auto-adjoint

(ou hérmitien) s'il égale a’ son adjoint i.e : A = A* Autrement dit :
(Az,y) = (x, Ay) Vo, y € A

Les opérateurs symétriques sont des opérateurs bornés qui ont un comportement parti-

culier par rapport au produit scalaire.

18



1.3. Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de Hilbert

Remarque 1.3.1

1) A Positif sur R c’est-a-dire A est auto-adjoint et (Az,z) > 0.
2) A auto-adjoint = A normal.

3) A unitaire= A isométrie, normal et inversible.
Exemple 1.3.2
1) l'identité I : H — H est auto-adjoint positif car:
(Iv;z) = |z||* > O;Vz € H
2) Soit 'opérateur S : £2 — L2 "shift & droite" défini par:
S(z1,x2,...) = (0,21, 29, x3, ...)
On sait que:
S* (1,9, ...) = (w2, x3,...)
S n’est pas auto-adjoint car:
Sey # S*ey,on e; = (1,0,0,...)
S n’est pas positif car:

(Sx;x) =—1, oux = (—1,1,0,...)

D’autre part on a:

S*Sx = S*(0,21, T2, .y Tpy -
= (21, T2y ey Ty .on) = Ip2
SS*r = S(xa, x3, ..., Tp, -..)

= (0,29, ..., Ty, ...)

Donc S n’est pas normal, n’est pas unitaire, mais c’est une isométrie.

3)Soit H = £2([0,1]) , et A, € B(H) défini par: A, : H — H

v — Apf(x) = p(x) f ()
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1.3. Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de Hilbert

avec ¢ continue sur [0, 1] & valeurs complexes.
On sait que A} f(z) = ¢(z)f(z) qui nous donne:
a) A, est auto-adjoint <= ¢ =7

b) Agest toujours normal

c) Agest unitaire <= [¢| =1

d) A, est positif <= ¢ est positif.
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1.4. L’inverse d’un opérateur borné

1.4 L’inverse d’un opérateur borné
Définition 1.4.1
Soit A € L(H) on dit que A est inversible s’il existe un opérateur B € L(H), qui vérifie
AB = BA = 1Iy.
B est dit I'inverse de A et on note B = A
Exemple 1.4.1

1)Lopérateur Iy est inversible, et 1;11 =1Iy.

2)Soit h € C[0,1] soit A, € L(L?[0,1]) definit par:

(An)(t) = h(t)g(t)

si f € C[0, 1] definit par f(t) =1+t alors Af est inversible.
soit k(t) = 1/1 + ¢ alors K € C|0, 1] et

(AxAg)(t) = (Axfg)(t) = k() f(t)g(t) = g(t),

pour tout ¢ € [0, 1] alors
(ArAf)g =g, Vg € L?[0,1], AAr=1Tet AjA, =1
alors Ay est inversible A;l = B;.

Lemme 1.4.1 Soit Ay, Ay € L(H) si Ay et Ay sont inversibles alors

(A1Ag) ™ = AT AT
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1.4. L’inverse d’un opérateur borné

Théoréme 1.4.1

Si A, B et C sont des opérateurs tels que AB = CA = I, alors B = C et A est inversible.
Preuve. B=IB=(CA)B=C(AB)=CI =C.
Il découle que si A est inversible, alors son inverse B est unique et on a AB = BA = 1. On
écrire A=! et A~! est appelé inverse de A.

Si les opérateurs A~!, AB et A" sont inversibles alors

(A_l)il = A, (AB)il — B 'A et (A" = (A_l)n, pour tout entier positif n.

Théoréme 1.4.2

Un opérateur A € L(H) est inversible si et seulement si A* est inversible, et alors on a
(Afl)* — (A*)fl.

Preuve. Si A € L(H) est inversible alors, on a A inversible < AA™!' = A7'A = Iy,
on passe a l’adjoint

(A7V A" = (AA7Y = I, = Iy,

et

d’ou A* € L(H) est inversible et
(A*)—l — (Ail)*.

Réciproquement, si A* € L(H) est inversible alors I’étape précédente montreque (A*)* =

A € L(H) est inversible. m
Proposition 1.4.1

soit A € L(H), on a:
da >0, [|Az|| > a||z|| ,Vz € H
ker A* = {0}

A est inversibles
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1.4. L’inverse d’un opérateur borné

Exemple 1.4.2
L’opérateur S "le shift" n’est pas inversible car:
€1 = (1,0,0, ) 7é 052 et S*(el) =0

c’est -a-dire

ker S* # {0}
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1.5. Opérateurs compacts

1.5 Opérateurs compacts

Dans ce section, on donne la définition et les propriétés élémentaires des opérateurs com-
pacts. Ensuite on étudie les propriétés spectrales des opérateurs compacts. Le cadre

est celui des espaces de Banach. Ainsi, on désigne par (£, ||.||z), (F,|.ll7) et (G, |.lls)
des espaces de Banach sur K :=R ou C.

De plus, pour tout K-espace vectoriel normé (X, ||.|| ), on désigne par By la boule unité

fermée de X, i.e.
Byi={zeX, |l <1}

1.5.1 Définitions et propriétés

Définition 1.5.1 :(Ensembles relativement compacts)

Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe

une sous suite {u,(k)} qui converge dans F.
Définition 1.5.2 :(Opérateurs compacts)

Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé F dans un espace normé F , on dit
que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E & un ensemble
relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est compacte. On
note K (F, F') Pensemble des applications linéaires compactes de E dans F'. On pose K (E) =

K(E,E)
Théoréme 1.5.1 :(Critére de compacité)

Un opérateur linéaire A : E — F' est compact si et seulement si pour toute suite borné

v, de E, la suite A, contient une sous suite convergente de F'.
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1.5. Opérateurs compacts

Définition 1.5.3 :(Opérateur complétement continu)
L’opérateur A est dit complétement continu, si elle est continue et compacte.

Théoréme 1.5.2

Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Preuve. Voir[10]. =
Théoréme 1.5.3

Une combinaison linéaire A = aA; + A des opérateurs compacts est un opérateur
compact.

Le produit A; A, de deux opérateurs bornés A; et A, est compact si 'un des opérateurs
Aq ou A, est compact.

Soit F un espace normé, F' un espace de Banach, et soit {A,} une suite des opérateurs
compacts de E dans F'.

Si lim ||A, — A|| =0
n—00
Alors, A est compact.

Exemple 1.5.1

Il est clair que si A; € L(E) est compact, AA; est compact pour tout A € k.
D’autre part si A; et Ay sont compacts, A; + Ay est compact. En effet soient B la boule

unité (fermée) de E et

(2n), 2n = A1(x,) + As(xy)

une suite dans A;(B) + Ay (B).
alors de (A;(x,)) on peut extraire une suite convergente (A;(z)) et de (x) on peut
extraire une suite (z,x ) telle que la suite (Aa(x,x))r converge. Il est alors évident que
(A1(znk) + As(znk )k est une sous-suite convergente de (z,); 'opérateur A; + A, est donc

compact.

25



1.5. Opérateurs compacts

Théoréme 1.5.4

Soit A un opérateur borné de E dans F', a image A(E) de dimension finie. Alors A est

compact.
Définition 1.5.4

On dit qu'un opérateur A € L(E, F') est de rang fini si la dimension de 'image Im(A)
est finie.
On dit qu'un opérateur A € L(E, F) est compact si A(Bg) est relativement compact

pour la topologie forte.
Proposition 1.5.1

Soient F et F' deux espaces de Banach. L’ensemble K (E, F') des opérateurs compacts
de E dans F' est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F).

Il contient I’adhérence des opérateurs continus de rangs finis.

Preuve. Voir [24]. =

Dans un espace E de dimension infinie 'inverse d’un opérateur compact ne peut pas
étre borné.

En effet, dans le cas contraire, I'opérateur identique / = A~'A serait compact dans E,

ce qui est impossible.
Théoréme 1.5.5 :(Théoréme de Schauder)

Soient F et F' deux espaces de Banach. Si l'opérateur A € L(F, F) est compact, alors
A* € L(F', E') est compact.

Preuve. Voir[10]. =
Théoréme 1.5.6 :(Arzela-Ascoli)

A ensemble, A C C(G) est un relativement compact si et seulement si:

1) bornée i.e s’il existe une constante M telle que:

lo(z)] < M, Vx e G, Vo€ A
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1.5. Opérateurs compacts

2) équicontinu i.e : Ve > 0; 30 > 0 telle que Y € A; nous avans

lp(z) —p(y)| <&, Vry € Get [x—y[ <6
Exemple 1.5.2

Soient E 1'espace des fonctions complexes continues sur [0, 1] muni de la norme ||| et

k:[0,1)z]0,1] — C une fonction continue. Pour toute fonction f dans E on pose

A(f)(x) = / K (2, 9)f(y)dy.

On dira que A est un opérateur intégral de noyau K. La fonction K joue le role d’une
matrice dont les indices sont = et y variant dans [0, 1]. Montrons que A est compact. Soit B
la boule unité fermée de E. L’ensemble A(B) est équicontinu. En effet soit ¢ > 0 ; comme
K est définie continue sur un ensemble compact, elle est uniformément continue. Il existe

donc 7 > 0 tel que pour tous z,z’,y € [0, 1] on ait

lz—a'| <n—|K(z,y) — K(@',y)| <e

et par suite pour toute fonction f

[A(f) (=) = AN = /0 (K(z,y) = K", y)) f(y)dy| < e[ fll

L’ensemble A(B) est donc équicontinu car n L’ensemble A(B) est donc équicontinu car 7

ne dépend pas de f € B, comme il est borné car I'opérateur A est borné il est relativement

compact d’apreés le théoréme d’Ascoli. Donc A est compact.
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Chapitre 2

Opérateurs non bornés sur les espaces

de Hilbert

Ce chapitre constitue la partie introductive du travail, il est consacré aux opérateurs linéaires
non bornés sur un espace de Hilbert. Ce concept est ici largement introduit & travers les

notions de la fermeture et de I'adjoint, des opérateurs symétriques.

2.1 Notions générales des opérateurs linéaires non bornés
Définition 2.1.1 :(Domaine d’un opérateur)

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés et A un opérateur linéaire défini de sous-

espace vectoriel D(A) C E dans F. D(A) est appelé le domaine de l'opérateur A.
Définition 2.1.2 :(Opérateur densément défini)

Soient E un espace vectoriel normé et A un opérateur linéaire défini de sous-espace
vectoriel D(A) C E dans E. On dit que A est densément défini si son domaine est un sous

ensemble dense de F, i.e

D(A) =E
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2.2. Opérateur non borné

Exemple 2.1.1

Soit I'opérateur différentiel défini par:

de D(D) C L%(R) dans L?(R) ou D(D) = {p € L2(R) : ¢ est dérivable}.
L’opérateur D est un opérateur densément défini dans £2(R) car I'espace D(D)est dense

dans £?(R).
Définition 2.1.3 : (Noyau,Image)
1) On appelle noyau de A le sous-espace ker(A) de X tel que:

ker(A) = N(A) ={z € D(A) : A(z) = 0x}

2. On appelle Image de A le sous-espace Im(A) de Y tel que:

Im(A) = R(A) = A(D(A)) = {Az : « € D(A)}

2.2 Opérateur non borné
Définition 2.2.1 :(Opérateur non borné)

Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H est un couple (D(A), A) ou D(A)
est un sous espace vectoriel de H et A est un opérateur linéaire défini de D(A) dans H.

On dit que A est un opérateur non borné de domaine D(A).
Remarque 2.2.1

Dans la pratique pour montrer que un opérateur A est non borné il suffit de trouver une
suite ¢, € D(A) telle que ||¢, || < M (pour une constante M et tout n € N ) et Ap, — 0o
Par conséquent.

on peut montrer qu'un opérateur A est non borné par trouver une suite {p,} € D(A)

convergente vers 0 telle que la suite { Ay, } ne converge pas vers 0.
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2.2. Opérateur non borné

Exemple 2.2.1
1)Soit H = L(R) et D(A) = {u € H : zu € H}. On définit A par
(Au)(z) = zu(x) pour u € D(A).

Alors A est un opérateur linéaire non borné avec un domaine de définition dense.

On suppose E = F = L*(R). Alors, 'opérateur A défini par
Au(x) = zu(zx),

de domaine

D(A) = {u € L*(R) tel que zu € L*(R)},
est non borné. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la suite u,, de D(A) donnée par :

0 siz<nouzx>n+1,
un(x) =
1 sinon.
En effet:
tnllz2@®) = 1,

et

||AunHL2(R) — /%_

2) Soit D(D;) un sous espace vectoriel de C[0, 1] composé de toutes les fonctions poly-

nomiales, 'opérateur différentiel D; défini de D(D;) dans C[0, 1] par:

Dipla) = P _ ()

est un opérateur non borné.

En effet, on considére par exemple la suite des fonctions ¢,,(x) = 2™ , n = 1,2,3,... est
clair que pour tout n = 1,2,3,... ¢, (z) € D(Dy).

En outre

lenlloo = max [, ()]
= max |z"]
z€[0,1]

= 1
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2.2. Opérateur non borné

pour tout n =1,2,3, ...
et

1Dl = lenlle
= ||y

= [Jnz"""]
o0

o0

= max |nx"_1|
z€(0,1]

= o0

D’ou lopérateur D; est un opérateur non borné dans C[0, 1].

3) Soit D(Dy) un sous espace vectoriel de L?[0, 1] composé de toutes les fonctions con-
tiniiment dérivables sur [0, 1] € R(i.e D(D3y) = 1[0, 1]), Popérateur différentiel Dy défini de
D dans L?|0, 1] par:

dp(x) _

Dapla) = 2 = ' ()

est un opérateur non borné.
En effet, on considére par exemple la suite des fonctions ¢, (x) = z™,n =1,2,3, ...

est clair que pour tout n =1,2,3, ..., ¢, (x) € D(D3). En autre,

1
loall2 = / o (@)|? da
0
1

= / 2 dx
0

1
2n+1

et

1
IDseully = [ |Deg(o)da
0
1

= /‘nt”_lfdx
0
1

_ /n2t2"_21dx
0

n2

2n —1
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2.2. Opérateur non borné

Encore On a:
[Danlly, — [2n+1

— =n
1@nll2 2n—1

D’ot l'opérateur D, est un opérateur non borné dans L?[0, 1.

— OO

Remarque 2.2.2

Les opérateurs non bornés peuvent étre seulement dans les espaces de dimension infinie

parce que dans les espaces de dimension finie tous les opérateurs linéaires sont bornés.
Définition 2.2.2 :(Somme de deux opérateurs )
Soient B et A deux opérateurs de F dans F. On définit 'opérateur somme A + B par:
(A+ B)(z) = A(z) + B(x)
de domaine D(A + B) = D(A) N D(B). pour tout z € D(A + B)
Définition 2.2.3 :(Opérateur produit)

Soient F, F', H et G des espaces vectoriéls, et soient A : £ — Fet B: F — H
deux opérateurs linéaires de domaine D(A) C E et D(B) C F respectivement. On définit

I'opérateur composition BA (dit opérateur produit) de A et B par:

(BA)(z) = B(A(x))

de domaine

D(BA) = {z € D(A), A(z) € D(B)}

e Si C est un opérateur de H dans G, alors (CB)A = C(BA)
e Si C est un opérateur de F' dans H, alors: (C'+ B)A=CA+ BA
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2.3. L’inverse d’un opérateur non borné

2.3 L’inverse d’un opérateur non borné

Définition 2.3.1 :(Opérateur inverse)

Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert et A : D(A) C Hy — H un opérateur linéaire

bijectif. On dit que A est inversible s’il existe un opérateur B borné défini de H, dans H,
AB=1

BAC]'

On désigne l'inverse de A par A~

tel que:

Remarque 2.3.1

L’inverse A~! sil existe, il est unique.

Exemple 2.3.1
Soit Popérateur A : D(A) C L*(R) — L*(R).
f—Af(@) ="+ Df(2)
défini sur son domaine maximal
D(A) ={f € L)(R): («" + 1)f € L*(R)}

Soit I'opérateur B tel que:

B est bien borné et D(B) = L*(R) et

ABf(a) = A | s )] = (04 1) ot ) = )
et
D(AB) = {feD(B):Bf € D(A)}
DAB) = {f € 2®): s/ € D)
D(AB) = {f € I*(R): ﬁf € D(A) et (22 + 1)@;‘ € I2(R))

D(AB) = {fe€L*(R)} = L*(R)
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2.3. L’inverse d’un opérateur non borné

il est clair que BAf = f et

D(BA) = {feD(A): Af € D(B)}
D(BA) = {fe L*R): (x*+1)f € L*(R)}
D(BA) = D(A) ¢ L*(R).

D’ou A est inversible avec A~ = B.
Proposition 2.3.1

Si A et B sont deux opérateurs non bornés et inversibles, alors AB est inversible et

(AB)™' = B1A1,
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

2.4 Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

Ce Section introduit les notions fondamentales des opérateurs linéaires non bornés sur un
espace de Hilbert H. Ces notions qui sont fondamentales, telles que la fermeture, les pro-

priétés de I’adjoint, opérateurs symétriques, essentiellement auto-adjoints, la densité .

Définition 2.4.1 :( Graphe d’un opérateur)

Soient F et F' deux espaces vectoriels et A : D(A) C E — Im(A) C F un opérateur.
Le graphe de A est le sous ensemble G(A) C E x F défni par:

G(A) ={(p, Ap) : ¢ € D(A)}
Définition 2.4.2 :(le produit scalaire et la norme du graphe d’un opérateur)
Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert et A : D(A) C H; — Hs. 1l est clair que:
(0, V)4 = (0, V), + (Ap, AY) g, Vo € D(A)

définie un produit scalaire dans le domaine D(A). La norme correspondant

lell = /llel, + IAgl,. Yo € D(A).
est appelée la norme du graphe de 'opérateur A. Elle est équivalu & la norme
lells = llel, + 1 A¢lly, Yo € D(A).
dans D(A).
Théoréme 2.4.1 :(graphe fermé)

Soient F et F' deux espaces de Banach et Soit A : E — F un opérateur linéaire. On

suppose que le garphe de A est fermé dans E' x F. Alors A est continu.
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

Remarque 2.4.1

On note par C(H) l'espace des opérateurs fermés sur H. et C;(H) 'espace des opérateurs
fermés & domaines denses, C;(H) C C(H).

En vertu du théoréme du graphe fermé on sait que tout opérateur borné complétement
défini sur H est a graphe fermé, d’ou l'inclusion £(H) C C(H). On verra par la suite que

cette inclusion est en général stricte.
Proposition 2.4.1

Un sous-espace G de H @ H est le graphe d’un opérateur si et seulement si:

((0,y) € G) =y =0)

Preuve. Voir[25|. =
Définition 2.4.3 :(Opérateurs fermés)

L’opérateur (A, D(A)) est fermé sur H si et seulement si pour toute suite (), de D(A)
convergente vers x dans H telle que (Az,), converge vers y dans H alors x € D(A) et

Axr =y.
Proposition 2.4.2

Soient F et I deux espaces de Banach et A : E — F un opérateur linéaire alors, les
assertions suivantes sont équivalentes:

1) A est fermé.

2) V(z,) C D(A) et {z, — o dans E, Ax, — yo dans F'} alors: xy € D(A), yo = Axy.

3) (D(A), ||z[lp(4)) est complet.

Proposition 2.4.3

Soient F et F' deux espaces de Banach et un opérateur A : D(A) C E — F . Alors A

est fermé si et seulement si son graphe G(A) est un sous—espace fermé de E x F.
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

Exemple 2.4.1

Soit A un opérateur non borné défini sur H'(]0,1[) avec A = —iZL, on H'(]0,1[) est

I’espace de Sobolev d’indice 1.

H'(J0,1) := {f € L*(J0,1[), f" € L*(]0,1])}.
Alors A est un opérateur fermé.
Proposition 2.4.4

Si E et F' deux espace de banach et A: D(A) C E — F un opérateur fermé non borné,
alors D(A) ne peut pas étre fermé car: si D(A) est fermé, donc D(A) est un espace de
banach, alors le théoréme du graphe fermé implique que A est borné, d’ou D(A) n’est pas

fermé, en particulier D(A) # E car E est fermé .

2.4.1 Comparaison entre les opérateurs bornés et les opérateurs

fermés

Notons soigneusement la différence entre les opérateurs continus et les opérateurs fermés.
Pour un opérateur continu A, la convergence de la suite (,,) implique la convergence de
la suite (Ag,,), et
lim Agp,, = A(lim ¢,) = A(p) (2.4.1)
n—so0 n—o0
Pour un opérateur fermé A, la convergence de la suite (¢,,) n’implique pas la convergence
de la suite (Ayp,,), mais si tous les deux (¢,,) et (Agp,,) sont convergentes, alors (2.4.1) est

vérifiée. Autrement dit:

L’opérateur A est fermé si:

¢n € D(A)

p € D(A)
Y= =

Ap =1
Ap, — 1

L’opérateur A est continus si:

¢ € D(A
¢n € D(A) W

Ap, = ¢
Op =P

Ap =1
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

Proposition 2.4.5

L’opérateur (A, D(A)) est fermé sur H si et seulement si (D(A), (.,.) ,) est un espace de
Hilbert.

Preuve. Si A est fermé, soit (x,), une suite de cauchy dans (D(A),(.,.),) alors (z,),
et (Ax,), sont de Cauchy dans H, elle convergent donc respectivement vers z et y dans H,

de plus x € D(A) et Az =y.
2 2 2
|25 — xH’D(A) = ||z — 2|y + [|Azn — AxHH,n—H—OO —0

D’ott D(A) est complet pour (.,.), . Réciporoquement, si (D(A),(.,.),) est complet, (z,),
une suite de D(A) convergente
vers x et (Axy,), convergente vers ,, dans H, alors (z,), est de Cauchy dans (D(A), (.,.) 4)

ainsi il existe z dans D(A) tel que

dim e, = 2], =0

Or,

|20 = 2l = llzn = 21 + | Az, — Az’

D’ou, (z,), converge vers z et (Ax,), converge vers Az dans H, comme H est separé

alorsr =zet Ar=Az=y. m
Proposition 2.4.6

Soient F et F' deux espaces de Banach et A : D(A) C E — F un opérateur fermé. Alors
A est borné si et seulement si D(A) = E.

Preuve. En appliquant le théoréme du graphe fermé. m
Lemme 2.4.1 Tout opérateur borné A : D(A) C E — F est fermé.

Preuve. Supposons que (u,) € D(A) telle que u,, — u dans E, avec Au, — v dans
F. Comme A est borné, donc D(A) = E. Alors d’aprés la continuité de A il est clair que
u€eDA) et Au=v. m

38



2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

Remarque 2.4.2

Tout opérateur borné (linéaire ou non linéaire) a un graphe fermé.

Proposition 2.4.7

Soit A un opérateur non borné & domaine dense dans H alors:

1) Si A € C(H), alors ker(A) est fermé dans H.
2) Si Im(A) est fermé dans H et il existe C' > 0 tel que

|Az|| > C|z||, Vo € D(A) (2.4.2)

Alors A est fermé dans H.
Preuve. 1) est une conséquence immediate de la défintion (2.4.3).
En effet, si lirf (xn) = x .00 z,, € kerA, Yn € N, alors (Ax,,), converge vers 0 dans

H. Comme A est fermé,
x € D(A) et Az =0 c’est a dire = € kerA

2) 'inégalité (2.4.2), montre que A est injectif donc inversible de D(A) dans ImA .
D(A™') = ImA est par hypothése fermé dans H de plus A~! est borné de ImA dans
D(A) car:
A7 y[| < 1/cllyll Yy € TmA.

D’ou, A~! et aussi A sont fermés. m

Théoréme 2.4.2 Tout opérateur A non borné inversible est fermé.

Preuve. Soit A un opérateur non-borné inversible de domaine D(A) :
On a:
A7t :Im A — D(A)

Soit (x,)n>0 C D(A) tel que:
T, — x et Ax, —y
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

donc
A Yy 2, = A Az, — 1 (car A7 est borné).
Alors
r=A1yeD(A) et Av=AATy=1y.
u

2.4.2 Produits et sommes d’opérateurs fermés

En général le produit de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermé et ainsi

pour la somme.
Exemple 2.4.2

Soit A un opérateur non-borné et fermé défini sur son domaine D(A), alors 0A n’est pas

fermé car:

D(0A) =D(A) et (0A)z =0, Vo € D(A).

Pour B = —A qui reste fermé, alors
A— A= 0Opa
0 n’est pas fermé sur D(A).

Théoréme 2.4.3

Soient A et B deux opérateurs fermés a domaine dense, alors:
B est inversible

1) BA est fermé si ou

A est borné
2)B + A est fermé si B est borné(i.e B € B(H)) .

Preuve. 1) On suppose que B est inversible (i.e B™* € B(H)) . Soit (z,), C D(BA)
tel que:

r, — x et BAx, —y
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

donc

BAr — y= B 'BAx, — B 'y;(car B~ est borné)

= Azr, — B ly;(B'BcCI)
et puisque A est fermé alors:

v € D(A) et B™'y = Ax € D(B)(carB™" : D(B) — ImB)

Az € D(B)
x € D(A)
BBy =y = BAx
ce qui montre que BA est fermé.

Maintenant ou suppose que A est borné

Soit (z,,), C D(BA) telque:
r, — x et BAx, —y

Puisque A est fermé alors

Az, — Az et © € D(A)

Si on pose z, = Ax, et z = Ax et en utilisant la fermeture de 'opérateur B on trouve que
Bz, — Bz

C’est-a-dire

Az € D(B) et y = BAx

donc BA est fermé.

2) Comme B est borné, alors
D(A+ B) =D(A)
Soit (x,)n>0 C D(B + A) tel que:

x, > zet(B+ Az, —y
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

Puisque B est borné, alors

Bz, — Bx

d’ou

y «— Bz, + Azx,, — Bx + Ax
Az, + Br — vy
Az, —y— Bz

or A est fermé, donc

y — Bx = Ax, et x € D(x)

donc

(B+ A)x =y et x € D(x)

C’est-a-dire B + A est fermé. =

2.4.3 Opérateurs fermables
Déifinitions et propriétés

Définition 2.4.4 :(Opérateurs extension)

On dit que (B, D(B)) est une extension de (A, D(A)) si D(A) C D(B) et Bx = Ax pour
tout © € D(A), (Autrement dit,G(A) C G(B)).

Exemple 2.4.3

Soient App = ¢ avec k = 1,2,3,4 des opérateurs différentiels dans £2[0, 1] avec leurs

domaines:
D(A1) = {p € C*([0,1]) : £(0) = f(1) = 0}
D(Ay) = C*([0,1])
D(As) = {p € H*([0,1]) : f(0) = f(1) = 0}

D(As) = {p € H*([0,1])}
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

comme H2([0,1]) € C?([0,1]), alors on a
Ay C Ay C Ay
A, est une extension de A, et A,y est une extension de A; et
Ay C A C Ay
A, est une extension de Az et As est une extension de A;
Définition 2.4.5 :(Opérateurs fermables)

Soient F et F' deux espaces normés. Un opérateur A : D(A) € E — F est dit fermable
s’il admet une extension fermée, i.e il existe un opérateur fermé B : D(B) € E — F tel que

ACB.
Proposition 2.4.8

Soient E et F' deux espaces normés et A : D(A) C E — F un opérateur. Les affirmations
suivantes sont équivalentes:

1) A est fermable.

2) Pour toute suite (p,,) de D(A) telle que ¢,, — 0 dans F et Ap,, — ¢g dans F', on a
alors: g = 0.

3) G(A) est un graphe d’un opérateur linéaire (nécessairement fermé).
Définition 2.4.6 :(Fermeture d’un opérateur)

Soient E et F' deux espaces normés. Si opérateur A : D(A) € E — F est fermable,
alors sa fermeture est un opérateur noté par A. L’opérateur A est la plus petite extension
fermée de A.

L’opérateur A est défini par:

D(A) ={p € E:3(p,) € D(A), ¢, — v, Ap,(cu)},
Ap = lim Ap, Yo € D(A).
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

Proposition 2.4.9

1) Si A= A, alors A est fermé.

2) Toute extension fermée de A est aussi une extension de A.
Proposition 2.4.10

Soit A : D(A) € E — F un opérateur fermable. Alors G(A) = G(A).

Soit A un opérateur non-borné, et B borné on dit que B commute avec A si: BA C AB.
Proposition 2.4.11

Si A est fermable, B fermé et A C B alors A C B.
Preuve. A est une extension fermée de A. Soit B extension fermée de A.

AC B, G(A) € G(B) = G(A) € G(B) = G(B)

d’ou:

Exemple 2.4.4

A:C([0,1)) = R.
Af = f'(0),D(A) = C(]0,1]) alors A n’est pas fermable car: si

fu(t) = %sin(nt)
1

[fallo = EHO’
[Afallo = 1.

Remarque 2.4.3 Tout opérateur fermé est fermable mais l'inverse est faux.

Exemple 2.4.5

d
A=—:L%-1.1 L?[—1.1].
— D11 = P11

D(A) = C*([—1,1]) n’est pas fermé mais fermable.
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

2.4.4 Exemples des opérateurs fermés et des opérateurs fermables
Exemple 2.4.6
Soit A : D(A) C L*(R") — L*(R") défini par:
Ap = —Af;Vf € D(A)

ou :

D(A) = C°(R")
Clairement, A est fermable et sa fermeture donnée par:
D(A) = H*(R")
Ap = lim Af, = —Af,Vz € D(A) = H}(R")
Exemple 2.4.7

Soient App(x) = if’(z) avec k = 1,2 deux opérateurs différentiels dans L?[0, 1] avec
leurs domaines:

D(A1) = {¢ € H'([0,1]) : (0) = (1)}

D(Az) = {p € H'([0,1]) : ¢(0) = (1) = 0}

Les deux opérateurs A; et As sont fermés.
Exemple 2.4.8

Soient Ay f(z) = f (x) avec k = 1,2, 3,4 des opérateurs différentiels dans L?([0, 1]) avec

leurs domaines:

>

(A1)
(42) = C*([0,1)).
(A3)
(As)

U9

As

)

Ag
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2.4. Opérateurs fermés sur un espaces de Hilbert

e Les deux opérateurs Al et A2 ne sont pas fermés car on peut choisir une suite des
fonctions f,, € C%([0,1]) telle que f,, — f et f, — g dans L?([0, 1]), olt g n’est pas continue.
D’otl f n’est pas de classe C?, alors f n’appartient pas & ledomaine de A; ou As.

e Les deux opérateurs Az et Ay sont fermés.

e Les deux opérateurs A; et A, sont fermables, avec Ay = Az, et Ay = Ay.
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2.5 Adjoint d’un opérateur non borné sur un espace
de Hilbert

Définition 2.5.1 :(Opérateur adjoint)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur H de domaine D(A) dense dans H .

Si 'application

r — (Az,y) avec x € D(A)

est continue sur D(A) muni de la topologie induite par celle de H, elle possede par le
théoréme de Hahn-Banch une extension continue & H. il existe alors en vertu du théoréme

de représentation de Riesz un vecteur unique ¢ dans H tel que:
Vo € D(z), (Az,y) = (z,¢), avec p = A"y

L’opérateur A* € L(H) est appelé adjoint de A dans H, qui vérifie la relationsuivante:

pour tous x,y € H.
(Az,y) = (z,Ay).

Lemme 2.5.1
Soit H un Hilbert, et I'application V' définie par:

V:HxH—HxH

(2,y) = V(z,y) = (—z,y)
tel que H x H est muni de son produit scalaire usuel. Alors V' est un opérateur linéaire

unitaire et vérifie V2 = —1I. Il en resulte que pour toute partie M C H x H

V(M=) = V(M)
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Proposition 2.5.1

Soient A, B et AB des opérateurs non-bornés & domaines dense, Alors:
1) AC B= B*C A*.
2) A* est toujours fermé.
3) A*+ B* C (A+ B)*.
4) (A+ B)* = A* + B* si B est borné par exemple.
5) B*A* C (AB)*.
6)(AB)* = B*A* si A est borné. (ou B est inversible)
Preuve. Voir[26]. =

Proposition 2.5.2

Soit (A, D(A)) un opérateur a domaine dense. Alors
1) A* est fermé.

2) A est fermable si et seulement si D(A*) est dense.
3) Si A est fermable alors A = A** et (A)* = A*.

Preuve. Voir[l]. m

2.5.1 Opérateurs symétriques et auto-adjoints

Définition 2.5.2 (Opérateur symétrique)

Un opérateur A dans un espace de Hilbert est dit symétrique si A C A* c’est-a-dire:

D(A) C D(A").Au= A*u pour u € D(A).

Autrement dit:
Ve € D(A),Vy € D(A) : (Az,y) = (z, Ay) .

Définition 2.5.3 (opérateur auto-adjoint )

On dit qu'un opérateur A a domaine dense est auto-adjoint si A* = A | i.e:

D(A) = D(A*) et Az = Az, Va € D(A).
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Exemple 2.5.1
1) Soit D T'opérateur différentiel défini de Cp(R) dans Cy(R) par:
.d ,
Do(a) =i %D gl

(ou Cy(R) désigne l'espace des fonctions continue sur R s’annulent a linfini). Alors

lopérateur D est un opérateur auto-adjoint En effet

(D) — / e
+oo
- —z’/ ol >d‘fl§3) da

= /_Oogp()[dzg;)]d:v
= (p, D)

2) Soient Ay f(x) = f'(x) avec k = 1,2,3,4,5 des opérateurs différentiels dans L?([0, 1])

avec leurs domaines:

D(A) = {f€C?([0,1]): f(0) = f(1) = 0},

D(A2) = {C*([0,1])},

D(A;) = {f € H*([0,1]) : £(0) = f(1) = 0},

D(As) = {H*([0,1])},

D(As) = {feH*([0,1]): f(0)=f()=f(0)=[f(1) =0},

Pour 'opérateur Ay, si f € D(A;) on obtient:

(Af.g) = / /(a

Pour obtenir

<A1f7 g) = <f7 Alg>7 vf € D(Al)u
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le terme f'(1)g(1) — f'(0)g(0) doit étre nul, i.e g(0) = g(1) = 0, et il suffut que g €
H?([0,1]), donc

D(A7) = {g € H*([0,1]) : g(0) = g(1) = 0} = D(A;).

alors
A} = As.

comme D(A;) C D(A;) et A1f = Asf, Vf € D(A;), donc A; C As. Alors A est
symétrique mais n’est pas auto-adjoint.

En faisant les mémes étapes avec les opérateurs As; Az, A4 et As, on obtient

o A% = Az, alors Az est auto-adjoint.

o Al = Aj, comme Ajs n’est pas une extension de A,, alors Ay n’est ni symétrique ni
auto-adjoint.

o Ay = A;, comme Az n’est pas une extension de Ay, alors A4 n’est ni symétrique ni
auto-adjoint.

o A} = A,, comme A; C Ay, alors A est symétrique mais n’est pas auto-adjoint
Proposition 2.5.3

1) Un opérateur symétrique A est toujours fermable puisque D(A) C D(A*) est dense.

2) Si A est un opérateur symétrique alors A* et A** sont deux extensions fermées de A
et AC A* C A*.

3) Si A est un opérateur symétrique fermée alors A = A* C A*™.

4)Si A est un opérateur auto-adjoint alors : A = A* = A™.
Remarque 2.5.1 Tout opérateur auto-adjoint est normal.

Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints et A C B alors A = B.
Théoréme 2.5.1

Soit A un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1) A est auto-adjoint.

2) A est fermé et ker(A*+i) =0

NIm(Ati)=H

Preuve. [13| m
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Chapitre 3

Etude de 'opérateur de Nadir

Ce chapitre introduit les notions fondamentales de 'opérateur de Nadir sur un espace de
Hilbert H. Ces notions qui sont fondamentales, telles que la fermeture,l’anti-autoadjoint,

la compacité et la densité.

Remarque 3.0.2 Toute combinaison linéaire d’opérateurs compacts est un opérateur com-

pact.
Proposition 3.0.4

A compact, B et C' linéaires continus, alors AB et C'A sont compacts (espaces compat-

ibles avec 'existence du produit).

3.1 Operateur de Nadir borné

Théoréme 3.1.1 [27].

Soient A et B deux opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H.
Si 'un des deux est compact, alors 'opérateur N = AB* — BA* I'est aussi.

Preuve. Supposons que A est compact, B borné

A est compact = A*compact(d apres le Théoréme de Schauder)

= AB* et BA* sont compacts = N est compact.

Les méme étapes pour le deuxiéme cas (B est compact, A borné). =
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3.1. Operateur de Nadir borné

Remarque 3.1.1

Soit A un opérateur borné défini sur un espace de Hilbert H . A est appelé autoadjoint

si A = A*, et anti-autoadjoint si A = —A*.
Théoréme 3.1.2 [27].

Soient A et B deux opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H.
L’opérateur N = AB* — BA* est anti-autoadjoint.

Preuve. En effet,

N* = (AB*— BA®)*
= (AB")" — (BA")

— BA*— AB*
= —(AB* - BAY)
= -N

D’ou, 'opérateur de Nadir N est un opérateur anti-autoadjoint. m
Corollaire 3.1.1 [27].

Pour tous les opérateurs bornés A et B, on a:

1) L’opérateur N = AB* — BA* est normal.

2) L’opérateur de Nadir n’est jamais égal a 'identité I.

3) L’opérateur —N? est positif pour tous les vecteurs non nulles z en H.

Preuve. 1) En effet, cela résulte du théoréme précédent

NN* = (AB* — BA*)(AB* — BA*)*
— N(-N)
= (=N)N
— N*N
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3.1. Operateur de Nadir borné

2) Supposons que
N =AB*— BA* =1

alors
N =(AB*—BA")" ' =1I"=1
Par conséquent, de la relation N* = —N, on a
I1=—1.
Contradiction.
3) En effet:

—N?=_NN=N*N
et N*N est un opérateur positif car

(N*Nz;z) = (Nx;Nzx)
= [|Nz|”

[ |
Exemple 3.1.1

Soient A et B deux opérateurs bornés dans un espace de

2i 0 1 4
A= et B =
1 4 0 3
-2¢ 1 1
A* = et B* =
0 4 —1
alors:
N = AB*— BA*.
21 0 1 0 1 4
N = —
1 4 —i 3 0 3
41 -1 — 4
1—44 0
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et N* = BA* —

alors 'opérateur AB* —

Exemple 3.1.2

AB*.

1 —27 1 2t 0 1 0
0 3 0 4 1 4 -1 3
—44 1441 41 -1 -4

= — :—N
—1+4i 0 1—4 0

BA* est un opérateur anti-autoadjoint.

Soient A et B deux opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H = L? ([0, 1]) tel que:

A : H—-H

o = Ao = [ @-ne@a
0

B : H—H

o - Bso(x):/ozxw)dt

Les adjoints des opérateurs A et B :

alors:

\c\\c\

Ap(z) =

B*p(z) =

— BA™.
x—t dt/ox (t)dt—/oxa:go(t)dt/Ox(t—x)go(t)dt

(2 = 1) ) (1) dt—/:(x(t—x))go(t)th
x—tt—x@—xnwuﬁﬁ

x-—# )2 dt
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

et

N* = BA®— AB".
_ /Oxxcp(t)dt/:(t—x)gp(t)dt—/Ox(x—t)@(t)dt/jtgo(t)dt
= [(wt-anera- [ (@-oopwr
= /Ox(x (t—z)— (z—t)t)p (1) dt
= [t

- _/Ox(xQ—t2)<p(t)2dt
= -N

alors 'opérateur AB* — BA* est un opérateur anti-autoadjoint.

Corollaire 3.1.2 Si H est un espace de Hilbert de dimension finie, alors l’opérateur N — [

est inversible.

3.2 Opérateur de Nadir non borné

L’étude de I'opérateur de Nadir dans le cas non borné est diffcile par apport au cas borné
car si on parle d’adjoints, les résultats ne sont pas meilleurs. Par exemple, si A et B
sont deux opérateurs non bornés densément définis, on a généralement (AB)* # B*A*,

(A+ B)* # A* + B* et A*™ # A, De plus, le produit AB et la somme A + B de deux

opérateurs fermés n’est pas généralement fermés.
Théoréme 3.2.1

Si A est un opérateur fermé alors A* est densément défini et A™ = A.
Corollaire 3.2.1 [27].

Soit A un opérateur non borné. Si
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

1) B est non borné, BA* est densément défini et A est inversible, ou
2) B est borné et A est fermé.
Alors

(BA")* = AB*

Preuve. 1) Puisque A est inversible, A* I'est aussi, alors
(BA*)* = A*B*

De plus, 'opérateur A est fermé car, il est densément défini et inversible, alors
(BA")* = AB*

2) En effet,

(BA*)* = A" B”* car B est borné

= AB* car A est fermé

Proposition 3.2.1 [27].

Soient A et B deux opérateurs non bornés. Si B est fermé et Im(B*) C D(A), alors

AB* est un opérateur densément défini.

Preuve. Nous avons Im(B*) C D(A) alors D(AB*) = D(B*)
(D(AB*) ={x € D(B*): B'x € D(A)})
mais B* est densément défini (puisqe B est fermé), alors AB* l'est aussi. ®
Proposition 3.2.2 [27].

Soient A et B deux opérateurs non bornés et inversibles. Si BA* est densément défini,
alors AB* l'est aussi.

Preuve. En effet, A est inversible et BA* est densément défini alors,
(BA*) = AB*

D’autre part, on & BA* est fermé car B est un opérateur fermé et inversible. Par conséquent

AB* est aussi densément défini. =
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

Théoréme 3.2.2 [27].

Soient A et B deux opérateurs non bornés.
Si
1) A et B sont deux opérateurs inversibles,et D(B*) C D(A)
ou

2) A est fermé, B est bornéet inversible

Alors AB* et BA* sont densément définis. De plus (AB*)* = BA* et (BA*)* = AB*
simultanément.

Preuve. 1)Puisque B est fermé et Im(B) C D(A) alors AB* est densément défini par la
proposition (3.2.1), et puisque A et B sont inversibles alors BA* est aussi densément défini
par la proposition (3.2.2). De plus puisque A et B sont inversible alors (AB*)* = BA* et
(BA*)* = AB* simultanément.

2) Nous avons B est un opérateur borné et A fermé alors (BA*)* = AB* d’apreés le
corollaire (3.2.1), mais BA* est fermé, d’ot AB* est densément défini.

D’autre part, B est inversible alors (AB*)* = BA*. =
Remarque 3.2.1 [27].

Rappelons qu’un opérateur non borné A défini sur un espace de Hilbert H est appelé

hermitien si A C A*, et anti-hermitien si A C —A*.
Théoréme 3.2.3

Soient A et B deux opérateurs non bornés et inversibles. Si

1) AB* est densément défini, ou

2) Im(B*) C D(A)

Alors l'opérateur N = AB* — BA* est anti-hermitien.

Preuve. 1) Puisque A et B sont des opérateurs non bornés et inversibles et AB* est

densément défini, alors BA* est aussi densément défini par Proposition (3.2.2).
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

Nous avons toujours (BA*)*—(AB*)* C (BA*—AB*)*. Mais (AB*)* = BA* et (BA*)* =
AB* d’apres le théoréeme (3.2.2). On peut alors écrire:
N = AB*— BA"
= (AB)" — (BA")
C (BA*— AB*)*
= —(AB*— BA")*
— _N*.
Donc N est un opérateur anti-hermitien.
2) Puisque A et B sont deux opérateurs non bornés et inversibles et Im(B*) C D(A) alors
AB* et BA* sont densément définis, (AB*)* = BA* et (BA*)* = AB* par le Théoréme(3.2.2).

Avec les mémes étapes de la premiére partie, on trouve: N C —N*. =
Théoréme 3.2.4 :(Théoréme de Fuglede-Putnum-Mortad).
Soient A et B deux opérateurs non bornés normaux et inversibles, alors
AB=BA= AB*=B*Aet BA*=A"B
Preuve. Voir[18]. m

Corollaire 3.2.2 [27].

Soient A et B deux opérateurs non bornés normaux et inversibles. Si AB = BA, alors
AB* (et BA*) est normal.
Preuve. 1l est clair que AB*(et BA*) est un opérateur fermé, reste a prouver que
(AB")(AB")" = (AB")(AB")
En effet,

(AB*)(AB*)* = AB*BA*(car B est inversible)
= ABB*A*(puisque B est normal)
= BAA*B*(car A et B sont inversibles et AB = BA)
= BA"AB*(comme A est normal)

= (AB)"(AB)’
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

D’out AB* est normal.
Pour la normalité de BA* en effet,

puisque AB* est normal, alors (AB*)* est aussi normal. Cela signifie que BA* est normal.

3.2.1 Etude de la fermeture de 'opérateur de Nadir

Dans cette section, on présente des conditions suffisantes pour assurer la fermeture, de

Iopérateur non borné N = AB* — BA* dans un espace de Hilbert H.
Théoréme 3.2.5

Soient A et B deux opérateurs non bornés tel que AB = BA. Si A est inversible, B est
fermé¢ et D(BA™') C D(A), alors A + B est fermé dans D(B).

Preuve. Voir[18]. =
Théoréme 3.2.6

Soient A et B deux opérateurs non bornés et inversibles tel que AB = BA. SiD(A*(B*)™!) C
D(B*), alors (A + B)* = A* + B*.

Preuve. Voir[18]. =

Maintenant, nous étudions 'opérateur S — S* ; avec S est un opérateur non borné,
densément défini et inversible, puis nous écrivons 'opérateur de Nadir sous la forme S — S*.

Si on remplace AB* par S et BA* par S*, on constate que les deux conditions D(BA™!) C
D(A) et D(A*(B*)™') C D(B*) des théorémes (3.2.5) et (3.2.6) sont équivalentes c’est a
dire:

D(BA*(AB*)™") C D(AB*) = D(S*S™ 1) c D(S)

et

[D(BA*((BA*)*)™") c D(BA*)*] = D(5*(S*)™") Cc D(S*)
= D(S*S™1) C D(S) car S est fermé.

Donc on peut écrire cette proposition.
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

Proposition 3.2.3 [27].

Soit S un opérateur non borné, normal et inversible. Si D(S*S™1) C D(S) alors
1) S — S* est fermé dans D(S*).

2) Si § — S* est densément défini, alors il est anti-autoadjoint.

Preuve. 1) Evident.

2) En effet

= S* — S car S est fermé.

— —(5- 5"

D’ou § — S* est un opérateur anti-autoadjoint. m

L’hypothese D(S*S™!) C D(S) ne peut pas simplement étre abandonné. En tant que
contre exemple, soit S un opérateur densément défini, auto-adjoint et inversible avec le
domaine D(S) ; H ou H est un espace de Hilbert complexe. Alors S — S* = 0 dans D(95)

n’est pas fermé. De plus, S est un opérateur normal (parce qu'’il est auto-adjoint). Mais
D(S*S™ ') =D(SS™") =D(U)=H ¢ D(S)
Théoréme 3.2.7 [27].
Soient A et B deux opérateurs non bornés tel que:
D(BA*(AB*)™') Cc D(AB%).

alors 'opérateur de Nadir est fermé dans D(AB*) si,

1) B est inversible, AB* est normal et inversible, ou

2) A et B sont deux opérateurs normaux et inversibles tel que AB* est densément défini
et AB = BA.

Si de plus N est un opérateur densément défini, alors il est anti-autoadjoint.

Preuve. 1) Puisque B est inversible et AB* densément défini (car AB* est normal),

alors (AB*)* = BA* par le corollaire (3.2.1), cela signifie que

N = AB* — BA* = AB* — (AB*)",
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

alors par la proposition (3.2.3), N est un opérateur fermé dans D(BA*).

2) A et B sont deux opérateurs inversibles d’apres la Proposition (3.2.2). Et puisque
AB = BA, lopérateur AB* et aussi normal et inversible par le Corollaire (3.2.2). D’ou N

est un opérateur fermé dans D(BA*) d’apres 1.

Puisque N = AB* — (AB*)* alors il est anti-autoadjoint par la Proposition (3.2.3). =

Dans le Théoréme (3.2.7), si B est borné alors
D(BA*(AB*)™) = D(A*(AB*)™).
et
D(BA*) = D(A")

et par corollaire (3.2.1), on peut écrire le prochaine corollaire.
Corollaire 3.2.3 [27].

Soit A un opérateur non borné et B un opérateur borné tel que AB* est normal et
inversible, si D(A*(AB*)™!) C D(AB*) alors l'opérateur N = AB* — BA* est fermé dans
D(A*) si

1) B est inversible, ou

2) A est fermé

Preuve.

1) Clair, d’apres le théoréme précédent.

2) Puisque B est borné et A fermé (BA*)* = AB*, alors
N = AB* — BA* = (BA*)* — BA*

Donc N est un opérateur fermé dans D(A*) d’apres la Proposition (3.2.1). m
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3.2. Opérateur de Nadir non borné

Conclusion

Le présent travail a permit de traiter la normalité de 'opérateur de Nadir non borné, car
la fermeture est une condition nécessaire pour la normalité d’un opérateur non borné. Si A
et B sont deux opérateurs non bornés tel que D(BA*(AB*)™') C D(AB*), alors 'opérateur
de Nadir est fermé dans D(AB*) si,

- B est inversible, AB* est normal et inversible, ou

- A et B sont deux opérateurs normaux et inversibles a gauche (ou a droite) tel que AB*
est densément défini et AB = BA.

Les perspectives de recherche dans le domaine traité ici dans cette mémoire sont nom-
breuses, on peut citer quelques unes.

- Quelle est la caractérisation du spectre de I'opérateur N = AB* — BA* ?

- Généralisation de l'opérateur de Nadir.
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Resume

Dans la mécanique quantique ,il existe un opérateur important écrit sous forme
N=AB"-BA *( tel que A et B sons des opérateurs bornés ou non bornés densément
définis et A" est 'adjoint de A), cet opérateur est appelé Opérateur de Nadir. Dans ce
mémoire nous avons étudié ses caracteéristiques comme la compacité dans le cas
borné. Et comme plusieurs opérateurs dans la mécanique quantique ne sons pas
bornés, nous avons enrichi notre recherche dans le cas non borné en présentant
quelques conditions suffisantes qui assurent la fermeture de l'opérateur de Nadir non
borné. Cette étude est plus importante car la fermeture est une condition nécessaire
pour étudier la normalité d’un opérateur.

Mots clés: Opérateurs normaux , Opérateur auto adjoint, Opérateurs non bornés,

Opérateurs fermés, Opérateur de Nadir.

Abstract

In Quantum mechanics, there exist an important operator written in the form
N=AB*-BA*( such that A and B are bounded or unbounded densely defined
operators and A'is the adjoint of A). This operator is called Nadir's Operator. In this
thesis, we have studied its characteristics as compactness and normality in the
bounded case. And as several operators in quantum mechanics are not bounded, we
have enriched our research in the unbounded case by presenting some sufficient
conditions that ensure the closure of unbounded Nadir’s operator. This study is more
important because the closing is a condition necessary to study the normality of an
operator.

Keywords: Normal operater, Selfadjoint operator, unbounded operator, Closed
operator, Nadir's operator.




