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Résumé

Ce memoire est destiné a ['étude variationnelle et numérigue de quelques pro-
blemes de contact unilatéral. avec adhésion et avec adhésion et frottement, entre un
corps déformable et une base rigide ou déformable. Nous étudions des processus
quasi-statiques pour des matériaur élastiques et viscoélastiques sous [ hypothése
des petites transformations. Les résultats obtenus concernent l'existence et ['uni-
cité des solutions faibles dans l'étude variationnelle et l'estimation d’erreur dans
l'étude numérigue. Le mémoire est partitionné en trois chapitres. Le premier cha-
pitre est consacré a ['étude variationnelle et numeérique d 'un probléme de contact
avec adhésion entre un corps élastique et une base rigide Le deuriéme chapitre
est destiné a ['étude vartationnelle d un probléme de contact avec adhésion et frot-
tement entre un corps élastique el une base rigide. Le dernier chapiire est dédié a
l'etude variationnelle d'un probleme de contact avec adhésion et frottement entre
un corps viscoélastique et une base déformable. Enfin, on présente une annexe
comprenant les outils nécessaires pour la réalisation de ce mémoire.

Mots-clés

Elasticite, viscoelasticité, contact unilatéral, compliance normale, adhésion,
frottement de coulomb, inéquation guasi-variationnelle, solution faible. point fize,
approrimation variationnelle.

Abstract

The aim of this memorandum is the variational and numerical analysis of
some boundary unilateral contact problems, with adhesion and then adhesion and
friction. between a body and a rigid or deformable foundation. We study the quasi-
static processes for elastic and viscoelastic materials in a case of light transforma-
tion.

The results we get concern the eristence and uniqueness of weak solutions in
the variational study and the numerical analysis of error estimates in numerical
study. This memorandum is divided into three chapters. The first chapter is de-
dicated a vartational and numerical study of the contact problem with adhesion
between a body and a rigid foundation. The second chapter is destined to a varia-
tional study of the contact problem with adhesion and friction befween an elastic
body and a rigid foundation. The last chapter is intended to a variational study
of the contact problem with normal compliance, adhesion and friction. At last, we
present an appendiz including necessary tools for the realization of this work.

Key words

Elasticity, viscoélasticity, unilateral contact, normal compliance, adhesion. Cou-
lomb’s friction, quasi-variational inequality, weak solution, fized point, variational
approrimation.
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Introduction

La mécanique du contact est un domaine trés étendu et embrasze plusieurs
phénomeénes qui apparaissent abondamment danz notre vie quotidienne et es-
sentiellement dans l'industrie. Ces phénomeénes jouent un réle essentiel dans la
mécanique des structures et plus particuliérement dans le secteur de 'automohile,
I’aéronautique (fissuration des composites et des interfaces fibre/matrice) et dans
les systémes des transmissions.

Un progrés considérable a été réalisé récemment dans la modéhsation, 'analyze
mathématique et 'analyse numérique des différents processus imphqués dans le
contact entre corps déformables ou entre corps déformables et bases rgides.

Du fait de I'i'mportance des processus de contact. un effort considérable a été
tait dans leurs modéhsations et la littérature sur ce sujet est large. On cite a titre
d’exemple les travaux de J. R. Fernandez, M. Shillor and et M. Sofonea [19] qui
concerne dez problémes viscoélastiques, les études faites par W. Han, M. Sofonea
[21] et D. Kendri [26] pour des matériaux viscoplastiques avec variable interne
d’état et les résultats obtenus par S. Drabla [15] pour des matériaux élastiques et
viscoplastiques.

La diverzité dez matériaux a conduit les chercheurs & utilizer le collage des
composites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures
différent. Pour cette raizon, en plus des phénoménes de frottement, le processus
d’adhésion est trés important dans plusieurs montages industriels ol les parties
usuellement non métalliques sont collées ensemble. Pour modélizer le phénomeéne
d’adhésion, quand l'assemblage n'est pas permanent, les matérniaux composites
pouvant subir un décollement sous l'effet des tensions, 1l est nécessaire d'ajouter
le processus d’adhésion a la deseription du contact. En se bazant sur les 1dées de
M. Frémond EI?}? [18] - 1dée est 'introduction d'une variable interne de surtace
appelée, champ d’adhésion, qui prend ses valeurs entre zéro et un, et qui décrit
la densité fractionnaire des liens actifs sur la surface de contact. On peut trouver
ces modeles dans un grand nombre de pubhications récentes, voir par exemple - O.
Chaud et J. R. Fernandez et M. Sofonea [7]; Z. Lerguet [28]; L. Jianu, M. Shillor
and M. Sofonea [25]; A Matei [30], qui ont étudié des probléemes de contact
avec adhésion et sans frottement et L. Cangémi [6] qui a élaboré des traitements
numeériques et les a appliqués a 'interface.

On peut trouver différentes loiz de frottement engendrés par des expériences
faites sur le frottement, comme par exemple la lo1 non standard de frottement
posée par Stromberg [37]. La condition de contact utilisée dans ce mémoire est
une lo1 non local de frottement de Coulomb. De tel modéle de frottement ont été
étudiés dans S. Drabla [15], Cocu [13] et Kendri [26].

Le but de ce Mémoire est de fournir une contribution dans 'étude des pro-
blémes de contact pour les matériaux élastiques et viscoélastiques avec adhésion.

Partout dans ce manuscrit le comportement du matériau est modéhsé a l'aide
d’une équation constitutive élastique et viscoélastique ; le contact est décrit a l'aide
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des conditions de Signorini ou de compliance normale, avec adhésion ou adhésion
et frottement, nous présentons les formulations varationnelles de chaque probléme
étudié puis nous démontrons 'existence et I'unicité de la solution taible pour le
modeéle conzidéré. De plus, nous donnons une approximation vanationnelle et une
estimation d’erreur pour 'un des probléemes étudiés. Ces résultats représentent une
contribution dans 'étude des problémes de contact pour des matériaux purement
élastique ou viscoélastiques. c'est-a-dire dans le cas ol les propriétés de frottement
et d’adhésion ne sont pas prises en considération.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premer chapitre, nous nous intéressons a l'étude d'un probleme de
contact adhésit sous des conditions de contact de type Signorinmi entre un corps
élastique et une base rigide ou la lo1 de comportement est linéaire. Tout d’abord
nous dérivons une formulation variationnelle du probléme mécanique pour lequel
nous démontrons qu’il existe une solution faible umique en utihisant des techniques
de point fixe, de monotonie et des résultats sur les inéquations varnationnelles ellip-
tiques. De plus. nous donnons deux approximations variationnelles (semi-discéte
et compléte) et une estimation d’erreur de la solution.

Dans le deuxiéme chapitre on s'intéresse a I'étude théorique d'un probléme de
contact avec frottement et adhésion entre un corps élastique détormable et une
baze rigide dans le cas quasistatique. Les conditions de contact sont de type Si-
gnorini et la lo1 de comportement est non linéaire. Nous obtenons une formulation
variationnelle au probléme mécanique et nous présentons un résultat d'existence
et d'unicité de la solution faible pour le modéle mécanique que nous démontrons
en utilisant des techniques similaires.

Finalement, le troisieme chapitre est consacré a 1'étude d'un probléme de pro-
cessus quasistatique de contact avec comphance normale, adhésion et tfrottement
pour un matériau viscoélastique. L’évolution du champ d’adhésion est décrite
par une équation différentielle ordinaire du premier ordre. Nous dérivons une for-
mulation vanationnelle au probléeme mécanique et nous présentons un résultat
d’'existence et d'unmecité de la solution faible, en utilizant auss1 des résultats sur les
néquations variationnelles d’'évolution, smivis d'un argument de pont fixe

Enfin, et pour rendre aisé la lecture de ce document, on 1nsére une annexe qui
comprend un rappel des principaux rézultats de la théorie de la mécanique des
milieux continus, de I'approximation variationnelle et des espaces fonectionnels.
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Notations principales

Si Q est un domaine de R® (d = 1,2, 3), on note par :

Q) l"adhérence de €2,

I la frontiere de (), supposée rézuliére.

Li(i=1,3) une partition de la frontiere I,

mesl' la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I’

L la normale unitaire sortante a I,

Vg Uy les composantes normales et tangentielle du champ vectoriel v,

e les composantes normales et tangentielle du champ tensorel o,

D(Q) espace des fonctions réelles sur ) indéfiniment dérivables et a
suppert compact meclus dans (2,

D'(Q) espace des distributions sur £,

cl(Q) espace des fonctions réelles continiment différentiable sur Q,

D I'espace D(0)°,

D’ 'espace D'(Q2)¢,

D 'espace D(0)%4°¢,

H I'espace L%(Q)?,

H lespace L%(Q)%%¢,

H, lespace H'(Q)%.

H, Vespace {oeH / div 0 = (0y;;)eH },

Hr espace H2(T')%,

Hr I'espace dual de Hr.

v : Hy — Hr l'apphcation de trace pour les fonctions vectorielles,
z: Hr — H; l'inverse a droite de 'application -,
¥ :Hy — Hp l'application de trace pour les fonctions tensorielles,
z : Hr — H; 1'inverse a droite de 'applcation 7.

S1 X est un espace de Hilbert réel, on a les notations suivantes -

(v Jx le produit scalaire de x_

(- ;)arex le produit de dualité entre X' et X

TS la norme de X |

3% l'ensemble de toutes les parties de X

Tp — 2 la convergence faible de la suite (z,) vers I'élément & dans X,
Ty la convergence forte de la suite (z,) vers 'élément = dans X
L(X) l'espace des applications linéaires continues de X dans X .

Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps, &k € N et 1 < p < 400, on note
par :
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Cl0. T H ) I'espace des fonctions continues sur [{l. T] dans H.
|-llo.r la norme de C(0,T; H),
CHO0,T:H) 'espace des fonctions continiiment dérivables sur [0, 7] dans H,
|-z la norme de C'(0,T; H),
(0, T;H) l'espace de Lebesgue,
-2z 0.1 la norme de LP(0.T; H).
Wk»(0,T; H) I'espace de Sobolev de paramétre k et p,
|-l wa (o7 20) la norme de W5?(0.T; H).

Pour une fonction f | on note par :
f : _f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps
a;f la dérivée partielle de f par rapport a la 1 eme composante z;
Vi le gradient de f,
Divf la divergence de f.
=(f) la partie symétrique du gradient de f = 1}{?} £V,
af le sous différentiel (classique) de f. -
dom f le domaine de f.

Autre notation -
lim inf la limite intérieur,
Sg 'espace des tenseurs symétrique du second ordre sur B¢,
I le tenseur identité du second ordre zur RY.
04 le zéro de RY et Sy,
C.c des constates génériques strictement positives,

p.p presque partout.



Chapitre 1

Etude d’un probleme élastique
avec adhésion

Dans ce chapitre., on considére un probléme quasistatique de contact avec
adhésion entre un corps élastique et une base rigide. Le procezsus d’adhészion sur
la surface de contact est modélizé par une variable interne de surface appelée,
champ d’adhésion.

Ce chapitre est structuré comme suit : Dans la premiére section, nous commen-
cons par formuler le probléme mécamque. puis nous indiquons les hypothéses sur
les données, dans la deuxiéme section nous donnons la formulation variationnelle
du probléme mécanique et dans la troisiéme section, nous énoncons et démontrons
un théoréme d’existence et d'unicité de la solution faible du probléme mécamcque.
Cependant, la quatriéme et la cinquieme section zont consacrées a 'étude numé-
rique de ce probléme, ot on présente le probléeme approché, ensuite nous donnons
et nous estimons 'erreur de la discrétisation incompléte et compléete du probléeme
approché. Finalement on présente un résultat de convergence pour les schémas de
discrétisation compléte et incompléte. Ces deux schémas sont analysés a 'aide de
la méthode des éléments fimis. La convergence forte des deux cas est étable sous
une régularité minimale de la solution.

Les technmiques employées zont basées sur les résultats des néquations va-
riationnellezs d’évolution et la théorie des opérateurs monotones, suivi par des
arguments de point fixe.

1.1  Position du probléeme et hypothéses

Dans cette zection, on déerit le modéle pour le processuz quasistatique. Le
cadre physique est comme suit -

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q@ — R (d = 2.3)
avec une surface frontiére supposée assez réguliere I’ partitionnée en trois partie
disjointes I';. IT'y et I'; telle que mes I'y = 0. On note par v la normale unitaire

10
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sortante a ['. Le corps est encastré sur ['; dans une structure fixe. Sur I['; agissent
des tractions surfaciques de denzité f, et dans () agissent des forces volumiques
de densité fp. Soit T > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en question. On
suppose que fp et fo varient trés lentement par rappert au temps. Par conséquent
nous supposons que les accélérations dans le systéme sont négligeables. Nous nous
placons donc dans le cas quasistatique.

Le corps est soumis & des conditions de contact unilatéral et adhésion sur la
partie I's de la frontiere. On suppose aussi que le matériau est élastique avec la
lo1 constitutive de la forme -

o= As=(u), (11.1)

ou .4 est une fonction constitutive donnée.

Par la suite, on va décrire les conditions de contact avec adhésion sur I's,
suivant [17] et [18] on introduit une variable interne d'état 3 définie sur I's, qui
représente 'intenzité d’adhésion sur la surface de contact telle que 0 < 5 < 1.
Quand 5 = 1 en un point z € I'z, 'adhésion est compléte et tous les liens sont
actifs. quand 5 = 0 tous les liens sont désactivés et 1l n'y a pas d'adhésion et
quand 0 < § < 1. 'adhésion est partielle et mesure la fraction des liens.

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition suivante -
v — pu(B,u,) <0, sur T'g x [0,T7, (1.1.2)

ou p, ezt une fonction positive. En particulier, on peut conzidérer le cas :
(8, ) = 71,8°By(w,), (1.1.3)

dans la quelle v, est un coefficient positit et B, : . —— [ est l'opérateur de
troncation défim par :

L s19< —L,
R, (s)={ —ssa1i—L<s<0, (1.1.4)

0 s8> 0

ler L > 0 est la longueur caractéristique des liens.

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle
et que la traction tangentielle ezt négligeable ainsi, elle dépend seulement de
I'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel.

—o, = p-(5,u;), sur Tz x [0, T]. (1.1.5)
On peut conzidérer le cas -

pr(B,ur) = 7.8 Re(ur), (1.1.6)
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dans la quelle v_ est un coefficient positif et R, : RY — R? est l'opérateur de
troncation défini par -

st [|vf| >

{ v si ||lv]| < L,
R-(v) = i (1.1.7)
Ml '

Le processus d’adhézion est gouverné par l'équation différentielle smvante :
B(t) = —(B&) (v (B (w(8))*+7+ || Re(ur(®) [)—2a)s » sur Tax(0,T). (1.1.8)

Le probléme mécanique se formule de la maniére sumivante -

Probléme P : Trouver le champ des déplacements w : Q x (0,T) — R®_ le champ
des contraintes o : Q x (0, T) — Sy et le champ d’adhésion 3 :T3x (0,T) — [0, 1]
tels que -

o= Asz(u) dans Q x (0.7, (1.1.9)
Dive+fo=0  dans Qx (0,7), (1.1.10)
u=0 sur Ty x (0,T), (1.1.11)
ov=f sur I’y x (0,T), (1.1.12)

u, <0, 0, —pu(B8,u) <0, wp(op —pu(B,%,) =0sur 'y x (0,7), (1.1.13)

— o = pr(B,ur) sur T'g x [0, ], (1.1.14)

B(t) = —(B(#) (7, (Ro(un(t)? + 7. || Br(ur(t)) |2) —2a) sur Tax (0.7). (1.1.15)
u(0) = wo dans Q, (1.1.16)

5(0) = 8, sur Ts. (1.1.17)

L’équation (1.1.9) reprézente la lo1 de comportement élastique. L’équation
(1.1.10) est 'équation d'équilibre ou fy est la denzité des forces volumiques agis-
sant sur le corps déformable 2, tancis que les conditions (1.1.11) et (1.1.12)
sont respectivement. des conditions aux hmites en déplacement et en traction.
Les conditions (1.1.13) représentent les conditions de contact de type Signorini
avec adhésion sur la partie I'; de la frontiére de £2. La condition (1.1.14) re-
présente 1'équation de la résistance au mouvement tangentiel qui générée par la
colle tel que le contact est sans frottement. L'équation (1.1.15) est l'équation
différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion et pour finir. Les conditions
(1.1.16) — (1.1.17) représentent les conditions imtiales

Pour obtemir la formulation varationnelle du probléme P, on a besoin de
quelques notations supplémentaires. Soit V' le sous-espace de H défim par -

V={veH, telquev=0surT}.
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Puisque mesl’y > 0. 1'négalité de Korn s'apphque sur V7 : alors 1l existe une
constante Cp > 0 qui dépend seulement de 2 et I'; | telle que :
I(e(0) 1% = Ckllv|la, Yo e V-

Nous considérons sur l'espace |7, le produit scalaire et la norme aszociée. donnée
par :

Gl = (o ol Vi, melt (11.15)

[wllv = I(e(@)]ln, Yve V. (1.1.19)

Par 'Inégalité de Korn, 11 vient que |||z, et ||.||i- sont des normes équivalentes sur
V. done (V, ||.|[-) est un espace de Hilbert réel. De plus, en utilisant le théoréme

de trace de Sobolev on obtient -

< Gollvllv, Yv e V. (1.1.20)

loll, 2 2 <

De plus, on considére les hypotheses suivantes :
Précizons maintenant les hypotheéses sur les données. Nous supposons que le

tenseur d’élasticité A satisfait les propriétés suivantes -

(a) A:Q x Sy —— Sy est un tenseur symétrique positivement défini et
Aijur € L2(Q), pour tout 3,5, k, 1 =1,d.

(b) Ao.7 = ¢. A7, pour tout 0.7 € Sg.

(e) 1l existe o > 0 tel que AG’-J 2 a | o |?, pour tout ¢ € Sy

(1.1.21)

De méme, nous supposons que la fonetion p, satistait -

[(py:TaxRxR— Ry

(a) Il exaste L, = U tel que
| po(@, 81, m1) — pul@, By, m2) |S Lu(| By — B3 |+ | 11— 12 )

s VB, By, 1. meER, pp.xz Ty (1.1.22)
(b) * — pu(x, B, r) est Lebesgue mesurable sur I's. V3, r € R.
(e) * — pu(x,0,0) € L>=(Tg).

! (d) L’apphcation & — p,(x, 3, 7) = 0 pour tout r = 0.

Et la fonction p, zatistait :

pT:ngRde—‘er_
(a) 1l existe L. > 0 tel que
| pr(2, By, 71) — pr(2, By, m2)|| < Lo(| By — B3 | +|rr —72|)
{ VB, BLeR, r, meR? pp. zels
(b) & — p.(x, B,7) est Lebesgue mesurable sur I';, V3 € R, r € R
(¢)  — pr(z,0,0) € L>=(T3)?.
| (d) pr(z, B8.7)v(z) =0, VBER, r e R? tel que rv(z) =0, pp.z € Ta
(1.1.23)
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Les coefficients d'adhésion ~_, 7y, et =, satisfont les conditions suivantes :
Ve Yy € L2(T3), 2o € L*(T3), Y7 Yur 2a 2 0, pop. sur Ta. (1.1.24)
On suppose auss1 que le champ 1mitial d’adhézion vérifie :
Bye L} (3), 0< By <1, pp.sur Ty, (1.1.25)
et que les forces volumiques et les tractions surfaciques aient la régularité :
fo € WE(0,T; H), fo € W-(0.T; L}(I'2)%). (1.1.26)

On note par v, et vr les composantes normale respectivement tangentielle de v
gur la frontiére ' données par -

Uy = V.V, Ur =V — Upl. (1.1.27)

Stmilairement, on définit les composantes normale et tangentielle du tenseur des
contraintes par :
o, = (ov)y, o, =0ov—o,v. (1.1.28)

En outre, on défimt 'ensemble des "déplacements admissibles" par -
Uwa={veEH tel que : v=0surl et v, <0 sur Tz}
Finalement, on suppose que la condition 1mitiale de déplacement vérifie :
ug € Ugq- (1.1.29)

Le théoréme de reprézentation de Riesz entraine |'existence d'une fonction f :
[0, T] — V définte par :

(f@).v)v = (folt), v)ag + (folt), V)2 Vv €V, pp. t€(0,T). (1.1.30)
On note que (1.1.26) implique que :
FeWh=(0 T V). (1.1.31)

Nous définissons maintenant la fonctionnelle d’adhésion juq : L?({ IR xVxV SR
défime par -

jadlfﬂ_,u,v}=/ —pl,[lﬁ,ui,}u,,da—l—f (5, ur). v da. (1.1.32)
3 ra

On remarque que les conditions (1.1.22) et (1.1.23) entrainent que l'intégrale
(1.1.32) est bien définie.
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1.2 Formulation varitationnelle

Dans cette section, on va donner la formulation vanationnelle du probléme
P. Soit v € U,4, selon une procédure standard basée sur la formule de Green et
(1.1.10) on obtient :

(o(t),e(v) —=(ult)))y = (fo,v —ult))m +/a(t}v.(v—u{ﬂ]da Vv e Hy, (1.2.1)

r

en utihsant (1.1.11) (1.1.12) et (1.1.30), nous obtenons :
(e(t), e(v) — elu(t)))n = (f(E), v — ult) v —l—f o(t)v.(v — ult))da, Yv € Uy,

ra
(1.2:2)
en remplacant maintenant, les relations (1.1.27) et (1.1.28) dans (1.2.2) on
trouve :

(a(£), e(v) — e(ul(t)))n = (f(£), v — u(t)v +f ou(t)(vy — w(t))da

re (1.2.3)
—|—f o-(t).(vr —u (t))da Vv € Upyg, pp-t€(0,7).
rs

D’aprés (1.1.2) et (1.1.5), on peut écrire la relation (1.2.3) sous la forme suivante :

(a(t),e(v) —e(u(t)))n = (f(t).v —u(t))v — /1;3;0?{3? ). (vr — ur(t))dat
+ [ P800, () 0 — B dat
T3

4 f b 1T LE), D s — )
% (1.2.4)

mais on a v, < 0 et d’aprés (1.1.13) on a ¢, — p, (5, u,) < 0 d'ou (o.(t) —
pu(B(2), uu(t)))vy, = 0. On a ausst u, (£)(on(t) —pu(B(E), wu(t))) = 0sur I's x (0,T)
done :

(o(2), £(v) — s(u(t))n = (F(2), v — ult))y — ﬁ Po(8. (1) (vr — s (1)) da
- / — pu(B(2), () (v) — w(2))da,
T3

moyennant (1.1 .32) 1] vient :

(o(t).e(v) — e(ul(t)))n + Jaal B(2), u(t), v)—
—Jaa(B(t), u(t), u(t)) = (f(), v —ult))y (1.2.5)
Vu, vely, pp.te(0,T).

Finalement, de (1.1.9), (1.1.15) — (1.1.17) et (1.2.5) on obtient la formulation
variationnelle suivante du probléme P.
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Probléme Py - Trouver le champ des déplacements v : [0, T] — V, le champ des
contraintes o : [0,T] — H, et le champ d’adhésion 3 : [0,T]] — L*(T'3) tels que :

a(t) = A=(u(t)), (1.2.6)
t) = _{3(_5}{?1;{Raf{_up(f} + v, || Br(u-(t)) || )4 sur Ty x [0,77], (1.2.7)
u(t) € Uaa, (a(2),2(v) —e(ult)))n —ljad{S{ﬁLu(f)-UJ—
—Jad(B(t), u(t),u(t)) = (f(2), v — ult))y (1.2.8)
Voe Uy, pp-te [UjT]:
u(0) = ug, 3(0) = 3¢ sur I's. (1.2.9)

1.3 Résultats d’existence et d’unicité

Notre intérét principal dans cette section est d'obtenir un résultat d’existence
et d'umcité de la solution du probléme varnationnel Py

Théoréme 1.3.1 : Sous les hypothéses (1.1.21) — (1.1.26) et (1.1.29) le pro-
bléme Py admet une solution unique (v, o, 5) ayant la régularité suivante -

u€ WH2(0,T; V), (1.3.1)
g€ W20, T; Hy), (132)
B e Wh=(0,T; L? (T'3)). (1.3.3)

Remarque 1.3.2 : On conclut que sous les hypothéses (1.1.21) — (1.1.26) et
(1.1.29) e probléeme P admet une solution faible unique satisfaisant (1.3.1) — (1.3.3).

Démonstration. : La démonstration du Théoréme 1.3.1 =zera faite en plu-
sieurs étapes. Elle est basée sur des résultats sur les inéquations variationnelles,
les opérateurs fortement monotones et les arguments du point fixe. A cet effet,
nous assumons dans la suite que (1.1.21) — (1.1.26) et (1.1.29) sont satisfaites
et ¢ est une constante pozitive générique qui peut dépendre de Q, I'y. I'y, F,, P,
T, V- €t L. dont sa valeur peut changer d'un endroit & l'autre. Pour la simplicité,
nous supprimons dans ce qui suit la dépendance expheite de diverses fonctions de
zeQUIL. =

Dans la premiére étape, nous considérons le probléme sumivant -

Probléme P? : Trouver le champ d’adhésion 3, : [0,T] — L?(T'3) tels que :

B.(t) = —(8,() (7, (B () + 7, || Br(ur(2)) |I*) — €a)+. p-p- t € 0,77,
(1.34)
8.(0) = 8,. (1.3.5)
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Lemme 1.3.3 - Pour tout u € W'*°(0,T; V') donnée, il eriste une unique solu-
tion 3, € W12(0,T; L% (T'3)) satisfaisant :
3 {t} = —(8.(t) (v [:Rr-'l:uu(f Ir || Be(wr(2)) HZ) — &)y, PP LE [U.‘T]'.
,Hu{l)) = B,-

En outre, 0 < 8,(¢) < 1, pour toute t € [0,T) et il existe une constante ¢ > 0,
telle que. pour tout up,ug € WH-=(0,.T;V) :

151

) — Bus( Ilmr”{cf |ui(s) — ua(s)|lv vt € [0,T]. (1.3.6)

Démonstration. : Soit v € W"*(0,T; V) donnée. Nous considérons 1'apph-
cation F : [0,T] x L*(T3) — L?*(T'3) défini par :

F(t, 8.) = —(Bu(0) (7, B (®)*+7, || Bo(ur(®)) IP)—ea)s ,¥e € 0.1, (1.3.7)

pour tout t € [0,7] et 3, € L*([3). Il s'ensuit d’aprés les propriétés des opé-
rateurs de troncation R, et R. que F est de Lipschiiz par rapport a la second
variable, uniformément en temps. De plus, pour tout 5, € L%*(T'3) I'application
t — F(t 3,) appartient a L>(0,T; L?*(T';)). En utilisant maintenant une ver-
sion du théoréme de Cauchy-Lipschitz. nous obtenons l'existence d'une fonction
unique 3, € W'(0,T;L*(T3)) qui résout le probléme P?:. Notons que la res-
triction 0 < F,(#) < 1 est incluse implicitement dans le probléme variationnel
Py. En effet (1.3.4) et (1.3.5) nous garantie que 5 () < [, pour tout t > 0 (
parce que 3, est une fonction décroissante pour la variable t) donc 'hypothése
(1.1.25) montre que 5,(t) < 1 pour t > 0, pp. sur I'3 D'un autre coté, =i
B,lte) =0 at = t;, alors 1l s’ensuit de (1.3 4) que 3n{t} = 0 pour t > tg(car =1
t >ty = G,(t) < 5,(tg) done (1.3.4) nous donne S’u{f} = 0 pour t > #3 ) donc
5,(t) est constante pour tout t > tg d'ou 5, (f) = 5,(tg) = 0 pour tout ¢ > t;.
Nous concluons que 0 < 3,(¢) < 1 pour tout t € [0,T], p.p. sur I's. Maintenant
soit uy, ug € WH(0.T: V) et t € [0,T], nous avons d’aprés (1.3.4) pourz =1 2:

t
Suf{ﬂ - 90 B f ('Sui{S}{'THRP(HWESHQ + ﬂ.".— I| R’!‘(“ir{‘s)} ”2.} = Ea.1+d5'
0
donc de 1'égalité précédente on obtient :
t
| Bun(t) = By (2) |lz2rsy = f | By (8)(Bu(10(5))? — By () (Ru(uan(s))? || z2(rs) ds+

t
+c/ | Buy (5) || Brlwir(s)) [|* —Buy(s) | Be(uar(s)) |1l z2(rs) ds.
0

En utilisant la défimition de R, et R. et écrivant 3, = 3, — 5, + 5,,. nous

1 Lt T
arrivons a -

t
| By (6B (®) ||L?ur3150f E 8 kg ] I 2 ()—us(s) IIz
] 0

:I:T':i‘:ld dS.
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Moyennant une version des lemmes de Gronwall, 1l s’ensuit que :

| By (®) — B (8) llz2en) < € f O L

en utilisant (1.1.20) on obtient -

t
| By (£) = By (8) |l z2(rey < C/ﬂ | wi(s) — ua(s) ||lv ds V¢ € [0,T7]. (1.3.8)

|
Probléme Qv : Trouver le champ des déplacements v : [0, T| — V et le champ
des contraintes o : [0,T] — H, tels que :

u(t) € Uaa, (0(t),2(v) —e(u(t)))n +
+Jad(B, (1), u(t), v — u(t)) = (F(t),v — u(f))v (1.3.9)
Vv € Uy, t€[0,T],

u(0) = ug. (1.3.10)

Lemme 1.3.4 - Sous les hypothése (1.1.21) — (1.1.26) et (1.1.29). il existe une
solution unique (u, o) du probléme Qy telle quew € W=2(0,T; V) ete € W'=(0,T; H, ).

Seit 7€ W'(0,T ; V) et on considére le probléme variationnel suivant -

Probléme Q] : Trouver le champ des déplacements w,, - [0,T] — V' tel que :

u,?l: € Uga, (-"iL } —E{uﬂl:.t}]l]»;{—l—
(D)0 (8} f{f — un(t))v (1.3.11)
Vo €Uy, te [U_T].
uy(0) = wo. (1.3.12)

Nous avons les résultats suivants -

Lemme 1.3.5 : [l existe une solution unique du probléme QY qui satisfait u, €
Wt (0, T; V)

Démonstration. : Soit

L(v) = (As(ug(t)), e(v))n Vv €V

et nous posons :

£o(8) = F(2) = n(t) (1.3.13)
On remarque que pour u, donnée L : IV — [ est linéaire continue donc d’apres
le théoréme de représentation de Riesz, 1l existe un unique élément w(t) € V' tel

que -

(w(t), v)v = L(v) = (A=(uy(t)),2(v))n, Vv €V,
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d'ot, Vu,(t) € V, 3 w(t) € V tel que :
(w(t),v)v = L(v) = (Ae(uy(t)), e(v))n Yo € V.
Donc on peut définir l'opérateur G : V' — V par :
G(uy(t)) = w(?),
d’oli on obtient -
(Clug(t)), v)v = L(v) = (As(uy(t)),s(v))n Yo € V. (1.3.14)
L’opérateur G est fortement monotone et de lipshitz.
Pour 77,75 € W=(0,T; V) on pose u; =y, , Uy = Up,.
1) On a d’apres (1.3.14) -

(Glua(t)), ualt) — w(£)v = (Ae(us(£)), =(ua(t)) — e (),
donec on obtient :

(Glua(8)), ur(t) — ua(8))y = (As(ua(t)), s(wr(2)) — =(ua()))n-
Par sommation des égalités précédentes on trouve :
(Gl (£)—G(ua(2)). wa(t)—2s (£))y = (Ae(u1 (£)) —As(ua(t)), £(ua(t)) —£ (w1 (£)) .
d’ol on obtient :
(Glur(8) =G laa(t)), wa(t)—wua(t))v = (Ac(ua (£))—As(ua(t)). s (£) —<(ua(t)) ).
d’autre part, d’aprés (1.1.21)(c) on obtient -

(Gua(2) — Glua(t), wi(t) — walt))v = alle(ur(t) — wa(®))|3-
Finalement, d’aprés (1.1.19) il résulte que :

(G (1)) — G(wa(#)), wi(t) — wa(®))v = allur (t) — wa(B)[|} Yau(F), wa(t) €V,

done G est un opérateur fortement monotone sur V-
2) On a d’aprés (1.3.14) :

(Glui(t)) — Glua(t)), v)v = (As(u(2)) — A=(ua(?)), e(v))n,
d’oll on obtient :

| (G(w(2)) — Glua(t), v)v |=| (As(wi(t)) — As(ua(t)), e(v))n | -
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En utihzant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve -

| (G(w1(2)) — Glua(t)), v)v |< [[As(ea(£)) — As(ua(t)) [ nll=(v) I,

mais, d’'aprés (1.1.21) l'opérateur A est linéaire continue donc 1l existe Ly > 0
tel que -

| A (2)) — Ae(ua())||ln < Lalle(uq(t)) — e(ua(t))]]x-
On obtient alors le résultat suivant :

| (Gua(t)) — Glua(t)), v)v [< Laalle(ua(t)) — e(ualt) laelle(w) 1%

et d’aprés (1.1.19) on obtient :
| (G(w(t)) — Glualt)), v)v | Lallui(t) — wa(@)|lv[lv]lv-
On pose dans I'inégalité précédente -
v = Clu(t) — Glual(t)),
pour déduire que :

1G(u1(2)) — Clua())|lv |S Loal[ua(t) — walt)]|v,

d’oll G est un opérateur de Lipschitz. Donc d’aprés (1.3.11) on a -

up(t) € Uaa, (Glun(t)), v —up(t))v = (folt), v —ugld))v

Yo € Uy, t€[0,T], (1.3.15)

et comme Uy C V' est un ensemble convexe, ferméet non videet G : IV — V ezt un
opérateur tortement monotone et de Lipschitz, alors, d’aprés un résultat classique
d’existence et d'unicité de la solution sur les mnégalités quasi-variationnelles, 1l
existe un umque élément w,(t) € V, qui vérifie

up(t) € Uaa, (Glun(t)),v—uy(t))v = (folt), v —uglt))v

Yo e Uy, tel0,T] (1.3.16)

En utilisant maintenant (1.3.13). (1.1.14) et (1.3.15), 1l résulte que u,(t) vérifie
(1.3.11) et (1.3.12).

Nous montrons maintenant que u, € W'(0, T; V). Pour cela, soit #;, t2 €
[0.T], nous notons uy(t;) = ui, fy(t;) = fio ¥i = 1,2. En utilisant (1.3.15) et
quelques mampulations algébriques on obtient :

(Guy — Gua, uy —ug )y < (fi — fa, ug —wa)y-
En utihsant I'imégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

| (Gur — Gua, s —we)n |< || fi — fallvllr — wallv,
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mais on a démontré que & est tortement monotone c-a-d -
(Guy — Gug,uy —ua)y = af|u —'L':g“ Yuy, ug €V,

done d’apres les trois inégalités précédentes on obtient :

||'I,£1 _u2||1.' E c”fl ==

211V
d’ou on trouve :

|ten (1) — un(ta) |l < ell fo(t1) — Fult2)llv Vi1, 22 € [0,T7,

mais f, = f(t) —n(t) € W'>*(0,T; V), donec u, € WH=(0,T; V).
Pour tout n € WH*(0,T; V), on prend u, la solution du probléeme @] obtenue
par le lemme (1.3.5). On défimt l'opérateur A : V' — V' par :

(An(t), ©)v = jud(Ba, (£), un(2), v), Yo € V¢ € [0,T]. (1.3.17)
Nous avons le résultat smivant -

Lemme 1.3.6 - Pour toutn € W'(0,T; V), la fonction An : [0.T] — V appar-
tient @ W'(0,T: V). En outre, il existe un unique élément n* € WH>(0,T;V)
tel que An* =n".

Démonstration. : Soit 5. € W'™(0,T; V) et soit ¢, t; € [0, T]. En utilisant
(1.3.17) et (1.1.32) nous obtenons :

| (An(t1) — An(ta). v)v |=| Jaa( B, (ﬁ" Up(t1),v) — Joa( 8 fa) uy(ta2), v) |,

d’ou on déduit que :

| (An(t1) — An(ta),v)v |< ﬁg | (p!,{\ﬁun{tz}?um,(fg}} B F’v'{.gun[\tﬂ:”nv{tl”}vv | da+
| (pr(Bu, (11), e (1)) — (B, (82), e (£2))) 05 | da,
T3
d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient -

| (ﬁ’f‘?{fﬂ S ﬂ??{tﬁ-l- L’J‘r' |i: = | pi-’{.gu,?{tﬂ}; “nu{tE}} = Pv{guﬂ{fl).— 'Hn:;{t] }] H Ly | da+

L | 27 (8., (£1), unr(t1)) — pr(By, (f2), wr(£2)) || o7 || da,

en utihsant (1.1.22)(a) et (1.1.23)(a) on trouve :

| [f\i’?{_f e"'t?}'(ﬁz i |{ f Lv“ .Su,a(tﬂ_} _'3”11 (f'l} | I | ur}v{tZ} - u?‘]i-‘(fi) |} | Uy | da+
ra

+ ﬁ L] By (t4) = Bu, (1) |+l (t0) = e () o | e
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De l'inégalité précédente on déduit que :

| (An(ty) — An(ta). v)v < e || By, (t1) = Bu, (82) llz2s) v llz2rare +
+ellun(t) = wn(E2)ll 2 rgallv lz2raye,

d’aprés (1.1.20) et I'inégalité précédente on obtient :

(An(t1) — An(tz), v)v [S e || By, (B1) = By, (f2) llz2ry) [lv [lv +
+c|lun(ti] 5 u?;r(tﬂ”l’ HU ”1. i

On pose v = An(t,;) — An(t2) pour obtenir -

|An(t) — An(ta)|lv < < .Suu{t]}_.guu{fﬂ} ||L‘3{l"3]| +e|luplts) —un(t2)|ly- (1.3.18)

En utilisant le Lemme 1.3.3 et le Lemme 1.3.5 on a u, € W"®(0,T;V) et
By € W20, T ;L? (T3)), donc d’aprés (1.3.18) on obtient Anp € W1(0,T
: V). Soit maintenant 1,.7, € W'>(0,T;V) et on pose Uy, = u;. Nous utilisons
des arguments semblables & ceux utilisés dans la preuve de (1.3.18) on trouve :

[An, (2) — Ama(E) ||y < el|ur(2) — ua@)lly + ¢ || Bu, () — Bun(2) |
d’apres I'inégalité précédente et (1.3.8) on obtient :
||r“'ffh(_tlﬂ| —Any(t)|lv < efjur(t) — ualt)f;+
1.3.19
—I—c/ | 1(s) — ua(s) ||y ds Wt € [0, T, ( )
0

L3(T3) YVt € !U, T] ]

D’autre part, d’apres (1.3.11) on obtient :
(Az(u1(2)) — As(ua(2)), e(wi(t)) — e(wa(t)))n < (mi(2) —ma(2), wa(t) — u2(t))v
et d’aprés (1.1.19). (1.1.21)(c) on obtient :
a || wi(t) —wa ()|} < (7,(8) — ma(2), wa () — wa(8))v,

L'utihsation de 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans cette dermére 1négalité nous
donne :

| 21(t) = w2 @)y < e | (&) = ma(@lv | w1(2) — w2(@®)]lv,

d’ou on obtient le résultat suivant :
() — wa®llv < e |l m() = na@)llv, ¥¢ € 0,77, (1.3.20)

Maintenant d’apres (1.3.19) on trouve :

Ay (&) = Amy(B)lv < e || m(8) — ma(t)llv + Cfu I 1() — ma(s) [lv ds
vt e [0,T].

(1.3.21)
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L'itération de cette inégalité n tois entraine l'inégalité suivante -

(n+T)"

ol | 71 — my llwreeo.v), (1.3.22)

| A0 — A"y |lwreeorivy <

donc pour n suffisamment grand I'inégalité (1.3.22) montre que A™ : W2(0. T: V') —
W22(0, T: V) est une contraction dans 'espace de Banach W'*(0.T:;V). d'ou
par 'utilisation du théoréme du point fixe A" posséde un unique point fixe n* tel
que A"n* = n*. Nous concluons que A posséde un unique point fixe 7" tel que
Am"=n". nm

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour établir la solution du pro-

bleme (@ ).

Lemme 1.3.7 : I existe un unique champ des déplacements u : [0,.T] — V et un
unique champ des contraintes o : [0, T| — H,; du probleme (@) tel que (1.3.1) et
(1.3.2) sont vérifiés.

Démonstration. : 1) Existence : Soit n* € W'(0.T; V') le point fixe de A
et soit u la solution du probléme (@7 ) pour 7 = 7" c’est a dire u = u,-. Nous no-
tons par o la fonction donnée par (1.2.6). En utihsant (1.3.11), (1.3.12), (1.3.17)
et on prend on compte que An* = n*. nous obtenons que le couple (u, o) est la
solution du probléme (@ ). En outre, on a démontré que u, € W"*(0.7: 1) done
pour 7 = n* on obtient u = u,» € W*°(0,T;V). Nous choisissons maintenant
v =u=+p € D¥Q) (qui est dense dans H;(Q)? ) dans (1.2.8) on obtient : W

1) Pourv=u+@ona:

(0(8), 2(2))m + Jaa(B(2), u(®), ) 2 (fo(8), ©)m + (f2(t), @) z2(raye Yoo € DU(Q),

mais joq( 8(2), u(t), @) = 0 et (fa(t), @), = 0 parce que ¢ = 0. Dot on
obtient :

(o), e(@))m + (= folt), ¥)m = 0 Vp € DY(Q) = D. (1.3.23)
2) Pour v = u — ¢, de la méme maniére on obtient :
(o(8),2(2))n + (—folt), ¥)u < 0 Y € D*(Q) = D, (1.3.24)
de (1.3.23) et (1.3.24) on a:
(o(t), £(2))n + (—fo(t). ©)r =0 Ve € D*(Q) = D,
donc on obtient le résultat :
Diva(t) + fo(t) =0Vt € [0,T]. (1.3.25)

d’ou d’aprés (1.3.25) et (1.1.26) on obtient Dive € W>(0.T ; H), donc o €
W0, T ).
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2) Unicité : L'umcité de la solution du probléme (@) est une conséquence
de I'unicité du point fixe de 'opérateur A.

On prend maintenant 3 = 3, dans le probléme (P3:) d’ot 3 € W'>(0, T;; L3(T3)).
Finalement, du Lemme 1.3.3 et le Lemme 1.3.7 on déduit que le triplet (v, o, 5)
est la solution unique du probléme (Py).

Le Théoréme 1.3.1 maintenant est une conséquence du Lemme 1.3.3 et le
Lemme 1.3.7.

L’approximation numérique des problémes aux linites est un domaine mathé-
matique qui, historiquement, a fait 'objet de nombreuses recherches et continue
cependant de rester d'actualité, par le tait qu'elle intéreszse particuliérement des
dizciplines comme la mécanique, la biologie, ect... Il est essentiel de construire des
méthodes numériques de résolution de ces problémes qui solent a la fois simples,
peu cofliteuses et efficaces. Les méthodes modernes sont basées sur une "diserétiza-
tion" des équations et inéquations dont 1'idée est d’approcher la solution. Pour les
cas quasistatiques, on distingue deux types de discrétisation incompléte et com-
plete. La premiére consiste a discrétizer seulement |'espace ; cependant la deuxiéme
est bazée sur la dizcrétisation de l'espace ainsi que l'intervalle de temps. En faite,
ces approches, dans le cas des néquations variationnelles ont fait 'objet de plu-
sieurs études tel que [7] dans le cas d'un probléme viscoélastique ; [8] . [21] et [24]
pour des problémes viscoplastique et [19] pour un probléme de contact avec adhé-
sion. Dans notre étude on considére ['approximation variationnelle d'un probléme
élastique avec adhésion. Cette section se compose de trois parties.

La prenmére partie est destinée & présenter le probléme approché, ensuite
donner et estimer L'erreur de dizerétization incompléte du probléme approché.
Dans la seconde partie on présente un résultat de convergence pour le schéma. Le
schéma de discrétisation incompléte est analysé a I'aide de la méthode des éléments
finis, voir par exemple [11]. En fait, cette méthode est utilisée pour discrétiser
l'ezpace. La convergence forte de ce cas est établie sous une régularité minimale
de la solution. Finalement on donne dans la troisieme partie une application bréve
pour mieux comprendre comment construire les espaces a dimension fime ans1 que
les solutions approchées.

1.4 Approximation semi-discréte

On analyse danz cette section, une approximation semi-descréte du probléme
Py, en discrétisant le domaine spatiale. On considére une position générale des
espaces arbitraires de dimension finie Vy € V, Hp C H et L3(T2) c L*(T3) utilisés
pour approcher les espace V, H et L?(I'3): h est un paramétre de discrétisation
destiné & tendre vers zéro. Partout dans cette section, ¢ dénote une constante
positive qui ne dépend que de h dont sa valeur peut changer d'une place & une
autre. On considére, pour chaque h, un ensemble K C Vi qui approche Uyq et
qui vérifie les conditions suivantes -
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1) K, est un ensemble convexe fermé de 1},

2) K approche Uy, au sens suivant :

i) Vv € U,4, on peut trouver v, € K} avec vy — v dans V.
12) St up € Ky, up — u dans V', alors u € Uyg.

Ains1on considére ['approxaimation incompléte smivante du probléme vanationnel
Py
Probléme P - Trouver le champ des déplacements wy, : [0, T] — Vi, le champ
des contraintes oy, : [0,T] — H,, et le champ d’adhésion 8, : [0,T] — Li(Ts) tels
que :

Bh(t) = —(Ba(t) (vu (Ru(un(£))*+75 | Rr(ua=(t) |*)—2a)s . VE€[0,T], (1.4.2)

(£))
up(t) € K, (onlt), e(vn) — e(unlt)))n + Jaa(Balt), ualt), va)—
—Jad(Bp(t), unlt), un(t)) = (f(£), ve — un(t))v Yon € Ky, t € [0,7T],

ur(0) = uok, Br(0) = Bon, (1.4.4)

En utilisant des arguments similaire a ceux utilisés pour la démonstration du

(14.3)

Théoréme 1.3.1. on démontre que le probléme P posséde une solution unique.
Soit le théoreme suivant :

Théoréme 1.4.1 - On suppose que les conditions (1.1.21) — (1.1.26) et (1.1.29)
sont veérifiées. Alors. il existe une solution unique (un,on.3;) du probléme Py .
De plus, la solution satisfait up, € Wh2(0,T;V,), op € WH(0,T:H,, ), B €
W0, T ; L2(Is)).

Notre objectif est de tirer des estimationz d'erreur pour les différences u — |
g—op et 3—3;,. Pour cela, soit t € [0, T, en utilisant (1.2.6) — (1.2.9) on obtient :

a(t) =Af[u{f}}; (1.4.5)

3‘.!:} = Bo— ./i} I:.S('S}{F}.rf(RL'l:ui-‘{s}:lg B - “ R (u (s |i2:] L dsVte ['U ]
(1.46)
u(t) € Uaa, (0(2),2(v) — =(ult)) n + JaalB(F), u(t), v)— (14.7)

—Jad(B(t), u(t), w(t)) = (f(t),v —ul(t))y Yv € Uw, ¥t €[0,T],
et de (1.4.1) — (1.4.4) on obtient :

on(t) = Ac(un(?)), (1.4.8)

.Shff] = .Scm _j'; [-Sh{sj['?za{ﬂw{“m»{ﬂ e 2o ” RT Ukt {5 ”2} — Eaj+ ds

Vte [0,T], sl
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up(t) € Ky, (on(t), e(ve) — e(un(t)))n + Jaa(Bn(t), unlt), va)—
—Jad( B3 (), un(t), un(t)) = (f(£), va —un(t))y Yup € Ky, t € [0,T].

En soustrayant (1.4.8) de (1.4.5) on obtient :
o(t) — on(t) = A=(u(t)) — As(up(t)),

(1.4.10)

et comme A et = sont linéaires on trouve :
o(t) — op(t) = As(ult) — up(t)). (1.4.11)
De plus. en remplacant (1.4.5) dans (1.4.7) on déduit que -

(Ae(u(t)),e v} —e(u(t)))n + JaalB(t), u(t), v)—
—Jad(B(t). ul(t), u(t)) = (f(t), v —w(t)v Yv € Uag, ¥t € [0,T]

De l'inégahité precedente on obtient :

(As(u(t), (u(t) — £(v))n < ;admm u(t), v)—

—aa(B(8), u(t), u(8) + (F(), u() —v)y Vo € Vg, V€ o7], (1412
en remplacant (1.4.8) dans (1.4.10) on obtient :
{.Actuh{ ))-2(ua(?)) _C{'Uh” {Jm{gh{ )sun(t), ve)— (1.413)
_.:I'n.d h{t ’L&h[ } uh{f -+ (_f ’H.h = 'Uh_} V’Uh = E'h_,f = [l:' T] o
de (1.4.12) et pour v = uu(t) on aura done :
(A, () clonO)) < B ADMD— (1 42

—;M(B{tj t),u(t)) + (f(2), u(t) — un(d))v
et de (1.4.13) pour vy = vi(t) on aura :

(As(un(t)), s(unlt) — w(t)))n + (As=( uh(t celu(t) —wvnlt)))n <
Jad(Br(t), un(t), va(t)) — Jaa(Br(t), un(t), un(t)) + (f(2), un(t) — valt))v
“?;Uh{f} = Kh, te [U T]

(1.4.15)
Par sommation de (1.4.14) et (1.4.15) on obtient :
(As(u(t) —un(?)), s(u(t) —ua(t)))n <
+Jadl 8 f ), ult), uhfﬂ} — Jaa(B(2), ult), u(t))+
+Jad(Bp(t), un(t), miﬂ)—m(%(ﬂ U {f Un }+ (1.4.16)

+(Ae(un(t)), e(va(t) —ult)))a + (f(2), u(t) — va(t)
Vup € Ky t & [U.. T].

de I'inégalite (1.4 16) on dédwit que -

(As(ult) —un(t)), e(ult) — ualt }]}H

+7aalB(2), u(t), un(t) — wlt)) — jaal(Bn(t), ua(t), unlt) — ult))+
+Jad(Bp(2), un(t), va(t) — u(t)) + (Ae(un(t)), e(vn(t) — ult)))n+
+(f(2), ult) — valt))v Yua(t) € Ky, t € [0, T]?
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d’oll on obtient -

(Ac() (6, (0 — om0 <

+iadl B(¢), u(t), ual } u(t)) Jm(Sh t), un(t), “h(f — u(t))+

+Jad( By ﬁ} up(t), Uh — u(t)) — Jad(B(t), u(t), va(t) —u(t))+
+J_ad(8 ,u(t), val }—u )) + (As( U—h{f —H(f '[ h— u(t)))Ju+
+(As(u(t)), e(va(t) — ult))n + (F(£), u(t) — va( ]}1

vﬂh{f) chy te [ﬂ- T]

Finalement nous obtenons 1'inégalité suivante -

(As(u(t) — un(t)), s(ult) — un(t)))n < (As(unlt) — ul(t)), e(valt) — u(t)))u+
+7ad(B(8), wlt), un(t) — w(t)) — JaalBn(t), un(t), un(t) — u(t))+
+ad(Balt), un(t), va(t) — wu(t)) — jaal(B(2), w(t), va(t) — u(t))+
+R{U&{t:] = u(t]]f‘a"vh{t:} & I{h; t e [ﬂr T]?
(1.4.17)

ou la fonetion R est définie par :

R(v(t)) = (As=(u(t)). =(v(t))x + Jaa(B(2), u(t), v(e) — (f(£), v(t))v-
Vu(t) € Uy, t € [0,T],

et elle verifie I'inégahité suivante :

| R(v(?) | e([[u@)llv + IFE] v + 1BE) 2w lw@)lv- (14.18)
De (1.1.21)(c) et (1.1.19) on a

(A= (u(t) — un(t)), e(u(t) — ua(t))n = allult) — un(®)|}. (1.4.19)

et La fonctionnelle j,4 satisfait 'inégalité suivante pour tout 3,(t). 3,(¢) de L*(T'3)
et uy(t), us(t), ua(t) e V

| Jad(B:(t), wr(2), ualt)) — Jaa(By(t), ua(t), ua(t)) |<
< e([I8, () — Ba(t)l|z2rey + llua () — w2y ) lfuea () [l - (1.4.20)

D’aprés (1.4.17), (1.4.18). (1.4.19) et (1.4.20) on obtient :

allu(t) —un@)I} < e(| B(t) — Ba(t) [z2ry) +llult) — ua(®)ly)lu(t) — ualt) lv +
+e(||8(2) = Br(B)l|z2(rs) + [[4(E) — wal)llv-)l|va(?) —ul®) [lv +
te([lu@®)llv + 1F O] v + [1BEz2ws)) [va(t) — w(®)]lv, Yoalt) € Ka,t € [0,T].

En utilisant | inégalité élémentaire suivante :

b{iaz—l—ébz
=55 T 9
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pour obtenir 1'inégalité :

aflu(t) — “h(t}nzf %

L[l B(t) —

"‘—H B(t) — Bult) |z2rs) +llult) — ualt
||ﬁh|\t -+ ||f||t + 18llz2rs)) llvn — v

t) |zars) +llult) — ualt

)] + _”’“ t) —up(t) |3 +
W2+ —IIUh —u(t) |3 +

V"i""IJhEKh fE[D T]
mais on sait que va+b < \/a + Vb Ya, b € R, d’oii on obtient

Jallu(t) —un(®)lv <
fed
(T'z) —}—“H{f] — UR f}“r + —||u f.' —-uh f ||1 o

/5511 B) = Ba(®) lzs
/33 [|3 — Ba(t) |z2rsy +Hlw(t) — ua(®)] ] '-,f ||“uh —u(t) ||v +

c(llullv + Il v +

1
18llz20)) % loa(#) —w(®)]| & You € f“ih tel0,T

on peut écrire I'inégalité précédente zous la forme

() = un(@)lly <
| B(8) = Ba(t) [z2ms) +(2y/ 755 + /S lult) — wa(2) [lv

C
2ad

: (1.4.21)
S lwn(t) — wl(@) lv +Cllunllv + 1Fl v + 18]l 2 ra))? 7 ||un — 16”1--
Vup € Ky, t€[0,T].
De plus, d’apreés (1.4.11) on a :
o(t) — on(t) = As(u(t) — un(t)),
en utilisant(1.1.19) et la inéarité de .4 et = on obtient
lo(8) — on(®)llne < Lalluet®) — wa(®)llv- (1422)

Finalement, en soustrayant (1.4.9) de (1.4.6) on trouve
t
;9 s .Sh{t} - / [ h(s}{"ﬁf{Rﬂ(uhu{-s}jz + Y |I R?' Uhr 5} |I2}_

—(8(s) (v (Ru(ww(5))* + 77 | Br(ur(s)) [*)]ds+B0 — Bon
te[0,7].

=

En utilisant les mémes techniques utilisées pour obtenir (1.3.8) on obtient

t
| 8(t) — Bal?) llz2rn < 0_4 |e(s) — un(s)||vds+

(1.4.23)
ﬁﬁ”ﬂﬂ—%@hwﬁPHWrﬁmmm}
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Dongc, en additionnant (1.4.21) et (1.4.23) on trouve :
[[u(?) —“h{t v+ | B(£) — B,(¢) |L"{F3‘J{‘

5 | B(t) = Balt) lmm (2y/35 \f }Il’u(t}—un t) llv

f lwl(s) — up(s)||vds + ¢ ||3 s) — B,(s)

\/ ?Ilvh{tl —u(?) |lv +ﬂ(llullr 1A v + 18]z lon -l

Yo, € Ky, t€[0,7],

d’ou 1l résulte -

(1= 2o = 22 ) — un®ll + (1 2y 52) | BE) = Bu(0) liscrar<

s 3
cl|Bo — Bonllz2rs) + T||Uh(f»} —u(t) [lv +e(flullv + £l v +11B8llz2a) 2 lvn — ulli +

-

+C‘jn‘ L||u{3) == Hh(5}||1.' + ”3(5} — .Sh{Sj”LE(T'g‘])dS Vup, € Ky, t € [U T]

on prend ¢ tel que :

[ e [ed [ e
_ 9 _ S .
1-2 o s za}{]etl 2 Za{i}n

d’ol on obtient :
u(t) — un(t)lv+ || B#) — Bult) l|zais) < €llBo — Bonllzaers) +
+ellon() —u(t) v +e(u(®) v + £ v + 18z lon(e) — (Ol +
—|—cf (llu(s) — ua(s)llv + 11B8(s) — Ba(s)llz2(rs))ds Yor € Ka, t € [0,T].
ﬂ (1.4.24)

Moyennant une version des lemmes de Gronwall 1] s’ensuit que :
[(t) — wn(t)|lv+ | B(¢) — Ba(t) [L2rs) =< cl| Bo — 3n;;|iL2fra}+ :
+ellvn(t) — u(?) ||v + +e(|[u@)llv + [ F@)] v + [|Bllz2rs) 7 loa(t) — w(@)|F
"'G"I'I.Jhl:f} e Ky te [ﬂT]
(1.4.25)
Par conséquent, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.4.2 : Soit (u, 3) la solution du probléme Py et soit (up, 5y) la so-
lution du probléme Py.. Alors on a ['estimation d erreur suivante -

|l — unllwisoz: vi+ || B — By llwreso: L2men =
C||3 — 3%”11 Les(0T: V) +c Eﬂf {HTJ.h, — u ||H loofff T V) +
vy £ Ky
1
+(lellwreeo, 7 vy + 1 fll wrsor: vy + 1Bllwreso.zs 2rsn) ¥ lwn — vl fr oo« vy
(1.4.26)
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L’estimation (1.4.26) est la base de I'analyse de convergence du schéma semi-
discréet. En effet. en argumentant comme dans Raviart [33], on déduit le résultat
de convergence suivant :

Corollaire 1.4.3 : On suppose que les conditions (1.1.21) — (1.1.26) et (1.1.29)
sont satisfaits, et

184 — Boxll — 0 quand h — 0. (1.4.27)
Alors moyennant (1.4.22) (1.4.26) et (1.4.27) on obtient :

v — unllwis=@zv) + |8 — Ballwi=(oz:2? (rz)) + llo — onllwr=(0r3,) — 0.

Donc la méthode converge lorsque h — 0.

On considére maintenant une approximation compléte du probléme Fy-. Soit
0=ty <t < . <ty =T, une partition de l'intervalle de temps [0, T, et soit
k =T/N le pas de discrétisation et ¢, = nk les noeuds pour n =01, N_ Pour
une fnnctinn continue t — w/(t) on utihize la notation w, = w{tm et pour une suite
{wn} _g on note dw, = (w, —wy—1)/k. Dans cette section, ¢ dénote une constante
positive indépendante des paramétre de dizcrétization k et A

La discrétisation compléte est basée sur un schéma progressif d'Euler et elle
est donnée sous la forme swivante -

Probléeme P - Trouver le champ des déplacements u” {u“‘}: i € Vo,
le champ des contraintes o™ { cr’”” C H,, et le champ d’adhésion ;5'”"{“ =

IS’M} C By, tels que :

In=n

u™(0) = ud, 8™ (0) = 8. (1.4.28)

Etpouryn=1 .. . N
ot = Ae(ulF), (1.4.29)

‘SS:k = _{.Sﬁk Yol Bl u'[ﬂ,—]}l.f} + 7 || Be( “{n—l] ) |i2) — €a)+, (1.4.30)

ulk € Ky, (ofk, 2(v") — e(ul¥))y + joa(BF, ulk 0P)—
—Jad(Bn b ") 2 (fast® —ulF)y (14.31)
Vol € Ki

En utilisant les arguments classiques des inégalités variationnelles, on dédut
'existence et I'unicité d’une solution pour le probléme P Ce que nous énoncons
comme suit :

Théoréme 1.4.4 - On suppose que les conditions (1.1.21) — (1.1.26) ef (1.1.29)
sont vérifiées. Alors, il existe une solution unique (v, o™ 8") du probleme Pi*.
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Notre intérét est d'estimer les différences u, u* o, — o™ 3 — 3&.& Soit
n € {l,...,N} et on défimt u, = u(t,), ¢, = a(t,), 8, = B(t,). En utilisant
(1.4.5) pour t = £, on obtient :

on = Ae(uy), (1.4.32)
en suite. en soustrayant (1.4.29) de (1.4.32) on trouve :
o r:rhk Az, — uﬁk’}

mais d'aprés (1.1 .21) 'opérateur A est linéaire continue donc 1l existe L 4 > 0 tel
que °

1A= (2 — w2 < Lalle (i — ") |1,
et d’aprés (1.1.19) on obtient -

At — 2% g < Lalem — 2]y,
d’ot1, nous obtenons I'inégalité suivante -
lom — %l < Lalln — u]lv (14.33)
1l résulte :

k
up¥))x +Jad{3hk el
(frs " — uF)v, b € Kn,

En remplacant (1.4.29) dans (1.4.31

tAs(ui‘;’“)_a: —
—Faa(Ber, ulk ulk) > (f

d’ot1, on dédut I'inégalité smvante -

{AE{Rﬁk}?E(HT} — E{Uh)]'H < Jm(3:"f uf,:_k, 'L.’h)—

jaa(BRE uPk ahEY 4 (f ubk k) Yok € K. (1.4.34)

En suite, par sommation de (1.4.34) et (1.4.12) pour t = ¢, et v = ul* on

obtient :
(Asz(2y, — ul®) e(uy — h““])H
+Jcsdf(3 Uy, U hk un,]' — Jadl 3hk~ k1 uﬁk = un)“‘

+jaal B f},k~t-’h — un) + (Ae(ug®), e(vp — un) )3+
+{fnﬂ"n = Uh}L-'._V'LFh E I{h

En utilizant des arguments similaire a4 ceux utihisés pour la démonstration de
(1.4.21) on obtient :

||“n . uhk”‘r

i)
2./ Bl B Pl SRS &
2(\-’:}"'“ n |L (Tz) { 2 ga:l”uﬂ Uy

c o0 : ; 1 -
—llvn —un(®) v +ellwnfllv + I fall v+ 118nllz2ra) llvn — unll¥
Vup € Ky, t€[0,T]

(1.4.35)
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I reste d’estimer ||3, — 3%*||, pour cela on a de (1.4.30) :
-Shk Shk Zk: Shk £ f’(uﬁfc—ljvj T T || kJ 1T ” - Eﬂ,}+? {1436)
et de (3.2.7) on a pour t =1,

Bn=Bo— Zk" -1l (R {u{,l ]}U} +Vr ||RT T~'5|[_7—]JT || 5&_}-1—- (1.4.37)

3=1

En soustrayant (1.4 .36) de (1.4.37) et en effectuant quelques transformations, on
trouve :

; hk - Rk _ Bk )l
||.3n. =iy ||Lﬂ{r3:| < CJE;?{II.SJ- 1 3 :|| |“.r—1 = “j—s”\- )+ (1.4.38)
+Jn + 180 — -Sgk“ﬁ(rs}-.
ol
tﬂ ]
= [ (B(5) ( (B (5))? +7, || Beien(s)) [[2) — a)4 ds+
0 (1.4.39)
_Zk i—1 (7. ( Ri‘{“{i—l‘rf’)z + 797 || Brlug-1yr) ||2] — €a)+llL2(rs)-
i=1
De (1.433). (1.435) et (1.4.38) nous avons :
| 2tn— ﬂm”t + low — okl + 18, — Shkllr.‘-*[rsn < L4I|Hn — uf¥||lv+
—:31,f |3 — B8 |12 ) +(2 .!,.' 1,!' J||1~=-n—i~‘rmf v +
+Jn+ | |3 —3hk||L2|:ra} + GZ 13; 3hk1|| leei1 — w2, |lv )+
j=1
| 5 fj‘ ] hiE 1 ]5
+/ 5 lvn — ua(t) c(llug”lv + | fall v + 18.ll2es)) ? llun — ualls
Vup € K.

En utilizant des arguments similaires & ceux utihizsés pour la démonstration de

(1.4.24) on obtient -

i

leem [y + ||Gn—ff“‘|\+r+||3n Bt llzas) <

+edn +ellBo — Bo" IIszra}JrCE{IISJ 1= B lagma — )+

1
+eflun —un(®) llv +elllufllv + Ifall v + 1Ballz2ws)2llvn — unlld
Yo, € Ky,

(1.4.40)
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et en utilisant des techniques similaires a celles utilisées dans [8] on obtient -
JIn < cktp(||tl|lzec0. 7: v+ | B |Leo1: 22 ray)-
Alors, (1.4.40) devient :
hik
||un—uﬁk||1-' + llon — ﬂ':ku'i-ﬁ + [|Bn — B I|L3|;r;,-] =
+ektn(||%ll L=, ; v)+ | B |z=(0.1; 2ray))+
n
+el|By — Bo*llz2(rs) + C‘_Zlﬂlﬁj_: — B2 |+ [lejmr — V) +
J=
\ 1 3
+ellvn — un(t) v +e(lun®llv + 1 fall v + 1Ballzaws) 2 llon — wallF
Vup € K.

L’étape suivante consiste a utihiser le lemme suivant -

Lemme 1.4.5 - Soient {g,})_, et {e,}._, deux suites de nombres non négatifs
satisfont a -
n
en < cgnt+ » ki, (1.4.41)
=1
Alors : i,
en < clgn+ Y _kje;), (1.4.42)
=1
Done -
£ : 1.4.43
agon oo (Les)

Pour la démonstration, on peut consulter [26] . [27] et [8].
L’application de ce dernier lemme, nous donne 'estimation de l'erreur sui-
vante :

mag [|lunut¥|ly + lon — o8l + 18, — B z2qes)] <

3
e mag [[lvn — un(®) v +(1¥llv + 1 fall v + 8allz2re)E o — wallF] +
+cktn(||tl|z=(0. T: v)+ | B |L=o7: £2(T3y)) + <l B0 — -Sgk”L*(l“e}}-

Cette estimation va étre utilizée pour analyser la convergence de la méthode de
discrétization complete.

1.5 Analyse de la convergence

Dans cette section, on analyse la convergence de la discrétisation compléte et
mcompléte dez solutions du probléme P. On fait cette analyse sous les conditions
de régularité -

uwe Wh=(0,T;V),
g e Wh(0,T;H,),
B e Wh(0,T; L? (T'3))
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On considére, tout d'abord les hypothéses suivantes -
Hypothése 1.5.1 :

Il existe un sous espace Vj C V' denze dans |7 et une fonction a(h) = 0 tel

que :

lim alh) =0,
A—0+

et
inf |lv—vn [[v< alh)|v ||y, Yv el

v EVR
Hypothése 1.5.2 -

Il existe un sous espace Hy C H dense dans H et une fonction y(h) = 0 tel

que -

lim ~(k) =0,
h—0™ '

et
inf ||z—zn |[u=< v(R)||2 ||lne V2 € Ho.

zpEH
Hypothese 1.5.3

1l existe un sous espace L? (T's)g € L? (I'3) dense dans L? (I's) et une fonction
A(h) = 0 tel que :

lim @(h) =0,
h—0+

et

inf  |ln—nn l|lz2 @< 0R) 17 |22 (ra)e Y1 € L* (T'3)o.
r}hELi fr;}l

On peut maintenant étudier la convergence de la discrétisation incompléte du
probleme P.

Théoréme 1.5.4 ~ Soitu € W'*(0,T;V), 0 € W2(0,T; H,), 3 € W-2(0,T; L? (T'3))
la solution du probléeme Py et up € WH=(0,T3 V), op € WH(0,T:Hy, ), 8, €
W1-22(0, T; L} (T3)) la solution qui correspond & la discrétisation incompléte du
probléme Pp..

Ainsi. sous les hypothéses (1.5.1), (1.5.2) et (1.5.3) on a:

| — ugllwresro. 7 vy + |8 — Ba |lwie=(orc2 sy + |lo — onllwr=pr . 1) — 0.
quand kA — 0

Démonstration. : D'aprés les hypotheéses (1.5.1), (1.5.2) et (1.5.3) on a :
|
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|luo — uor|| — 0, oo — oor| — 0, | By — Bgn |— U quand h — 0. (1.5.1)

On a WH2(0,7T;V,) dense dans W5=(0,T; V) d'ou, pour tout £ > 0, 1l existe
€ Wh2(0,T; 14) tel que :

U]

lu—af <e, (1.5.2)
done :
m_if lu—vp ||1"'<i ||u—u|i2 - m} | t—vy ||1 < Ve +valh)|a |y, - (1.53)
VpEVE vp VR

Alors, la convergence est déduite de (1.5.1) et (1.5.3).
Revenons maintenant a l'analyse de la convergence pour la discrétization com-
pléte.

Théoréme 1.5.5 - Soitu € Wh2(0,T;V), ¢ € W-2(0,T; H,), B € W=(0,T; L? (T'3))
la solution du probléeme P yet u™* ¢ W20, T:V}), ff e Wh=(0,T; Hz),
Bk e Wlee(0, T; By) pour n =1, N, la solution qui correspond a la discrétisation

compléte du probléme PEF.

Alors sous les hypothéses (1.5.1), (1.5.2) et (1.5.3) on a :

maz [Hu,ﬂ_u:;k" + |low — ™| + |18, — 3T||] — 0, quand A — 0. (1.5.4)

Démonstration. : En suivant les mémes étapes que précédemment on ob-

tient :

inf ||lun—vi |!fj < Jlun—)|2 + inf [ ||1<»/_+v’ h)||% |lv,, (1.5.5)
UﬁkE"h 'IJ Eir"h
done :

1
maz inf |lu.—vh* ||2< )
n< N 'L-"}k = Lhkc'lh (15_6)

Ex/E +v’ﬂ Rl [lva -

Alors, de (1.5.1) et (1.5.6); la relation (1.5.4) est vérifiée. ce qui termine la
démonstration. W



Chapitre 2

Analyse variationnelle d’un pro-
bleme élastique avec frottement
et adhésion

Dans ce chapitre, on s'intéresse & un probléme quasistatique de contact avec
frottement et adhésion entre un corps élastique et une base rgide.

Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modéhsé par une variable
interne de surface appelée champ d’adhésion et les conditions de contact sont de
type Signorini.

Le probléme est formulé par un systéme d’équation aux dérivées partielles
contenant I'équation d’équilibre du corps, la loi1 de comportement du matériau, une
équation différentielle modéhisant le champ d’adhészion et les conditions 1mitiales
et aux limites auxquelles 1l est soumis.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous com-
mencons par formuler le probléeme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses
sur les données. Ensuite, dans la deuxieme section, nous donnons la formulation
variationnelle du probléme mécanique. Enfin, dans la troisiéme section, nous énon-
cons et démontrons un théoréme d’'existence et d unicité de la solution faible relatif
au probléme mécanique.

Les techniques employées sont basées sur la théorie des opérateurs monotones,
des résultats sur les inéquations variationnelles d’évolution et sur le théoréme de
point fixe.

2.1 Position du probleme mécanique et hypothéses

Nous considérons un corps élastique qui a I'instant ¢ = 0 occupe un domaine
borné 0 < B d = (2,3) de frontiére I, supposée suffisamment réguliére et
partitionnée en trois parties mesurables disjointes I'y, I'y et I'z tel que mes I'y > 0.
Soit T > 0 et soit [0, T| l'intervalle de temps en question.

36
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Ce corps ezt encastré sur I'y dans une structure fixe, soumiz & une densité de
forces volumiques fg sur € et a des forces surfaciques de densité f» sur I'y et est
en contact avec une base rigide le long de I'z. De plus, le contact avec cette base
est supposé avec frottement et adhésion.

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, T]| — R9, le champ
des contraintes o : QO x [0,T] — Sy et le champ d’adhésion 53 : T3 x [0.T] — R
tels que -

o = Fe(u) dans Q x (0.7, (2.1.1)
Dive + fo =10 dans Q x (0. T) . (2.1:2)
u=~0 sur I} x (0.7, (2.1.3)
ov = fa sur I's x (0,T), (2.1.4)
e 2 0, dr— ’}'!,.SERI,{M,,} <0, (o, — “;"!LSERU{H,,} =0surl'y x (0,7), (2.1.5)
| o7 + -8R (ur) | < up(| R(oy) —7,8°Ru(w) |),
| 7 + 1. B2R () 1< (] R(oy) — 7,8 Ru(esy) |) = 2 =0, (2.1.6)
| o5 +7:8°R-(us) ||= up(| R(0w) — 7,8 Ro(wy) [) =3A > O tel que -
o+ ’}'T_,SZRT[HT} = —Au,,
8= —(8(v,Ru(w) + 7, || Re(ur) ||?) — £a)s sur g x (0,7) (21%)
u(0) = uq dans 2. (2.1.8)
58(0) = 3, sur I's. (2.1.9)

Rappelons que I'équation (2.1.1) représente la lo1 de comportement élastique,
la relation (2.1.2) représente I'équation d’équilibre o1 fy est la densité des forces
volumiques agissant sur le corps déformable Q). les conditions (2.1.3) — (2.1 4)
sont les conditions de déplacement-traction. Les conditions (2.1.5) représentent
les conditions de contact de type Signorini avec adhésion sur la partie I'; de la
frontiére de {2 ol u,, est la composante normale du vecteur u et o, la composante
normale du tenseur des contraintes o. 7, est un coefficient positifet £, :E — R
est l'opérateur de troncation défini par :

L s15 < —L.
R,(s)=4 —ss1 —L<s5<0, (2.1.10)
0 s15 > 0.

ler L = 0 est la longueur caractéristique des liens.

Les conditions (2.1.6) représentent une version de la lon de Coulomb non
locale généralisée onl . est un coefficient positif et R, : RY — R? est I'opérateur
de troncation défini par -

v o8] £ L,
R-(v) = L-”U“ si |lv|| = L. (2.1.11)
("



2.1. POSITION DU PROBLEME MECANIQUE ET HYPOTHESES 38

R représente une régularizant normale c’est a dire, un opérateur inéaire et continu
de H~% dans L*(T'). p est une fonction non négative appelée fonction de frotte-
ment, 1 est le coefficient du frottement. L'équation (2.1.7) est I'équation différen-
tielle ordinaire associée au champ d’adhésion. Finalement les conditions (2.1.8) — (2.1.9)
représentent les conditions mmitiales. Pour l'étude du probléme mécanique, on
conzidére les hypothéses smivantes :

Nous supposons que 'opérateur d’élasticité F : Q2 x S; — 5; satistait -

[ (a) l existe L > 0 tel que : || F(z, 1) — Flz,22)|| < Lr||e1 — 22|
Ve1, €2 € 5S4, pp- & € L)
(b) 11 existe m= > 0 tel que :

(F(z,e1) — F(x,2))-(e1 — £2) = mz|les — &a|?

Vey, 20 € 54, pp. x €L
(c) L'application @ — F(x, =) est Lebesgue mesurable sur (1 V= € S,
| (d) L’application z — F(z,0) € H.

-

(2.1.12)
De méme nous supposons que la fonetion p : I's x B, — R satisfait :
(a) Nexiste M = 0 tel que :
| p(z,71) —plz,m2) |EM |r—ry |Vr,meR, pp 2z €T (2.1.13)

(b) @ — p(z,r) est Lebesgue mesurable sur I'; ¥r € R
(c) p(#,0) =0, p.p. x €Ts.

On suppose aussz1 que les forces volumiques et la traction surtacique ont la régu-
larité -

foe WH(0,T; H), (2.1.14)
fa € WH(0,T; L*(T9)%). (2.1.15)

Le théoreme de représentation de Hies: entraine l'existence d'une tonction f :

[0.T] — V tel que -
(f(B),v)v = (folt),v)m + (f2(?), V)L2ree VO EV, pp. £ €(0,T).  (2.1.16)
Les conditions (1.1.14) — (1.1.15) impliquent que -
FeWhR0, TV, (2117}

Pour le probléme de Signorini nous utilisons 'ensemble convexe de "déplacements
admissibles" donné par -

Uw={ve Hfv=0sur T}, v, <0surI3}. (2.1.18)

Pour une fonction scalaire 5 qui représente le champ d’adhésion sur I';, nous
défimssons 'ensemble :

Q= {H &L (U~ TJLZ{_FE}) J0<8(t)<1Vte(0,T), pp. sur 1"'3} .
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Les conditions mitiales satisfont :
ug € Una, Bp€ L*(T'3) N Q. (2.1.19)
Les coefficients d'adhésion v,,, 7. et =, satisfont les conditions :

Yo Yy € L®(T3), €a € L*(T3), ¥, ¥rs8a 2 0, p.p. z € Ts. (2.1.20)

s T2 T
Tandis que le coefficient de frottement p satistait -
p € L™(T3), p(z) >0, pp. z€Ta. (2.1.21)
Pour I'étude du probléeme P, on défimit le 'espace termé V' de H, par -
V={veH/v=0sur}. (24.29)

Puisque mesl’; = U, I''négalité de Korn s’'applique sur V, alors, 11 existe une
constante Cp > U dépendant uniquement de ) et ['; telle que -

[e(@)lln > Cellollz o € V- (2.1.23)
Nous considérons sur l'espace 1. le produit scalaire donné par -
(w, v)v = (e(u),e(v))n Yu, v €V, (2.1.24)
et soit ||.||y la norme associée, c-a-d :

lollv = ll(e(@)llx- (2.1.25)

Par I'négalité de Korn, 1l vient que ||| gz, et |||y sont des normes équivalentes sur
V' done (V. ||.][i-) est un espace de Hilbert. De plus, en utihsant le théoréme de
trace de Sobolev. on obtient :

Il

| < Gollvflv Yo e V- (2.1.26)

L2 (Tz)yd —

Nous défimssons maintenant la fonctionnelle d’adhésion j.z - LE(Fg) *VxV =R
par :

jed(B,u,v) = | (—7.8°Ru(w)vy + 7,8 Rr(ur).vr)da, (2.1.27)
ra

et nous définissons la fonctionnelle de frottement js. : L= (Ig) x Hy x Vx 1V = R
par :

ifr(B.0,u,v) = f uP(| R(o,) — 7,6 Ru(wy) |)|v-||da. (2.1.28)
r3
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2.2 Formulation variationnelle du probleme P
Soit v € Uyy. en utihsant la formule de (Green nous obtenons :
(a(t), =(v) — e(ult)))n + (Dive,v — ult))g = fo*{t)y_{v —u(t))da Yv € H;.
T
De cette derniére égalité on obtient :

(o(t), e(v) —e(ult)))u + (Dive(t),v —ult))g = / o(t)v (v —u(t))dat+

Ty

—l—/ o(t)v.(v— u{tj}da—l—f a(t)v.(v— ult))da Vv € Uy,
T2 T2

En utihsant (2.1.2), (2.1.3) et (2.1.4) on trouve -
(0(6).2(0) = <(ut) b = (foft). v — )z = [ o (v — ult))da+

+ | ft).(v—ult))da+ | o(t)v.(v—ult))da Vv € ugq.
T2 I3

Sachant que u € Uyy et v € Uyy on obtient -

(o(t),e(v) — =(ulE)))n = (Jo(t), v — u(t)) g+

4 f f2(t).(v — u(t))da + f o(t)v.(v — u(t))da, Yo € Upa
T2 ra

d’ou on aura :
(o(8), £(w) — £(ul®)) ) = (folt), » — u(®))ar+

+(fa(t), v — “{ﬂ}mrn,d +f ov.(v— ult))da, Yv € Upd,
2 T

et d’aprés (2.1.16) on obtient :
(o(t). =(v) — =(u(8)) = (F(2) v — u(#))y + f ov.(v — w)da Yo € Uye. (2.2.1)
T3
En utilisant :
ov(v—u)=ou(vy —w) + or(v: — ur),
on obtient :

g""-{v = 'Uf} = {’3_1) T Tu-‘ggRts{uu] }{'Uu T 'uv} - F}:p.’SQRI/{uV) ['Uu = 'L!.!,]—l-
+(or + 71,82 Ro(ur)) (vr — ur) — 1.8 R (ur ) (v — us).

On peut écrire cette dermeére égalité comme suit -

JV—'(U = u,} — [_TIJ.'SZRT-‘{;H'P}{”U == 'Hu} + TT-SQRT (U-T”(’UT = HT}] 2 o
+(JT = J-:"T-SzRT{uT\J}-'U‘T = (G—‘T i = ’:"T.BE-RT(“T?]}-'MT_!_ (2-22}
—|—|f0':, o F}JJJ.'SERI-’{HUI}}“F = (Ju e~ '-:".]-)-IBQRI’[HE-“}]MU-
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D’apres (2.1.5) on a:
(o — 7,82 Ry (uy) )y, = 0 sur T'3, (2.2.3)
(o0y — 7,82 R, (uy))uy, > 0 sur T'3, (2.2.4)

donc, de (2.2.2), (2.2.3) et (2.2.4) on obtient :

/ UV—{U = “J‘dﬁ > —/ [_'“I:J.SER:f{uu}(“v - “v} i TTJQQRT{UT))-(“T - “T)] da+
ri T3
—l—/ (0r+v,.8°R-(u;)) vrda — / (o7 +7,8°R (u;)).u,da.
3 T3
Par substitution de 'inégalité précédente dans (2.2.1) on obtient :

(o(t),e(v) — =(u(t)))n = (f(E), v —ult))v—
[ [—7,8(8)? Ry (w (£) ) (vy — w(t)) + 7, 8(8) 2 Re(ur () (vr — ur(t))] dat

2
; f (92(2) + 72 B(8 R 2 (1)) vl
j ‘|‘f}'73{t T'!"T{t:]}}'u‘?'(t}da'
ra

(2.2.5)
Lemme 2.2.1 : La condition (2.1.6) est équivalente a :
HJT + TT:HERT(HTJ” i: .“‘PH R{.U—UJ TN ﬂfu.SERV{uT’,} U ) (2 2 6)
(07 + 7, B8Ry () ur + up(] R(3) — 7,8 Rl |)Jurl] = 0 sur 3. (22
Démonstration. : On suppose que (2.1.6) est vérifiée, alors on a u- = U ou
o, + ’}'TISER,—{RT) = —Au, d’oll on obtient :
(or + 78" Re(ur)) ur + pp(| Rlow) — 7,8 Ro(w) |)|ur]| = 0.
Supposons mamntenant que (2.2.6) est vérifiée. W
- Si - |lor +7,8”Re(wr)|| = up(| Rlow) —7,,8°Ru(w) |), alors -
(o478 Ro(2r)) utr = —||or+7-82Re (ur ) ||| || = 3A = 0 tel que o,+7,8° R, (1) = —Au,.

-5 ||er + “yT_SZRT[uT]H < upl| Rlo,) — *‘,r-ySzR,,(uv_} ). alors :

0= (JT + F}’IT:SERT(HT}J-RT + .IUPH R(Jv} . ?.IJ.BERII{:HP} |}||’Lt-7-|| =
> —|lo-+ F:rT-SzRT{HT}”“uT” + ppl| Rlow) — '?'pSQR:r{HU) ) e -

De cette derniére égalité on obtient :

U= (o;+ .T.Ser(uT}:]—uT T f-‘pﬂ R(O—I"} =i TuBERv{uH} |}||u*r!| >
= “'U-*r” PLPU R(sz] == 'Y'I;.B?er[uv) |] = “gr 4 F}'«.-—-S?RT(.RT”-
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Mais : (up(| R(oy) —7,8°Ru(w,) |) — ||lor + 7, 8°R,(u;)) > 0, done 1l résulte que
u- = 0. On a auss1 d’apres 'inégalhite de Cauchy-Schwarz -

| (07 +7,8°Rr(ur)) v- | |lor + 78" Re () | ||vs
d’otl on obtient :

(07 + 7B’ Re(ur)) v = —|lo7 + 7,87 Re(ur ) ||[|v- |-
En utilisant (2.2.6). on déduit que -

(or +7,8°Re(ur)).vr > —up(| R(0y) —7,8°Ru(w,) |)||v-||. (2.2.7)

D’aprés (2.2.5), (2.2.6) et (2.2.7) on obtient -

(o). 2(v) —e(u(t)))wn = (F(t).v — ul(t))v—
[=71.8(#)* Ro(w(t)) (s — w(t)) + 7-B(¢)* Rr (u- (2)))-(vr — ur(t))] da—

b
_/ #P“ R(‘jv] - 3 Ri’ ’bl',!, ”UTHda_l_
3

+f pol| Rloy) — 7,8°Ru(w) |)|jurl|da.
r3

(2.2.8)
Moyennant (2.1.27) et (2.1.28) et (2.2.8) 11 vient :
(o(t),e(v) — { (¢ }}J > (f(t),v —ult))yv —Jaaf{S u(t), v —uft))—
—i5r(B(1), o(2), ul(t), v) + Jrr(B(E), o(2), u(t), u(t)),
d’ou on obtient :
(1)) <lt o B )l
+Jfr(5( u(t),v) — g5 (B(2), o(t), ult), u(t)) = (f(t),v —u(t)y (22.9)

Vv e Uy , P-P- tE[U T]

Finalement, la formulation variationnelle du probléme P est -
Probléme Py : Trouver le champ des déplacements v : [0,T| — V. le champ des
contraintes o : [0,T] — H, et le champ d’adhésion 5 : [0,T] — L*(T3) tels que -

o(t) = Felult)). (2.2.10)

w(t) € U, (o(t),e(v) —elwlt)) )y + JaalB(E), ult), v — ult) )+
+ire(B(E), o(2). w(t), v) — 37 (B(2), o(t), wlt), u(t)) = (f(t), v —ult))v
Vu € Und, pp-t € (0,7),
(2.2.11)
B(t) = —(B(E)N (1o Ru(uu(t))*+7+ || Relwr(8)) |I)—2a)+, pp. sur [0,7], (2.2.12)

2(0) = ug, (2.2.13)
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3(0) = B,. (2.2.14)

Dans le reste de cette section, nous dérivons quelques 1négalités pour les fonc-
tionnelles j,q et js qui seront employées dans les sections suivantes. Dans cette
section, 3, 3, et 3, dénote des éléments de L?(T'3) telsque 0 < 3, 3,. 3, < 1 p.p.
sur I's; wy, ws, vy, va, u et v représentent des éléments de V'; 0. 1, o5 dénotent
des éléments de H; et ¢ est une constante positive générique qui peut dépendre
de Q. I'y T's. p. 7, .7. et L. dont za valeur peut changer d'un endroit & 'autre.
Pour la simphcité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite de
diverses fonctions de x € 2 U I'5.

D’abord, nous remarquons que j,4 est linéaire par rapport au dernier argu-
ment, done :

Jad(B,w, —v) = —jaa( 5, u, v). (2.2.15)

En utihisant (2.1.27) et les inégalités | Ry(w) |< L, ||Br(ur)|| € L, | By |< 1, ]
G5 |< 1. nous déduisons que :

jad{.ﬁn’i&huz —u) +.j&d|:.82¢u2-.“] —us) < C‘/ | _31 i .32 ] ||H1 >, Hz” {2-2-16)
T3

En combinant cette inégalité avec (2.1.26) on obtient :
Jad(B1s w1, ug — u1) + Jaa( By, w2, w1 — ug) < ¢f|B; — Byl L2(rsyllrer — walfy- (2.2.17)
Puis, nous choisissons 5 = 3, = 5, dans (2.2.17) pour trouver :
Jad( 3, w1, us — 1) + Jaa(5, ua, uy —uy) < 0. (2.2.18)

Par des manipulations semblables. basées sur les propriétés des opérateurs R,
BR_ on montre que -

| Jad( B, 11,V) — Jaal B, u2,v) |Z ellus — wa|lv||v]v- (2.2.19)

En prenant u; = v et us = U dans (2.2 18) et en employant les égalités R, (0) = 0,
R.(0) =0 on obtient -
JGd{S- U': U} E u' {2.2.20)

Puis. nous employons (2.1.13)(a), (2.1.26) et (2.1.28) et les inégalités | R, (u,) |<
L, |Br(u:)|| £L, | 8, |I£1,| By |< 1, nous déduisons que :

Jrr(Brionw,ua) — (81 o1, wn ) + Je(Ba. 02, w0, 1) — J4r (B, 02,12, u2) <
M || pllze=ra) (181 — Ballz2irs) + I — wally + [lor — oalln) [lur — wellv-
(2.2.21)
Maintenant, en utilisant (2.1.13)(a) et (2.1.21), 1l s'ensuit que (1.1 28) est bien
défime. De plus, nous avons :

ir(B,0,u,0) < AM|pllzma)(18llz2n + lullv + lolb)lwlly  (2:2.22)
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2.3 Résultats d’existence et dunicité

Théoréme 2.3.1 : Sous les hypothése (2.1.12) — (2.1.15) et (2.1.19) — (2.1.21),
il existe py > 0 dépendant seulement de Q), I'y, I's, F et p tel que - 51 ||| o<(rs) <
g, le probléme Py admet une solution unique (v, o, 3). De plus, la solution satis-
fait :

w e Wh(0,T;V) (2.3.1)
o e W20, T;H;) (2.3.2)
Be W0 T L (T3) N Q (2.3.3)

Le triplet de fonction (u, o, 5) satisfaisant a (2.2.10) —(2.2.14) est appelé
solution faible du probléme P. Nous concluons du Théoréme 2.3.1 que, sous les
hypothéses (2.1.12) — (2.1.15) et (2.1.19) — (2.1.21), s1 ||ptf|z==(rs) < pq alors,
1l existe une unique solution faible du Probléeme P qui vérifie (2.3.1). (2.3.2),
(2.3.3).

La démonstration du Théoréme 2.3.1 sera taite en plusieurs étapes Elle
est basée sur les résultats des inéquations variationnelles d’évolutions avec les
opérateurs monotones et le théoreme du point fixe.

Nous supposons dans la suite que (2.1.12) — (2.1 15) et (2.1.19) — (2.1.21)
zont vérifiéez. Pour la simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance
explicite de diverse fonctions de x € Q U T

Soit Z={B8e Wh>([0,T]; L2(T2))NQ / B(0) =B, }.

Et soit £ € Wh2(0,T;V) , g € WH(0,T; H;) et 8 € W12(0,T; L? (T'3))NQ
donneés. !

Probléme PT—*"E . Trouver le champ des déplacements “f& :[0,T] — V et le champ

des contraintes er:' : [0,T) — H, tels que :

oo (t) = Fe(ul,(t)), (2.3.4)

s () € Uaa , (05(t), £(v) — e(wle(#)))r + Jaa(B(2), £(t), v — ub(£))+
+isr(B(2), g(t), £(8), v) — Ger(B(2), 9(2), £(2), uge () = (F(2), v — upe())v
Vv € Uy, pp.te|0,T],
(2.3.5)
e (0) = o, (2.3.6)

Nous avons le résultat sumivant -

Lemme 2.3.2 : Sous les hypothése (2.1.12) — (2.1.15) et (2.1.19) — (2.1.21),

2
le probléme P:?‘l admet une solution unique ( uif, crgf} ayant la régularité suivante :

ule € WH°(0,T; V), oo € W(0,T; Hy).
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Démonstration. : Pour tout ui&{t] donnée l'opérateur L; : V' — V' défime
par : 4
Li(v) = (Fe(ug(t)), e(v))n + Jaal 8(2), £(2), v),

est linéaire continue sur |7, done d’apreés le théoréme de représentation de Riesz,
1l existe un unique élément w(t) € V' tel que -

Li(v) = (w(t),v)v = (Fe(ul(t),=(v))n + jaa(B(2), £(t),v) Yo €V,

d’oll, on peut définir l'opérateur - A : V. — V' tel que - A(uﬁ,{t}] = w(t) et par
consequent :

(A(use(t), v)v = (Fe(ube(t), e(v))n + Joa(B(t), £(t). v) Yo € Una, t € [0,T].
(2.3.7)
Montrons que : I'opérateur A est fortement monotone est de Lipschitz sur 17 Soit
uy, us € V alors, d’aprés (2.3.7) on obtient :

(Aus (8), up(t) — s (8))v = (Felu(t)), =(ua(t)) —e(w(#)))n+
+Jad(B(2).&(t), ua(t) — w1 (2)), (2.3.8)

d’ol on obtient :

(Aua(t), uy(t) — ualt))y = (Felus(t)), s(wi(t)) — s(walt)))y+
+Jaal B(2), £(2), w1 () — ua(t)).

Par addition de (2.3 8) et (2.3.9) on obtient :

(2.3.9)

{Aﬂl{t} = Aui(t}~u?{ﬂ £ Hl{f]}r =
(Fe(ui(t)) — Fe(ualt)), e(ua(t)) — e(wi(f)))n+
+JaalB(2), E(2), ua(t) — ui(t)) + JaalB(E), &(1), ua(t) — ua(t)).

Mais la linéarité de j,4 pour le dernier argument sur V' entraine que :
Jad(B(t), £(2), u2(t) — u1(t)) + Jaa(B(2), £(2), w1 (t) — ua(t)) =0,

d’oll on obtient :

(Aui(t) — Aua(t), ua(t) — wa(t))v =
(Fe(ur(t)) — Felua(t)), e(u(2)) — e(ua(t)))a. (2.3.10)

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient -

| (Aw, [t] — Aug(f_],ul{t] — us(t) )y | | |
| Fe(ui(t)) — Felua(t))|ln || elua(t)) — eualt)) |,

et d’'aprés (2.1.25) on obtient :

| (A (t) — Aualt), wi(t) — wa(t) v | [|[Felw () — Felualt))||ne||wer (2) — walt)||v-
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i sy, e i e s P Biniis mrbcldimtiecon aliient -
| Aui(t) — Auy(2) ||y < [[Fel(u(t)) — Fe(ua(t))|lx
s apnts (1 Ty a) E6 (S 1.95) o6 & -
|Fe(ui(t)) — Fe(ualt)|ln < Lr|le(w () — e(ua(t))|ln < Lr|lui(t) — ua(t)]lv,
d’oll on obtient -
| Aui(t) — Aua(?) ||v= Lr||ui(t) — ualt)||v- (2.3.11)
Doz A st Tipabizen, Db, Taprte (21.19)(0) 6 (21.25) cuas
(Fe(wi () — Felua(t)), e (t)) — e(ua(t)))se = mpllui(t) — wa(t)|*v,
dott d’aprés (2.3.10) -
(A (2) — Aug(#), ur(t) — wa(t))y = mp||wa(t) — ualt)| v (2.3.12)

Donc A est fortement monotone. W
On démontre maintenant que js. est convexe, propre et sem continue infé-
rieurement.

1) jse(B(2),9,€ v) < 400 d’aprés (2.1.13), (2.1.20) et (2.1.21), donc js est

propre.
2) Soit u,v € Vet te [0 1], daprés (2.1.28) on a:

ire(B,9, & tv + (1 — t)u) = L“P” R(gy) — 1.0°Ru (&) |ltv- + (1 — t)u,||da,
d’oti on obtient -
(B9, 6t + (1—thu) < t /T #P(| Rlgy) = 18" Rul&) |-l da
+(1=1) [ uP( Blg) = 1,8 RulE,) )l da

11 résulte d’aprés I''négalité précédente et (2.1 28) que -

jf?‘[-ﬁjgr‘f? tv + {l i t}'li} i: t.}_f?‘['3191 [‘;:? U:] + {l _ f}.}f!"{g* g, [E.' U'JJ

alors, jrr est convexe.
3) Soit v, —vsurVetona:

| ise(B(8), 9(8), E8), vn) — e (B(2), 5 (2),
| f ﬁPfIR.gu(H—’}'y.ﬂ{} (6, ()

T
_[‘JHP“ R(gy{t]} = TL}'S{HZRU{&U“"_” ” || Ur || da | ?

£(t).v) |=
)l

|Unr||da—
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D’apreés quelque manipulation algébriques et (2.1.21), (2.1.26), (2.1.28) on ob-
tient :

| .}f'r “ gl:t g{t n} _J-fr{.ﬂ{t)?g{_t):gtt)-vj |£ CCG}VI”I—LHL“[TBF I| ”Uﬂ —v ||V'.~

et comme v, — v dans V, alors | v, —v ||[y— 0 d’ot :

lim inf je(B(2), g(t), E(L), vn) = Jr(B(E), glt). &

Donc js, est s.c.1.

Nous concluons de (2.3.11) et (2.3.12) que l'opérateur A est fortement mo-
notone et de Lipschitz sur V' et on a démontré que la fonctionnelle js,. est convexe,
propre et s.c.a1 et comme U,y C V' est un ensemble convexe, fermé et non vide,
alors. d’apres un résultat d’existence et d'umicité sur les inégalité varnationnelles,
1l existe un unique élément ugflft} € Uyg qui vénfie.

w2 (t) € Una, (A(ule(2)),v —ule(t))v + 75 (B(2), g(2), £(2), v)—
—jsr(B(), 9(2), £(t), ue(t)) > (F(2), v — uoe(t))v Yo € U, Yt € [0, T].
(2.3.13)

En utilisant maintenant (2.3.7) et (2.3.13), 1] résulte que u ud gc(t) verifie {2 35)
F‘renant maintenant ¢ gE? définie par (2.3 4} D’apres (2.1. 16} (2.3.5) et pour
v =1, ft] +paveec ¢ € D =D(0)? c HI(Q)? on obtient -

(0oe(8), £(0(O))m + Jaa(B(2), £(2), 0(2)) + G- (B(E), 9(2), £(2), uls + o(2)) —
ip(B(2).9(8).£(5). uze(8)) = (fo.0o(t)a + (Fr0(8)) 5 .v\peﬂ vt € [0,7].

Mais ¢ € D =D(Q)¥ c HJ()V = v(p) =0= ¢ =0sur T, donc :

(f2.¢(t) 2 p v =0,

Jad(B(2).E.0(2)) = 9
Je(B(2), 9(2).£(2), upe(8) + @(2)) = G5 (B(2), g(£), E(F), 15 (2)),
d’ot1 on obtient :
Frr(B(2), 9(2),£(8), 15 (8) + 0(2)) — - (B(2), 9(1), £(2), vge(2)) =
Par conséquent,
(05:(8)), ((8)n = (fo. 0(£))zr Yip € D, ¥t (0,T). (2.3.14)

i - B -
De la méme maniere pour v = 1, — (¢ , on obtient :

(65:(8)),c(0(®))n < (fo, 0(®))a Vo € D, ¥Vt € [0.T]. (2.3.15)
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De (2314) et (23.15)on a:
(o0 (). (0 (£))n = (fo(t). ©(¥))z Yo € D, Wt € [0.7],

donc, Dz'm:rfg{t} = —folt) et comme fy(t) € H = Dim:rft-{f} £ H dou. J’ff{f} =
Hi.

Nous montrons maintenant que uf& e W (0,T;V) et GEE e Wh*(0,T;H,).
Pour cela, soit #;, o € [0,T], nous notons uff{tz-} = u;. cri:.{t.g} = oy, Blk) =
Big(t:) = gi, () = &, f(t) = fi, Vi = 1,2. En utilisant (2.3.4), (2.3.5) et

quelque manmpulations algébriques on obtient :

(Fe(uy) — Fe(ua), e(ur) — elug) )y <

jﬂd{.‘g]?tgl"uz T u]} +Jad{32:§2: ty — u2}+

+ire (81,91, €1, w2) — Jre(B1, 91,61 w1 )+ (2.3.16)
+ifr(Ba, 92,80, w1) — Jsr(Ba, 92, &, w2 )+

+(f1r — fa.u1 —ua)v-

Mais, (2.2.21) nous donne :

jfr{.Sngir‘Eltuz} il j_ff(-ﬁl?gl?(gl?ul} +jf?'[r|32?92:‘521u1) _jfT{BE'J 5‘2:'\52:“2} E
CE*M“#'“LWI:T?J{H-SI - -32“1_*(1“3} " ||*'§1 - 52”1' + ||5'1 = 92||'H}||H; — uzi|1'-.
{2.3.1?)
et (2.2.17) nous donne :

jad(.gwfhﬂz == Hl} +jad{-32:‘£2~u] = uz) =
a : 2318
e(|| 81 — Ballz2rs) + 161 — &2llv ) [frer — ual|v- ( )

Et d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve -

(fi = foo s —wa)y < || f1 — fallv|lws — uallv- (2.3.19)

Puwis, en utilisant (2.1.12)(b), (2.3.16).(2.3.17). (2.3.18) et (2.3.19) on obtient :

|1 (2) — ua(2)[lv <

M - .
??LF||#"||L“"(T3J{||-31 — By lz2rs) + ||f;1 = ‘§2||1-' + ||§1 _QEH'H + ||f1 = f2||\-'}-
' (2.3.20)

D’autre part, on a d’aprés (2.34), (2.1.12)(a). (2.3.20) et (2.1.25) :

oy — aa|ln = || Fe(wr) — Fe(uz) || <

CL_:.I.-.ﬂ/f " .
= |l z=oeay (181 — Ballzaesy + 1161 — &allv + g1 — gelln + || /1 — Follv),
' (2.3.91)
et comme :

£ e WE(0,T: V), g(t) € Wh2(0,T; H,) et B € Wh(0,T: L? (T2)) N @,
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on déduit que :
ub. € WH2(0,T; V) et o, € W(0,T; H,). (2.3.22)

Donc on a démontré le Lemme 2.3.2.
On a pour tout £ € W=(0, T; V), Eliui- e Wh=(0.T: V) qui verifie (2.3.4)
(2.35) et (2.3.6), donc on peut définir 'opérateur -

A, W20, T5V) - WH2(0,T; V) tel que: A £ = uﬁg

Lemme 2.3.3 : [l existe u, > U dépendant seulement de Q2 T'y T's. F et p tel
que st ||| z=ry; < p, lopérateur A\, admet un unique point fire £ tel que :
A (E7) = £,

Démonstration. - Soit £, &, € W'(0,T; 1), notons ui&{t:}l = u;(t), Vi =

u'ﬂ
1.2 la solution du probléme P,*% On a

| Ay (&) — Ay (&) llv=] w1 (2) — ua(t) ||y Yt € [0,7]. (2.3.23)

Nous utilisons des arguments semblables a ceux utilisés dans la preuve de (2.3.20)
dans le cas ou 3, = 5, g1 = g2 et f; = f» pour déduire que :

cM . _ i
|21 (2) — wa(t)][y < m—yl!#llzxm}lléliﬂ —&(t)|lv vt €[0,T]. (2.3.24)

Combinons maintenant (2.3.23) et (2.3.24), on obtient :

. . cM
” Agy () — Agés (2) HLE p ||F‘||L°’~'QF3}
_;E

£1(t) — &(D)|lv. VE € [0,T],

d'ou :
. N ceM . N _
| Agéq — Mgl ||1r1-'1-m:u:T;1-']£ m—F“lﬂ*HLxxrz}“h = tz”ﬂf‘-“’[ﬂ-T:i'J- (2.3.25)

: cM m
On suppose maintenant que —||u|z==ry) < 1 e-d-d. || zssry) < T = B,
mg ' c M

done : A, : WH=(0,T; V) — W10, T; 1) est une contraction dans 'espace de
Banach W'*(0, T; V). Nous concluons par l'utilisation du théoréme du point fixe
que A, posséde un seul élément £ € W'>2(0,T; V) tel que :

A (") =&

On a pour tout g € Wh(0,T; H,). EI!ufE c Whe(0,T;V) qui vérifie (2.3.4),

(2.35) et (2.3.6) donc on peut définir 'opérateur -

Az WER(0,T; Hy ) — WH2(0,T;H,), tel que: Ag(t) = Fe(uy:(t))
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Lemme 2.3.4 : [l existe pu, > 0 dépend seulement de Q), I';, I's, F et p tel que
5t ||ptl|zo=(rs) < 9, Uopérateur A admet un unique point fize g*.

Démonstration. : Soit g1 , g2 € W"*(0,T; V), notons ob (£) = Fe(ul .(8)) =
F=(u;(t)), vi = 1,2 la solution du probléeme P?;E", on a:
gt (8) — Aga (&) I = | Felu(8) — Fe(ua®l,  (2.3.26)
donc d'aprés (2.1.12)(a) et (2.1.25) on obtient -
Agi () — Aga (8) b < Lrlln(t) — wa(®)llv V¢ € [0,77]. (23.27)

Nous utilisons des arguments semblables & ceux utilisés dans la preuve de (2.3 20)
dans le cas oil 3, = 55, £, = &,, et f; = f; pour déduire que :

) — @l < S-lulz=mollos —sal € 0.7). (2339)
De (2.8.27) et (2.3.28) on obtient -
[Agr (£) — Aga (2) [ln < c{jf”#lhwtmllm —glln V€ [0, 7], (2.3.29)
d’ou 1l résulte - |
cLrM

| Agi — Aga ||i-1-'1-c~r-{n,T:H1:£ |l ze=(rsyllgr — §2||1-r1-m.;u.1";-:~f1}- (2.3.30)
'_",I'._

CL--;r.aw mr
- oo < 1 c-a-d. P < —— =
ny Mellz=s) <1 edd. [lullewms) < 757
sy done - A : WH=2(0. T H;) — W'(0, T;H,), est une contraction dans I’espace
de Banach W'*°(0. T; H,). Nous concluons par l'utilisation du théoréme du point

fixe que A posséde un seul élément g* € W2(0, T;H,) tel que -
AMg')=g"
Soit u? € W2°(0,T; V'), la fonction données par :

uf =42 (2.3.31)

gL

On suppose maintenant que

ou ufE est le champ de déplacement obtenu dans le Lemme 2.3.2 =
Dans 1'étape suivante, nous utilisons le champ de déplacement u? et nous

considérons le probléme zuivant -

Probléme Q?.—S : Trouver le champ d’adhésion 03 : [0, T] — L%*(T's) tel que -

B(t) = —(Ba() (1, R (1)) +7- || B-(eE(#) |1?) — £a)+. pp. t € [0,T],
(2.3.32)
05(0) = 3,. (2.3.33)

En utilisant une version du théoreme de Cauchy-Lipschitz on a le résultat
smvant -
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Lemme 2.3.5 : [l existe une unique solution du probléme fo‘? et qui satisfait
fg € Wheo(0,T; L*(T3)) N Q.

Démonstration. - Nous considérons U'application F : [0, 7] x L}T3) —
L?(T'3) défini par

F{t., 98] = —(g_glif}{'}"I,RE,{HEI,I:f))Z + Ve ” R‘T{U’S‘T{t}:] |I2:] —Eg}+ Vi € IHT]

Soit t € [0,T] et 85 € L%*(Tz). 11 s’ensuit d’aprés les propriétés des opérateurs
de troncation R, et R. que F est de Lipschitz par rapport & la second va-
riable, uniformément en temps. De plus, pour tout 83 € L*(I's) I'application
t — F(t,03) appartient & L*(0,T; L%T3)). En utilisant maintenant une version
du théoréme de Cauchy-Lipschitz. nous obtenons l'existence d'une fonction unique
Bz € W=°(0,T; L*(T'3)) qui résout le probléme Qfg [ ]

Notons que la restriction 0 < 3(¢#) < 1 est incluse implicitement dans le
probléme vanationnel Py-. En effet (2.2.12) et (2.2.14), nous garantie que 3(¢) <
g, pour tout £ = 0 ( parce que J est une fonction décroissante pour la variable £),
done I'hypothése ((2.1.19)) montre que 5(¢) < 1 pour £ = 0 p.p. sur I's. D'autre
part. si 3(tg) = 0 & t = ¢, alors, il s’ensuit de (2.2.12) que 5,(¢t) = 0 pour £ > #;
(car s1t = tg = B(t) < B(tp) done (2.2.12) nous donne Sft} =0 pourt =t )
donc 5(t) est constante pour tout t > t; d’'ou 5(¢) = 5(tp) = 0 pour tout £ > #;.
Nous concluons que 0 < 3(¢) < 1. pour tout ¢ € [0.T] Il résulte de la définition
de l'ensemble Q que #z € Q. ce qui conclut la preuve du Lemme 2.3.5.

Il s’ensuit du Lemme 2.3.5, que pour tout 3 £ Z le probléeme Qfﬂ admet
une solution unique #3 € Z_ Done, on peut considérer I'opérateur A : Z —s Z
donné par

AB = 85. (2.3.34)
Dans la dermére étape, nous allons prouver le résultat suivant.
Lemme 2.3.6 : Il existe un unique élément 3* € Z tel que AG" = 3.
Démonstration. : Soit 3, . 5, € Z et soit u;, #; les fonctions obtenues dans
le Lemme 2.3.2 et Lemme 2.3.5, respectivement, pour 5 = 5, 7 = 1,2 Soit

t € [0, 7], nous utilisons des arguments similaire a ceux utilisés pour démontrer

(2.3.20) on obtient :
eM : . o
w1 (2) —ua(t)[lv < E|I|LL|!L°°[F3){||31{£J — By (&)l z2(rs))- (2.3.35)

D’autre part, 1] s’ensuit de (2.3.32), (2.3.33) que :

t
Qi(t} = -31] § j:; {giil‘;]{'}';aRv[uiu(E,}}z + Y ” RT[R'ET{SJ} ||2} = Ea]|+ ds.
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Alors, de 1'égalité précédente on obtient :
t
g (fJ' gﬂ{t / Tv [HE[ISJRU[UQU{-S}F [S]Ru{:u]v ] ds+
0
t
+ [ 90 182(6) | Bolunr(e)) 2 ~01() || Rl (o) ) .
]
d’ou 1l résulte :

| 61(¢) — 6a(2) |

it
2 < 7 Nz @es) / || B2(s) Ry (uan(s))* — 81(s)Ru(u1n(s))
0

t
+ Il 77 llz2 (s f | 02(5) || Rr(ua-(s)) |I* —01(s) || Rr(2ar(s)) [I*]lz2 (s ds-

2 |lz2 (ra) ds+

En utilisant la défimition de R, et R- et écrivant 6, = #, — 03 + 85 nous arrivons

a:

¢
| 01(¢) — 02(2) ||L2rs) = ﬂ‘[ | 8:1(s) —
0
t
+Cj]u || Ly (5} — ug{s}||L2[p3:,d EfS_
Maoyennant une version des lemmes de Gronwall, 11 s'ensuit que :
t
| 81(2) — O2(E)||2 (rs) < f-] | w1(s) — u2(s)|| L2(rg)« ds,
0

et en utilisant (2.1.26), on obtient -

i
18:(8) — 22122 o) < f lw(s) —wa(s)lv ds,  (2:336)

d'ou, d’aprés (2.3.34), (2.3.35) et (2.3.36) on obtient :

— s cM S
|| ABy(2) — AB,(t)| 22 iT‘glﬂm—F”#”L:‘[l"s} /{; 181(s) — Ba(s)||z2rsy-  (2.3.37)

Réitérons cette derniére inégalité n fois pour trouver :

| A%(81) — A™(Ba) [lwr==(o.7; 22 (rep =

eM
(——lpllz=cs)) "T™ (2.3.38)

P I B;— By ||w3-~='={n,r: LY (T3)) -

Ce qui implique que pour n sufisamment grand 'opérateur A" est une contrac-
tion dans 'espace de Banach W'>(0.T; L? (T's). donc il posséde un point fixe
unique 3° € W"*(0, T;L? (Ts)), et par conséquent 3" est 'unique point fixe de

Popérateur A. m
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Maintenant nous avons tous les ingrédients pour étabhir la démonstration du
Théoréme 2.3.1.
1)Existence : Soit 85 € W1 =(0,T; L2 (T'3)), £ e W>=(0,T; V), g° € W2(0,T; H,;)

les poins fixes, respectnement, des opérateurs A A A, et soit {'u.,cr} la solution
a

du probléme P?.—g‘f et 5 la solution du probléme Q‘- pour 3= 08" £=¢" g=g".
En utihsant les Lemmes 2.3.3. 2.3.4. 2.3.5 on obtient :

w=upe = A(£) =&, 0 =0 = Feluge) = Alg") = (2.3.39)

Done nous concluonz par (2.34) (235), (236), (2332)et (23 33) que(u, o 5)
est une solution du probléme P:_ On a d’aprés (2.3 22), E e W20, T; V), I,
€ WH=(0,T;Hy) dod u = ul. ,LEH""G[UTI‘,I,J—J’Q o € WH(0, T;H,).
B e W0, T; L? (T'3)) découle du Lemme 2.3.5.

2) Unicite : L'unicité de la solution est une conséquence de I'unicité des points
fixe des opérateurs A, /A A



Chapitre 3

Analyse variationnelle d’un pro-
bleme viscoélastique avec com-
pliance normale, frottement et
adhésion

Dans ce chapitre, nous abordons a un probléeme quasistatique de contact entre
un corps de lol constitutive viscoélastique et une fondation déformable. Le contact
est adhésif et les conditions aux hmites de contact et de frottement sont modéhisées
respectivement, par les conditions de comphance normale et la lo1 de frottement
non locale de Coulomb généralizée en termes de vitezse. Le processus d’adhésion
sur la surtace de contact est modéhsé par une variable interne de surface appelée

champ d'adhésion.

Le probléme est formulé par un systéme d’équation aux dérivées partielles
contenant |'équation d’équilibre du corps, la lo1 de comportement du matériau, une
équation différentielle modéhsant la champ d’adhésion et les conditions 1mtiales
et aux hmites auxquelles 1] est soums.

Ce chapitre est divizé en trois zections. Dans la premére, nous présentons le
probléme mécanique, puiz nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans
la deuxiéme section nous dérivons la formulation varationnelle du probléme meé-
canique. Enfin, dans la troiziéme section, nous fournissons 'existence et 'umeité
d’une solution taible du probléme mécanique.

Les techniques employées sont basées sur les résultats des inéquations va-
rnationnelles d’évolution et la théorie des opérateurs monotones, suivi par des
arguments de point fixe.
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[ 3]
(3}

3.1 Position du probléme mécanique et hypothéses

Nous considérons un corps élastique qui & I'instant t = 0 occupe un domaine
borné Q C BY. d = (2,3) de frontiére supposée suffisamment réguliére divisée en
trois parties digjointes I'y, I's et I'z tel que mesl’y = 0. Soit T = U et zoit [{J,T]
I'intervalle de temps en question .

Ce corps est encastré sur I'), soumis & une densité de torces volumiques fp
sur £) et & des forces surfaciques de densité f; sur I'; et est en contact avec une
fondation déformable le long de I's. De plus, le contact avec cette fondation est
supposé avec frottement et adhésion.

Probléme P : Trouver le champ déplacements u - Q x [0,T] — R¥  le champ des
contraintes o - Q x [0,T] — Sy et le champ d’adhésion 3 : Tz x [0, T] — [0, 1] tels
que :

o= As(u) + G=(u) dans Q x (0,7), (3.1.1)
Diwo+ fy =20 dans O x (0, 7). (3.1.2)
u=~0 sur I'y x (0,T), (8.1.3)
av = fi sur I's x (0.7) . (3.1.4)
Tl = ?}u[ut-’} T 1!';.-.32-‘&:,'{151;1 sur I'z x {UT} ) {31‘5}
lo- +7,.8°R.(u,)|| < pp-(| R(0w) — 7,87 R (w, ) )
lor + 782 R (ur )| < wp-(| R(aw) — 7, B R (u ) =>5=0
lor + .82 R (u,)|| = up-(| R(oy) — v BER,, ]I |) = 3A =0 tel que:
or+ v, 2R (u;) = — ity
(3.1.6)
S == _E.S(-TyRH{u’E’}? T r}"r !| RT{““T'} ||‘2 _S&.J+ sur 1_‘3 X {U" T} 7 (3'1?}
u(0) = ug dans (2. (3.1.8)
B(0) = 5y sur ['s. (3.1.9)

Dans ce qun suit. nous fourmssons quelques commentaires sur les conditions
(3.1.1)— (3.1.9). L'équation (3.1.1) représente la lo1 de comportement visco-
élastique, la relation (3.1.2) représente I'équation d’équilibre ou fj est la den-
sité des forcez volumiques agissant sur le corps déformable 2 Les conditions
(3.1.3)—(3.1.4), sont les conditions de déplacement-traction, la condition (3.1.5)
densité le contact avec compliance normale et adhésion et la condition (3.1.6) est
la condition de frottement avec adhésion, I'équation (3.1.7) est I'équation diffé-
rentielle ordinaire associée au champ d’adhésion. les conditions (3.1.8) et (3.1.9)
sont les conditions 1mitiales, ol ug et J; sont des champ donnés.

Pour 'étude du probléme mécanique (3.1.1) — (3.1.9). on considére les hypo-
theéses suivantes -
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Nous supposons que 'opérateur de viscosité A : () x S; — S5, satisfait -

[ (a) Nlexiste L4 > 0 tel que || A(x,2;) — Az, 22)|| < Lalls1 — 2|
Ve1, e2 € Sq, pp. x €1
(b) Nexiste m 4 = 0 tel que:
¢ (Alz, 1) — Alz, £2))-(e1 — £2) = maller — &2
Vey, 29 € 54, pp.- x €L
(c) L’application z — Az, ) est Lebesgue mesurable sur 2 Ve € S,
| (d) L’application z — A(xz,0) € H.

(3.1.10)
L'opérateur d'élasticité G : ) x 53 — 5, satistait :

(@) llexiste Lg > 0 tel que ||G(z,e1) — Gz, ea)| < Lg|le1 — 22|
Ve, 29 € 54. pp. x €L
() L'application * — G(x,2) est Lebesgue mesurable sur 2 Ve € S4.
() L'appheation @ — G(x,0) € H.
(3.1.11)
La tonction p,, : '3 x R — R, satistait :

[ (a) llexiste L, > 0 tel que -
| Pv_{m-_rl) — pu(z, 72) |£fLa; | Fi— 7'2_| Vri,m €R, pp-z €Ty
b) (pulz,71) — pul,ma))(r1 —72) > 0Vr;, m eR, pp.z €T3 (3.1.12)
(¢) # — p,(x, r) est Lebesgue mesurable sur I';, ¥r € R

(d) pu(z.7) =0, ¥r <0, pp.zcTs.

o

L

et la fonction p, : I's x R, — R satisfait :

(@) Nexiste L, > 0 telque :

N s T T B o PN L S
(b) & — p-(x, r) est Lebesgue mesurable sur I';. ¥r € E

(¢) pr(x.0) =0, pp. z €T5.

(3.1.13)

On suppose auss1 que les forces volumiques et la traction surfacique ont la régu-
larité -

fa € WH(0, T:H), (3.1.14)

fo € WE2(0.T; L2(y)%). (3.1.15)

Les coefficients d’adhésion 7, 7. et =, satisfont les conditions :
F;".j:n A.r"." = LDG{FH}? Sa = LE[FEJ H.r:y! F}‘.T? Sa E U: PP & & F3 {3116}

tandis que le coefficient de frottement p satistait -

we L®(Ts), plz) =0, pp.xzcTs. (3.1.17)
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Pour 'étude du probléme P, on définit le sous-espace fermé V' de H, par :
V= {veH/v=0surT,}, (3.1.18)

et on le munmt du produit scalaire défim1 par (2.1.24). et la norme définie par
(2.1.25). Les conditions initiales satisfont -

up €V, (3.1.19)

By € L3(T'3), 0< B, <1, pp. sur ['y. (3.1.20)

Le théoréme de représentation de Riesz. entraine l'existence d'un élément f(t)
€ V tel que:

(f(&), v)v = (fo(t).v)m + (falt), v)z2rye, Y0 €V, pp-t€[0,T].  (3.1.21)
Les conditions (3.1.14) — (3.1.15) impliquent que :
feWwh™0,T;V). (3.1.22)

Nous définissons la fonctionnelle d’adhésion juq : L2(I'3) x V x V — IR par :

jad(B,u,v) = [ (=7uB°Ru(w)vs + 7,8’ Rr(ur)).v-da, (3.1.23)
ra

et nous défimssons la fonctionnelle de frottement j¢, : AT xH xVxV SR
par :

jie(B, 0 u,v) = / uwoo(| R(0,) —7,8°R(w) |) | v [ da.  (3.1.29)
3

Finalement, nous définissons la fonctionnelle de comphance normale j,. : V xV —
R par :

Fuelt ) =/ pu(u,(t))vda, (3.1.25)
ra

pour tout u, v € V et t € [0,T]. D'aprés les hypotheses (3.1.12), (3.1.13) et
la définition des opérateurs R, R, 1l résulte que (3.1.23) — (3.1.25), sont bien
définies.

Dans le reste de cette section. nous dérivons quelques inégahtés pour les fone-
tionnelles juq. jsr et jne qui seront utilisées dans les sections smivantes. Dans cette
section 3, 3, et 35 dénote des éléments de L2(T'3) tels que 0 < 3, 3,, B, < 1 p.p.
sur I's; uy, us, vy, v9, u et v reprézentent desz éléments de |'; . ;, o9 dénotent
des éléments de H; et ¢ est la constante positive générique qui peut dépendre de
0.1 .I'3, p, 7, .7, et L, dont sa valeur peut changer d'un endroit a 'autre. Pour
la simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explhicite de diverses
tonctions de o € 2 U '
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D’abord, nous remarquons que juq. jae Sont linéaires par rapport au dernier
argument. done -

Jad(31 U, _'U) == _JM{S u, 'L'}-. J'-nc{u: —v) = _J;nc(u; U)- {3125}

Puis, en utilisant (3.1.23) et les inégalités | R, (w,) |< L, ||R-(w.)|| < L, | 3, |<
1,| 85 |< 1, on déduit que :

jad(ﬁn“l: Ly — -u.} +Jad{.32:“2?1¢1 - “2_} = C[ | -'31 . -32 | ||“1 " “2”
T3

En combinant cette inégahté avec (2.1.26) On obtient :
Jad(B1, 41, U2 — 1) + Jaa( By, w2, w1 — ua) < || B; — Byllra(rsyllur — ually- (3.1.27)
Puis, nous choisissons 5 = 3, = 5, dans (3.1.27) pour trouver :
Jad(B, w1, ug — w1) + Jaa( B, u2, w1 —ug) < 0. (3.1.28)

Par une mampulation semblable, basée sur la définition des opérateurs R, K. on
montre que :

| Jad( B, 11, V) — Jad(B, v, v) |< el|uy — ua||v]|v||v- (3.1.29)

En outre, nous prenons u; = v et us = U dans (3.1.28). et nous employons les
égahtés R, (0) = 0, B-(0) = 0 pour obtenir :

Jad(B,v,v) = 0. (3.1.30)

Maintenant. nous utilisons (3.1.25) pour voir que -

| jnc{uiyv} _jﬂc{uﬂz Uj !E | ?U{ull‘) T pi-‘{uﬂﬂ) || Uy | da.‘-
2

et donc (3.1.12)(a) et (2.1.26) imphquent :
| Gne(1,v) = dne(ua, v) |< gLy |lur — wallv ||v|lv- (3.1.31)

En utilisant encore une fois (3.1.25) on obtient -

jnc{ul-. Ty — UEJ = J;nc.{.uﬂ.u Uy — 1"'2:] — / lfp,,(uh,} = Pi’{uﬁlf}}{uli’ - uﬂﬂ}da*
r3

alors, (3.1.12)(b) imphque :

jnc[uhul = uZ) _jnr:(ubul = “2) = 1 {3]32)
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Nous prenons maintenant u; = v et us = 0 dans I'inégalité (3.1.32) et nous
utihisons (3.1.12)(d) pour obtenir

Fngle,u) = 0 (3.1.33)

Maintenant, nous utilisons (3.1.13)(a), (2.1.26), (3.1.24) les propriétés de 1'opé-
rateur R et les inégahtés | R, (u,) |< L, ||R-(w.)|| < L, | 5, |£1,| 35, |£ 1, nous

dédumsons que -
jfr{-gpgl-“]-.ui} = .j_fr(.gr Jhul-ul} +Jfr|{33 9'21“2-.151) _.jfr{.giﬂj}u'l:ui} <

gL ||l zo=es) (181 — Ballza(rs) + llw1 — wallv + [lon — oalfa)|lus — “2“{1’-
31.34)

3.2 Formulation variationnelle du probleme P

Soit v € V. En utilisant la formule de Green on obtient -
(o(t),e(v) —elult)))n + (Dive(t), v — ult))g = fcrp.(v — u(t))da Yo e Hy.
] i
On peut écrire I'égalité précédente sous la torme :

(o(t),e(v) — ={(t)) ) + (Dive(t), v —ult))g = [; ov.(v — u(t))da+

—|—/ ov.(v— t},(t})da—i—/ ov.(v—ult)daVv eV, te[0,T].
r2 ' ra o
Sachant que u £ 17 . v € I et moyennant (3.1.2), (3.1.3) et (3.1.4)on obtient :

(o(2), e(v) — e((t)))r = (fo(t),v — ult))a + (f2(t), v — &(t)) 1o+
+f ov.(v—u(t))da Vv € V.
ra

En utilisant (3.1.21), on déduit que :

(o(8), 2(v) — =(@(®) e = (F(£), v — i)+

+f ov.(v— ﬂ(f))da?‘ﬁv =¥ L& [UT] _ (3.21)
ras

D’autre part on a :
ov.(v—u) = oy(vy — w(t)) + or.(vr — ),

d’o11 on obtient :

G’V.l:l) = "EI-} = —{ — -+ FF'I,_.SZRp[uy})(UI.- — t:f'|:r} = o H,r"u.-SERy{uv}{U:r = 'if,‘,}—!-
+{or + “,'TSERI_{uT}}_(T_J,— — ) — nr-TSQRI_{uT]}_I:UT — U,
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done on peut écrire cette derniére égalité comme suit :

g.v_l[-r_.: — 1“'} == —}?;;{uy){’b';; = T.ffu} 3+ f}'u-ﬁerﬂ(uu}{vu — Uy ) —
—1:8°Rr(ur)).(vr — tir) + (07 + 78" Re(wr)) 7 — (07 + 778" Rr(ur)) s
(3.2.2)
Les égalités (3.2.1) et (3.2.2) nous donnons :

(o(8), () — (@) = (O a0 = [ [38(07Rulunlt) (00 — in(t) +
+f ’Tr.gif}gerur{.t}))'{:UT = u‘?[t}}]da =5 / ?u{.uv{ﬂ}(vu e '&uif] )da
ra

ra

+ f (o7 + 7.8 R (ur(t))) v-da — f (07 + 7,8  Rr(ur(2))).4r (t)da.
T3 T2 )
(3.2.3)

Lemme 3.2.1 : La condition (3.1.6) est équivalente a -

”G—T -} ﬁIJT-SERT(u‘TJ” E P—"P'T” R(JV} = TL*-SJZRPE’HU} |}|
(o + "."T,SERJ—{RT:J}-&T T .Iu‘p'l_“ R{gu) = F\.‘IIJ-SERI’EHV} UHT}"“_" =0 sur I'3.
(3.2.4)

Démonstration. : Pour la démonstration voir Chapitre 2. ®
On a auss1 d’aprés 'inégahté de Cauchy-Schwarz -

| (07 + 78" Re(ur)) vr | o + 728 Re (ur) || |-,
d’oit on obtient -
(o + 728" Ro(ur)) vy 2 —|low + 78" Relur)||[| v -
On déduit d’apres (3.2.4) que -
(07 +7:8°Re(ur)).vr = —pp-(| R(9,) — 7,87 Ro(w) v, (3.2.5)

donc, d’aprés (3.2.3), (3.2.4) et (3.2.5) on obtient :

(o(2),2(v) — e(alt)))n = (F(). v — wlt))y — f (=7, 8(£)2 R (t)) (v — () +

T3

[ 2B R (€)- 0 = i (O))da — [ pufa () (00— (2))da
ra T3
— | llor + 78" Re(ur) | vrlda + f up-(| R(ov) — 7,8’ Ru(w) |) | ter || da.
Ta T3
(3.2.6)

Moyennant (3.1.23). (3.1.24), (3.1.25) et (3.2.6) 1] vient :

(0(2),2(v) — () I + Gaal BE), wlt), 0 — ilt)) + Guelult), v — il®))
i (B(8), o(2), u(t) v) — s5r(BE), o(2). u(t),i(2)) > (f(2).0 —u(®))y  (327)
VoeV, pp.te[0,T].
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Finalement, d’apres (3.1.1). (3.1.7)— (3.1.9) et (3.2.7) on obtient la formulation
variationnelle du probleme P

Probléme Py : Trouver le champ des déplacements w : [0, T| — V| le champ des
contraintes o : [0,T] — H, et le champ d’adhésion - 8 : [0, T] — L*(Ts) tels que -

o(t) = A=(i(t)) + G=(u(t)), (3.2.8)

{{J’[if}?E{U} _.E{f"’{f)_}}'h' -+ jmeEf} u{ﬂ: v _ u{t)} + jnc(u{ﬂ- v—= ul:t”
+35r(B(2), a(t), w(?), v) — 55 (B(2), 0(2), u(d), 2(t)) = (f(), v —ul@))y (329)
YoeV, pp.te(0,T),

S(f} == _{-B{f}{r}"thr{“v{ﬂ }2 ol || RT{“T{H} I|2:|I —Ea )y sur I's X [U Ti 3 {(321{}}
u(0) = ug, (3.2.11)
8(0) = B, (3212)

3.3 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section. on donne le résultat d’existence et d'unicité pour le pro-
bléme variationnelle Py-.

Théoréeme 3.3.1 - Supposons que (3.1.10) — (3.1.17) ef (3.1.19)—(3.1.20) sont
vérifiées. Alors, le probléme Py admet une solution unique (u, o, 3) qui vérifie :

ue Wh(0,T; V), (331)
o € WH=(0,T; H,), (3.3.2)
B8 € Wh=(0,T; L*(Ts)). (3.3.3)

On conclut que, sous les hypothéses (3.1.10) — (3.1.17) et (3.1.19)—(3.1.20),
le probléme P a une unique solution faible qui satisfait (3.3.1)— (3.3.3).

La démonstration du Théoréme 3.3.1 sera faite en plusieurs étapes, elle eat
basée sur les résultats dez inéquations d’évolutions avec les opérateurs monotones
et le théoréme du point fixe.

Nous supposons dans la suite que (3.1.10) — (3.1.17) et (3.1.19) — (3.1.20)
sont vérifites. Soit 3 € WH¥(0, T;V) donné. Dans cette premiére étape nous
conzsidérons le probléme suivant -

Probléme P} : Trouver le champ des déplacements u,, : [0,T] — V. tel que :

(Ae(iin(2)), £(0) — e(ig(8))3¢ + (1(8), © — in(E))+
ad(B (), tinE), 0 — in(D) + Treltn(E), U — Tn(E))
+.}-f?’{.3n{t}! oylt), “T?{tj-‘v} - j.f?'r:-‘gn{ﬂ- oqlt), up(t), up(t)) 2 (f(t),v — f""r;rl:..t}}l'
YveV, pp. te(0,T),
(3.3.4)
un(0) = ug. (3.3.5)
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Lemme 3.3.2 - Sous les hypothéses (3.1.10) — (3.1.17) et (3.1.19) —(3.1.20) ,
le probléme P). admet une solution unique u, € W'(0,T; V).

Soit £ € W2(0,T;V), g € Wt2(0,T;H;) et 3 € W-(0,T; L*(T'3)) donnés.
Nous conzidérons le probléme suivant :
Probléeme P%? : Trowver le champ des déplacements uf}% : [0.T] — V tfels

que :

(Aelwn(?)), e(v) — =(wn(8))1 + Jaal B(2), E(2), v — wy(2))+

+ine(€(t), v — wn(t)) +5r(8(2), g(2), £(t), v) — 37r(B(2), g(F), £(¢), wi(t))
2 (f(t), v — wy(t))v

Yoel, pp.te(0,T),

(3.3.6)
Hnﬁm} = up, (3.3.7)
wy = 1ul5. (3.3.8)

Lemme 3.3.3 : Sous les hypotheses (23 10} (2.1.17) et (2.1.19)—(2.1.20)_ 11

exriste une unigue solution 1.-, % du probléeme P“sﬁ qut satisfait uns e Wh=(0.T; V).

Démonstration. : On pose
L(v) = (Ae(won(t)), £(0)) + Jaa 3y (8),E8), 0) + dne(E(2),0) Vo €V,

et on pose aussi -

fo(t) = f(t) —n(t), vt € (0,T). (33.9)

Nous remarquons que pour w, donné L : 1" — IR est linéaire continue donc d’apreés
le théoreme de représentation de Riesz 1l existe un unique élément (f) = | tel
que :

(0(8), v)v = L(v) = (As(wn(?)),2(v))n + Jaa(Bp(2),£(2),v) + jne((2),v) Vo €V
d'otl, Yuny(t) € V,3p(t) € V tel que -
(©(t),v)v = L(v) = (Az(wn(t)), e(v))n + JaalBy(t), £(2), v) + Jnel&(t), v) Yo € V.
Donc on peut définir Uopérateur G : V — V par -

Glwn(t)) = (),
d’oti on obtient -

G(wn()),v)v = L(v) = (Ae(wn(t)), (v))n+jaa(By(t), E(8), 0) +ine(E(H), ) Yo € V.
(3.3.10)
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En utihisant des arguments semblablez a ceux utihsés dans le deuxiéme chapitre
pour démontrer (2.3.11) et (2.3.12), on déduit que 'opérateur GG est fortement
monotone et de Lipshitz sur V. On a aussi démontré dans le méme chapitre que
Jfr est propre, convexe et s.c1. W

Maintenant, en utihsant un résultat d’existence et d'umeité sur les inégalité
variationnelles, 1l s’ensuit I'existence d'un élément unique w,(t) € V' qui vérifie :

(Gluwn(t)). v — wn(®)+ 352(8,(8), 9(8). £(8), v)—
—Jrr(8y(t): g(t), £(2), wy(t) = (folt), v — wylt))v (3.3.11)
YveV, pp.te(0.T).

D’apres quelques mampulations algébriques similaires a ceux utilisés pour obtemr

(2.3 24) dans le premier chapitre, on obtient -

wy € WE(0, T; V). (3.3.12)

Soit la fonetion uf;tg : [0, 7] — V, définie par :
t
u5(t) = f wn(s)ds+uo  VEE€[0,T], (3.3.13)
1]

= - . - - 8y
d’on on déduire que uf;} c Wh*(0, T; V) est la solution unique du probléme P*s
Soit ug € W'*(0,T; V), la fonction donnée par :

ug = uly. (3.3.14)

Dans I'étape smivante, nous utilisons le champ de déplacement us et nous consi-
dérons le probléme suivant.

Probléme Qi—g - Trouver le champ d’adhésion 83 : [0, T| — L*(I'3) tels que -

0a(t) = —(0(2) (v, Ry (usy(t))* + 7, || Rr(us-(t)) |”) —2a)4. PP t € (0,T),
(3.3.15)
B5(0) = 5,. (3.3.16)

En utihisant une version du théoréme de Cauchy-Lipschitz on obtient le résul-
tat suivant.

Lemme 3.3.4 : [l existe une unique solution 85 du probléeme Qf?f, qui satisfait
63 c Wi=(0, T; L3 (T3)) N Q.

Démonstration. : La démonstration du Lemme 3.3.4 est similaire a celle
du Lemme (2.3.5). (voir Chapitre 2) =
Pour tout n € W'*(0,T; V), on prend ui} la solution umique du probléme

P,
Soit An(t) I'élément de V' donné par -
(An(t), v)v = (Ge(ufg(t)), = (v))n Yo € V, t €[0,T]. (3.3.17)

On a le résultat smivant :
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Lemme 3.3.5 : Pour toutn € W-*(0,T;V), la fonction An : [0
tient a U"l'mt_ﬂ,i’"; V). En outre, il existe un unigque élément n’*
tel que An* =n".

T] — V appar-
WLe(0, T; V)

3
—
=

Démonstration. - Soit 5 € WH2(0,T;V) et ¢y, t5 € [0,7] . En utilisant
(3.3.17), on obtient :

| (An(t1) — An(ta), v)v |=| (Ge(ulz(t1)) — Geluls(ta), =(v)) |,
d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient -
| (An(t1) — An(ta), v)v | < [[(Ge(ula(t1)) — (Ge(uda(t)) nlle() I
et d'aprés (3.1.11)(a) et (2.1.25) on obtient :
| (An(t) — An(ts), v)v [< Lgllwf5(t1) — ul5(ta) v lvlv- (3.3.18)
On pose maintenant v = An(ti) — An(t2) dans (3.3 18) pour obtenir -

| An(t:) — An(ta)|lv < Lgllufh(t:) — ulz(t)]|v. (3.3.19)

et comme uig e W*(0,T; V), nous concluons de I'inégalité (3.3.19) que An e
W= T;V). =

Soit maintenant n;, 7, € W'*2(0, T; V) et soit u; = ugfg pour ¢ = 1,2 Pour
tout £ € [0. 7], en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés pour la preuve
de (3.3.19). nous obtenons -

mais u;, uy ont la méme condition imitiale done -

Any(t) — Any(8)||v < Lg|lua(t) — ua(t)|v. (3.3.20)

| ua()—ua®)ly = [ (n(e)—ia(e)dslly < [ ia(e) —ia(e) - ds. (3:3:21)

Combinons I'inégahté (3.3.20) avec (3.3.21) on obtient -
- - t
Iim(© ~ Ama(@lv < Lo [ l1a(6) —iale)lv do, e 0.7]. (3322
1]

Nous notons par u; la fonetion obtenue dans le Lemme 3.3.3, pour n = 7,.
i = 1,2. En utihsant I'inégalité (3.3.6) et quelques manipulations algébriques on
obtient :

(As(ity) — As(az), (i) — (i) ) < (0y — 1y, %1 — )y + Jaal B, €, w2 — 11 )+
+Ja-d{3? (S: 1:“ . HEJ +-J-'_I-ﬂﬂl:..‘£:~ ﬁ’z - u]) +j“f{§.1 t}'l S u?}
+Jfr{3191~5, u‘g)ll‘l _.}_ﬁ"{ﬂa g‘£1u1] +Jf1"{3 g 151 ui] _Jf'l"{57g‘f 1‘_{.2}

(3.3.23)
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Mais d’aprés (3.1.23), (3.1.24) et (3.1.25) on a :
1) joa(B, &, 2 — 1) + jaa(B, &, 11 — %) = 0.
2) 7sr(B. 9.8, 12) — 5r(B, 9.8 1) + 55r(8, 9, €, 21) — J#r(B, 9, €, 12) = 0.
3) Jne(&, U2 — 1) + Jne(§, 11 — u2) = 0.
Done l'inégahité (3.3.23) devient :
(Ac(in) — Az (iia), 2(i2) — e(ii2) < (1 — 4,0 — in)v,
d’otl I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne -
(Ae(dn) — As(iz), e(in) — e(@2))n <|| m — 2 |lvll 1 — 22 v, (3.3.24)
et d’aprés (3.1.10)(b) et (2.1.25) on a :
(Ae(tin) — Ae(in), (ir) — e(tiz) ) = malliin — ez} (3.3.25)
donc d’aprés (3.3.24) et (3.3.25) on obtient :
m [t —ﬂ2||‘:?-' || 7y =22 vl @1 — e |l
ce qui 1implique que :

1 =
| 21(2) —22(2) [y = o | 21 () — ma(#) [lv, V2 € [0, T]. (3.3.26)

Combinons maintenant 'inégalité (3.3.22) avec (3.3.26) on obtient :

L FF _
*’f | m(s) —na(s) ||v ds, ¥t € [0,T].

|An (¢) — Any(#)] <
maJo

On fait une 1tération sur cette dermeére mégalité n fois pour trouver :
(E} nyn
2 ; m
| A", — IJ'in”"i‘:||1J.'1-~=~"{i}:'f;_1"; = AT |70 —m9 [l == (0,T:V) - (3.3.27)

Ce qui implique que pour n suffisamment grand ['opérateur A" est une contraction
dans 'espace de Banach W"*(0,T; V'), donc il posséde un point fixe unique n* €
W22(0 T, V), et par conséquent n* est I'unique point fixe de 'opérateur A.

On a pour tout £(¢) € W=2(0, T, V), ElTug'?S(f} € Wh=(0,T; V), done on peut
définir l'opérateur - A, : WH2(0.T; V) — I"i"?{‘m{_l)__ T;V) tel que :

Ag(€) = ulis. (3.3.28)
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Lemme 3.3.6 : Pour tout £(t) € V, la fonction A& : [0,T] — V appartient a
W12(0,T; V), et il existe un unique élément & € W= (0,T;V) tel que :

A B =i (3.3.29)

Démonstration. - Soient &, | &, € W*°(0, T; V) on pose *u,f; g = uy et u ?g =

uy, d'aprés (3.3.4), (3.3.17) et quelques manipulation algébriques on obtlent

(As(i(t)) — As(ua(t)), s(w (t)) — e(@a(t)))n <

(Gel 1{2 () — Ge(ui(t)), () — w2 t)}H—|—

+7ad(B(2), &1(2), () — w1 (2)) + Jaa(B(E), E2(), 21 (2) — wa(t))+
_'_JR.C(‘EJ {t} uﬂ( } - ul{\t}} JHC{EZ( } {t) = HE t}
+Jfr(3( ), §1(2), wa(t)) — 75 (B(t), g(t), & (t), 1 (2))+
+ifr(B( (f} E5(t), 11 (2)) — Jer(B(2), g(2), £5(2), 2ea(2)).

Maintenant d’aprés (3.1.29), (3.1.31). (3.1.34) on obtient -

(As(us(t)) — As(12(t)), ffui t)) —e(ta(t)))n <
(Ge(ua(t)) — Ge(ur(t)), (2) — walt))n+
+el|€1(t) — &) |lv [l (2) — () |lv+
oL ||€: () — & (&) ||v [l (2) — o () v+

oL ||illzee ) 11 () — &2 (&) v l|@a (8) — 2a()lv,

d’ou (2.1.25),(3.1.10)(b), (3.1.11)(a) et I'inégahté de Cauchy -Schwarz nous donne :
1221 (£) — 2 (t)|lv < eflua(2) — w2(B)llv + cll€:(2) — &2 (2)|v-
Par intégration on aura :
t t t _
[ iao) —iao)lv s < [ us(e) = ua(e)l ds e [ hes(e) — eale)lv e,
0 0 0
d’oti on obtient :
t t _
s (t) — walt)||v = E‘f l|21(s) —wals)|lv ds+ ﬂ‘f 1€1(s) — &a(3) |y ds.
] 0
Moyennant une version des lemmes de Gronwall, 1l s’ensuit que :
t P
Jaa(®) @)l < | [1() — Ex(o)lv s
2, (3.3.30)
[s855(6) — i3l < e [ la(e) = o)l d

donc d’aprés (3.3.28) on obtient :

[A5(€:1(2) — Ag(&x(t))llv = % 1€, (s) — &5(s)|lv ds.
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On fait une 1tération sur cette derniére inégalité n fois pour trouver que :

n

||"HE{‘§1] = fﬂ“;{«fz}”H-"l-”[ﬂ.T:TL-'J = ! ||~El = *’-fz”'r’-l’ L=, T:V)- {3-3-31)

Ce qui implique que pour n suffisamment grand l'opérateur A} est une contraction
dans l'espace de Banach W"'*°(0,T; V), donc il posséde un point fixe unique £* £
W122(0,T; V), et par conséquent £ est I'unique point fixe de l'opérateur A, m

-On considére maintenant 'opérateur A : Wh(0, T, H,) — W'>2(0,T:H,)
tel que -

Ag(t) = As(ufis(t) + G=(ups(t)) VE € [0,T]. (3.3.32)

Lemme 3.3.7 : Pour tout g(t) € H,, la fonction Ag: [0.T| — H,, appartient a
Wo(0,T;H,) et il existe un unique élément g* € W'>(0,T; H,) tel que :

Kig? =g", (3.3.33)

Démonstration. : Soient g; . go € W">(0,T;H,;).on pose u;lfg = u; et uﬂfg =
us. D'aprés (3.3.32) on a:

Algi(t)) — Ag2(2) |l < || Az(dea(2)) — As(2a(t))||n + [|G(wa(t)) — Gelualt))||#,

et d’aprées (3.1.10)(a), (3.1.11)(a) et (2.1.25) on obtient :

|A(g1(t)) — Alga(t))|lv < Lalftea(t) — wa(t)|]v t) — ua(t)|lv-

Nous utilisons des arguments similaires & ceux utilisées pour démontrer (3.3 30)
on déduit que :

L 4|ty () —tea(t)||v+ )—ua2(t)||v < cl|g1 ff}—ngf}||'H+ﬂ£ llgi(s)—gals) |l ds,

d’oli on obtient -

Alg1(t)) — Alga(t)) |l = ellgi(t) — ga(t) || + c/; llgi(s) — ga(s)|ln ds.

On fait une 1tération sur cette dermeére mégalité n tois pour trouver que :

ny n {H+T
14%(g1) ~ A (@)l < ST g, — ol

Ce gqui imphque que pour n suffisamment grand 'opérateur A™ est une contraction
dans V'espace de Banach W'*°(0.T;H,), donc il posséde un point fixe unique
g" € Wh™(0,T;H,;), et par conséquent g* est I'unique point fixe de 'opérateur
A m
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] ' ) g
Il s’ensuit du Lemme 3.3.4 que pour tout 5 € Z le probléme QL_-S admet une
solution unique 8z £ Z donc, on peut considérer l'opérateur A : Z — Z donné

par :
A3 = 8.

Dans la dermére étape, nous allons prouver lez résultats suivants.

Lemme 3.3.8 : [l existe un unique élément 3° € Z tel que
A* = f%=0g (3.3.34)

Démonstration. - La démonstration du Lemme 3.3.8 est similaire a celle
du Lemme 2.3.6. m

Maintenant on peut établir la démonstration du Théoréme 3.3.1

1)Existence : Soit £7.g", 5", 1" les poins fixes, respectivement, des opérateurs

Ag LA _ﬂ?jﬁ. et soit u = uﬁ? la solution du probléme Pufﬂ?__ pour £ =&, g = g¢°,
5 = 3" et n=n". Nous dénotons par o la fonction donnée par (3.2.8) et soit 5 la
solution du probléme Qfﬂ c-a-d 3 = 3" =0z llest clair que les égalités (3.2.10) et
(3.2.12) sont vérifiées. De plus puisque £ = £, g = ¢*, 5 = 53" et n = 1", 1l s’ensut
du (3.36) et (3.3.17) que (3.2.9) est vérfiée. Du Lemme 3.3.3, 1] s’ensuit que
ue Wh™(0,.T; V), et en utilisant des arguments semblables & ceux utihsés dans le
premier chapitre (voir Chapitre 1), on peut démontrer que ¢ € W*(0, T; H, ).
Finalement la régularité du champ d’adhésion 3 € W!'>(0, T; L*(T3)) N Q découle
du Lemme 3.3.4. Nous concluons que (u. o, 3) est une solution du probléeme Py,
qu zatistait (3.3.1) — (3.3.3).

2) Unicite : L'unicité de la solution est une conséquence de I'unicité des points
fixe des opérateurs A, (A A, A.



Chapitre 4

Rappels de la mecanique des mi-
lieux continus

Dans le souc1 de rendre cet ouvrage facile & lire, 1l nous est paru utile de
rappeler a la fin de ce mémoire de quelques notionz et conventions mathématique
nécessaire pour l'étude des problémes mécanique, quelques notions principales
de la mécanique des milieux continus, les espaces fonctionnellez, des résultats
fondamentaux d’analyse fonctionnelle non linéaire dans les espace de Hilbert et
les propriétés de base de 'approximation variationnelle. Cette Annexe est divisée
en cing sections.

Dans la premiére section nous introduisons quelques notations et conventions
mathématique puis nous donnons le modéle mathématique et quelques notions
principales de la mécanique des milieux continus. ensuite nous déerivons les lois
de comportement élastique et viscoélastique, les conditions de contact avec ou
sans frottement, les différentes lois de frottement et les conditions de contact avec
adhésion

Dans la deuxiéme section nous rappelons de quelques ezpaces fonctionnels tels
que les espaces de Sobolev et les espaces des fonetions a valeurs vectorielles.

Dans la troisieme section nous rappelons de quelques notions de base de |'ana-
lyse non linéaire dans les espaces de Hilbert tels que les fonetions convexes et
semi-continuité inférieure, différentiabilité et sous différentiabilité, des opérateurs
fortement monotones et de Lipschitz. des inéquations varnationnelles elliptiques et
particulierement des résultats d'existence et d'unmicité.

La quatrieme section est dédiée a une version du théoréeme de Cauchy-Lipschitz
et quelques lemmes de type Gronwall

La derniére section est consacrée a rappelée de quelques propriétés de base de
I'approximation variationnelle.

69
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A Prélimainaires et modéles

Nous présentons dans cette section quelques notations et conventions, le mo-
dele mathématique, des loizs de comportement et des conditions aux himites de
contact.

A.1 Notations et conventions

Avant d’obtenir le modéle mathématique, voici quelques notations et conven-
tions.

Nous désignons par 5% l'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur
RY(d = 2.3); 7" et ||| représentent respectivement le produit scalaire et la

norme euclidienne sur B et 5% Ainsi. nous avons
i
vv =4y, v = (ve)T Ve, veR?

er=gsTi Irll= I[r_’r}% Vo, € 5%,

avec la convention de I'indice muet.
Pour un vecteur v, nous notons par v, et v, les composantes normale et
tangentielle a la trontiére, définies par

Uy =V, Ur=1—Uyl (A11)

Nous désignons par 0 = o(x,t) le champ des contraintes, par u = u(x,t) le
champ des déplacements et par =(u) le champ dez déformations mfimtesimales.
Pour simplifier les notations, nous n'indiquons pas exphecitement la dépendance
des fonctions par rapport Az € Q et t € [0, T

Pour un champ des contraintes o nous dénotons par o, et o, les composantes
normale et tangentielle a la frontiére. données par :

o, = (ov).v, o;=0cv—o,. (A.1.2)

En utihsant (A 1.1) et (A.1.2), nous obtenons la relation
(ov) v =0o,v, + 0r v, (A1.3)

En cutre, les points au-dezsus d'une fonetion représentent la dérivation par rapport
au temps ; par exemple

du o diy
A U a
ou u désigne le champ des vitesses et u désigne le champ des accélérations. Pour le
champ des vitesses 1 lez notations 1, et ©. représentent respectivement les vitesses
normale et tangentielle a la frontiére, c’'est-a-dire

u

W= W =M — UL
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Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans 'hypotheése des
petites tranzsformations

(u) = (ei5(w)), &ij(u) = é(ﬂu +ui), 1<ij<d (A-1.4)
Notons qu'ic et tout au long de la théze un indice qui sumit une virgule indigue
une dérivation partielle par rapport a la composante correspondante & la variable
spatiale.
Passons maintenant a la deseription du modéle mathématique associé au pro-
bleme mécanique.

A.2 DModéle mathématique

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q © R%(d = 2, 3) avec
une surface frontiere Jd0) = I' supposée assez réguliére rapporté a un systéme
cartésien Oz; (2 = 1.d). Du point de vue mécanique, on étudie le nouvel état
d’équilibre du corps résultant de 'application desz forces volumiques dans (0 et
des forces surfaciques sur une partie de la frontiére I', dans un intervalle de temps
[0, T]. Le modéle mathématique décrit I'évolution du corps qui occupe le domaine
borné ) C R4 (d =2, 3).

Les fonctions mnconnues du probléme sont le champ des déplacements u :
Q x [0, T] — R? et le champ des contraintes o : Q x [0, T] — S% et le champ
d’adhésion 5 : T3 x [0,7] — [0,1] .

On sait qu’en général, 'évolution d’un corps matériel est décrite par 'équation
de mouvement de Cauchy

Dive+ fo=pu dans £ x (0,7), (A2.1)

ol p: 0 — [, désigne la densité de masse: 11 "Div" représente 'opérateur
divergence pour les tenseurs, Div o = (0y;). Le processus d’évolution défin1 par
(A.2.1) s’appelle processus dynamigue. Dans certaines situations. cette équation
peut encore se simphfier. Par exemple, dans le caz o1 le champ des vitessez u varie
trés lentement par rapport au temps, le terme pu peut étre néghgé. Danz ce cas
I'équation (A 2 1) devient

Diva+ fo=0 dans Q x (0, T). (A22)

L’équation (A .2 2) s’appelle [ 'équation d équilibre. Le processus d’évolution défini
par (A 2 2) s’appelle processus guasistatique. Nous rappelons que dans le cadre
physique, fa et fp varient trés lentement par rapport au temps. Par conséquent,
nous supposons que les accélérations dans le systéme sont négligeables. Nous nous
placons done dans le cas quasistatique et nous utilisons I'équation (A 2.2).
Puisque le corps est encastré sur I[';. le champ des déplacements s’annule

u=20 sur [ x (0,.7). (A23)
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La condition aux limites en tractions est
af = fs sur [y x (0,T), (A24)

f2 étant une donnée du probléme.
Nous allons compléter ultérieurement le modeéle mathématique (A 22) —
(A .24) par les conditions de contact sur la partie ['; de la frontiére.

A.3 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent ce qui est propre a chaque type de
matériau. Bien qu'elles doivent respecter certaines propriétés d'invariance, leur
origine est souvent expérimentale. C'est toute une série d'essais qu'il faut imagi-
ner et réaliser pour établir une lo1 de comportement ; par exemple, voiel quatre
exemples classiques d’eszais sur les solides : essais de chargement monotone, essais
de charge-décharge, eszais de fluage et essaiz de relaxation. Dans la description
des phénoménes purement mécaniques, par lo1 de comportement (ou lo1 constitu-
tive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes
o, le tenseur des déformations infinitésimales = et leurs dérivées temporellez & et
£. Nous présentons par la suite les loiz de comportement qui interviennent dans
ce mémoire, elles correspondent a deux catégories particuliéres de matériaux :
maténaux élastiques et matériaux viscoélastiques.

Dans le cas umidimensionnel, on dit qu'un matériau est élastigue s1, lors des
essals de charge-décharge les courbes o = o(=) coincident ; dans le cas contraire
il est plastique (anélastique) et aprés décharge complete 1l subsiste une déforma-
tion résiduelle. Enfin, on dit qu'un matériau est viscoélastigue s'il peut décrire le
phénoméne de relaxation ou de fluage.

En conclusion, 'analyse des données expérimentales permet d’établir ce qu
est propre au matériau lu1 méme et conduit a 'établissement de la forme des lois
de comportement.

Lois de comportement des matériaux élastiques

Nous considérons 1c1 une catégorie de matériaux pour lesquels la lo1 de com-

portement s'écrit sous la forme suivante :

o = F(e). (A.3.1)

lc1 le tenseur des contraintes est une fonetion (linéaire ou non linéaire) du tenseur
des déformations infinitésimales = = =(u); cec1 correspond aux matériaux élas-
tiques et la lo1 de comportement (A .3.1) s’appelle loi de comportement élastique.
Dans le cas unidimensionnel la lo1 (A .3.1) peut modélizer certaines propriétés
mises en évidence par lez expériences de chargement-monotone - la linéarité de
la courbe ¢ = o(z) (selon F est linéaire ou non linéaire), le durcissement ou

I'adoucissement de la courbe o = o(=) (selon F est monotone ou non monotone).
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Par contre, m1 le fluage, m1 la relaxation ne peuvent étre décrits par la lo
(A 31). En effet. placons-nous dans le cas unidimensionnel : s1 par exemple a
I'mstant £ = 0 on a E{U) = zg et nous maintenons la déformation constante
=(t) =29 ¥t =01l résulte que o(t) = F(z) V¢ > 0. Par conséquent le modeéle
(A 3.1) ne peut pas décrire le phénoméne de relaxation mis en évidence par les
essals expérimentaux. Un commentaire similaire peut se faire pour le phénomeéne
de fluage. De méme. pour l'équation (A 3.1). dans le cas unidimensionnel. les
courbes charge-décharge ¢ = (=) coincident. Donc. ce modéle ne peut pas décrire
les déformations résiduelles.

En général, la fonction F dépend du point z € Q (Q étant le domaine de R?
occupé par le corps), done on a

olz.t)=Flz, elzt)) Y=z, t>0

S1 F ne dépend pas explicitement de z, le mihieu est dit homogene, sinon 1l est dit
non-homogene.
Lois de comportement des matériaux viscoélastiques

L'investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates, les
huiles et les eires a mis en évidence les insuffisances de la théorie de 1'élasticité.
En effet. certains phénomenes. tels que le fluage ou la relaxation ne peuvent étre
décrits par les lois de comportement élastiques. C'est pourquor les modeéles visco-
élastiques turent introduits. lls sont utilisés auss1 pour décrire le comportement
de différents matériaux comme les métaux, les polyméres, les caoutchoucs et les
roches.

Dans le cas umdimensionnel, ces matériaux ont des caractéristiques élastiques,
mails en méme temps, les essais de chargement monotone indiquent que la courbe
o = o) dépend de £. Ce sont donc des matériaux viscoélastiques. Dans le cas
multidimensionnel la lo1 viscoélastique de Kelvin- Voigt s’écrit

o= A=(%) + Ge(u) (A.3.2)

ou A représente l'opérateur de viscosité et § est |'opérateur d'élasticité. Remar-
quons que lorsque A = 0. la lo1 (A 3.2) se réduit & une lo1 de comportement
élastique de la forme (A 3.1).

Finalement, afin de compléter le modéle mathématique qui déerit 1'éveolution
du corps. 1l taut préciser les conditionz aux hmites sur I's ; c’est l'objet des condi-
tions de contact et des lois de frottement que nous décrirons dans le paragraphe
smvant.

A.4 Conditions aux limates de contact

Afin de compléter le modéle mathématique qui déerit I'équilibre d'un maté-
riau, 11 faut encore préciser les conditions aux limites de contact.
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Soit Q2 € RY(d = 2,3) le domaine régulier occupé par le corps, I' la frontiére
de 2 et i le vecteur normal unitaire sortant 4 I'. Soit également I' =T, U, UT';,
I''NI'; = ¢, pour i # 3, une partition de I'.

On considére les conditions aux hmites suivantes :

w= Fi sur Ty, (A41)
av = fy sur T'y. (A42)

La condition (A 4.1) est appelée condition aux limites de déplacement: sa
signification consziste en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie
I'; de la frontiére ', la fonetion fy étant une donnée du probléme (par exemple,
s1 fop = 0 le corps est encastré sur la portion I'y de sa frontiére). La condition
(A 4.2) est appelée condition aux limites de traction sa signification consiste
en ce que le vecteur des contraintes de Cauchy ov est imposé sur la partie I'y
de la frontiere I'. f2 reprézentant la densité des forces apphquées de surface et
constituant une donnée du probleme. 51 [}, = & le probléme aux himites est un
probléme de traction pur et s1 I'; = ¢ le probléme aux limites est un probléme de
déplacement pur. 51 les parties I'y et I'; sont toutes les deux de mesure de Lebesgue
N — 1 dimensionnelle strictement positive, le probleme considéré est un probléme
mixte déplacement-traction.

Conditions aux limites de contact sans frottement

On dit que le contact entre le corps et la base rigide S est sans frottement, =

les mouvements tangentielles sont libres, ce qui se traduit par :

g, = 0surT;. (A43)

Puisque S reprézente une base rigide, elle ne subira done pas de détormations. Le
corps ne pourra donc pas y pénétrer ; cette propriété se traduit mathématiquement
par I'inégalité sumivante -

u, =urv < gsur s, (A44)

ou g(xz) dénote la distance de chaque point z € '3 a S dans la direction de la
normale /(z).

Aux points de I'; tels que u, < g, 1l n'existe pas de contact entre 0 et .5 donc
le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule ; par conséquent, on a -

Uy < g —> 6y =10sur ['s. (A4d5)

Aux pomnts de I'; tels que w, = 0, on suppose que la base rigide S exerce une
pression inconnue suivant la direction de la normale et orientée vers (2; on a -

u, =g =g, < 0surI's (A46)

Pour résumer, les conditions de contact ( A 4.3)—(A 4.6) s’écrivent d’'une maniére
combinée de la fagon suivante -

Uy = g, Op = 0, or = [];- G—i—'{_ﬂ'u - QJ =0 sur I'z. {;“-4?)
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Les conditions aux hnites de contact de la forme (A 47) sont aussi appelées
conditions de contact de Signorini.
Conditions aux limites de contact avee compliance normale

Dans ce cas. la fondation est supposée déformable et la zone de contact n'est
pas connue A priori (voir par exemple [22]). La contrainte normale o, satisfait la
condition dite de compliance normale

—0, = pu(wy — g), (A.4.8)

ou u, est le déplacement normal. g représente l'interstice entre le corps et la
tfondation et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance
normale. Cette condition indique que la fondation exerce une action sur le corps en
tonction de sa pénétration u,,—¢g. Précizons que dans les trois chapitres du mémoire
nous considérons le cas ou le corps repose sur la fondation, ¢'est-a-dire, I'interstice
est nul, g = 0. Comme exemple de la fonction p, nous pouvons conaidérer

p(r) = curs. (A49)

oll ¢, est une constante positive et 7, = maz {0, r}. Un deuxiéme exemple est
donné par

pulr) = (A.4.10)

ory s r<a,

ol « est un coefficient positit relatit a la dureté de la surtace. Dans ce cas. la
condition de contact (A 4 8) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde,
c-a-d. quand elle dépasse a. la fondation se déasintégre et n'offre plus de résistance
a la pénétration

Conditions aux limites de contact avec frottement

Maintenant, nous présentons quelques exemples sur les lois de frottement 1n-
tervenant dans ce mémoire.

1) Loi de frottement de type Coulomb. C’est une des lois de frottement
les plus répandues dans la hittérature mathématique. Elle se caractérise par ['inter-
vention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle peut s’énoncer
comme sult :

( I|JT|| = .I-‘-"|Ju|u
llo-|| < ¢low] = v =0, (A411)
llo-|| = ploy| = 1l exaste A = 0 tel que o, = —Au-,
ou u = U est le coefficient de frottement. On rajoute (A 4. 11) des conditions aux

hmites uy = ¢, 63< 0, =10, r:ry{u,, — g) = 0 sur I'stes de contact bilatéral
(u;, = 0) ou unilatéral (u, <0, 0, <0, o, =0, g,u, =0 sur I'z)
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La lo1 de Coulomb est souvent utihisée pour les corps rigide ou élastique. On
remarqgue également q'1l s’agit d'une lo1 a sewl, tant que la sewl n’est pas atteint,
il n'y a pas de ghissement. Ce seu1l est variable et dépend de la contrainte normale
ce qui reprézente une difficulté majeure pour l'étude mathématique de cette lo1 de
frottement, (voir par exemple [16] et [12]).

2) Loi de Coulomb avec seuil de type Stromberg. Cette lo1 de frottement
est une version de la loi de Coulomb utilisée recemment dans [28] . On peut suppo-
ser que le contact est bilatéral ou unilatéral. On remplace dans la lo1 précédent le
seull de frottement p = |o,,| par le seuil de type p(|o,|) = |o,|(1—|ao,|)+ ol a est
une constante positive hée a I'uzure de la surface en contact. La considération de
ce seull de frottement est faite a partir des principes de la thermodynamique. Les
essalg expérnimentaux donnent pour a des valeurs tréz petites. En résumé, cette
lo1 s’énonce comme suit :

lo-|| < pplow|,
o=l < pploy| = u- =0, (A.4.12)
llo-|| = uplo,| =11 existe A = 0 tel que o, = —Au,,

3) Loi de Coulomb non locale généralisée. Finalement. on présente la loi
de frottement qui fait 1’'objet de notre étude et qui générahse la lo1 précédente. Soit
l'opérateur R une régularnsant normale, c'est & dire un opérateur linéaire continu
R:H*— L*(T). Le régularisant R est introduit pour des raisons techniques car
la trace du tenseur des contraintes sur la frontiére est tres rréguliere. Cette lo
s'énonce comme suit -

lo-|| = pp|Roy|,
lo-| < pp|Rov| = ur =0, (A.4.13)
lo-|| = pp|Ro,| = 1l existe A = 0 tel que o, = —Au.,

oup:l'g xR, — R. estle seuil de frottement vérifiant les conditions suivantes :

(a) llexiste M = 0 tel que :

| ple,m) —ple,m) [SM|r—r | Vr,m eR, pp.zelh.
(b) # — P(ax,r) est lebesgue mesurable sur I's Vr € Ry
() plz,0) =0, pp. z € 5.

(A.4.14)

La présence de 'opérateur R dans (A 4 13) nous conduit a appeler (A 4.13) lo?
de frottement non locale. Remarquons que 1"hypothése (A 4 14) est satistaite pour
les deux lois précédentes. Aux conditions (A 4.14) on rajoute des conditions de
contact bilatéral ou unilatéral.
Conditions aux limites de contact avec adhésion

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs & utiliser le collage des
composites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures
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différente. Pour modéhiser les phénomeénez d’adhézion, 1l est néceszaire d’ajouter
le processus d'adhésion a la description du contact. En ze basant sur les idées de
M. Frémond [17] et [18], on introduit une variable interne de surface appelée,
champ d’adhésion, qui prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité
fractionnaire des liens actits sur la surtace de contact. Le processus est gouverné
par 'équation differentielle

"9 = _{.SEF]'};RE-’{“!!]E += Y || RT'[“‘T} I|2) 2 Eﬂ}"‘ sur ]'_‘3 X {U‘T}

ou R, : B — [ est 'opérateur de troncation défim par :

Ie1 L > 0 est la longueur caractéristique des liens et R, : R — R? est I'opérateur
de troncation défini par :

v s £ L
Bo) =1 1. & o) =L
vl

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur 4 [23], [25] et [29]

B FEspaces fonctionnels
B.1 FEspaces de Sobolev

Introdumsons les espaces de Hilbert suwivants, associés aux inconnues méca-
nigues u et o :

H={u=(w) | w < L*Q)}.
H ={o = (0y) | 03ij = 0ji € L}(Q)},
Hy = {u=(w) | v € H(Q)},
Hi={ceH|oi;eH}

Les espaces H, H. H, et 'H; sont des ezpaces réels de Hilbert mums des produits
scalaires donnés par :

(u.‘ U}H =/'1,{,2'1.-‘id;1?._,
o
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(w,v)m, = (u,v)m + (e(u), e(v) )u,
(6.7 ), = (0, T}y + (Dive, Divr) g,

respectivement, ou = : H; — H et Div : Hy — H sont respectivement les
opérateurs de déformation et de divergence, définis par

1
(u) = (g4(n)), =j(u) = E{ui,;‘ +u;;), Divo=(ag;;)

1y

Les normes sur les espaces H, H, H, et H, sont notées par |||z, |||+, |||z et
|| .||+, , respectivement. Puisque la frontiére I" est lipschitzienne, le vecteur normal
extérieur v a la frontiére est défim p.p. Pour tout champ de vecteurs v £ H,
nous utihisons la notation v pour désigner la trace vv de v sur I'. Rappelons que
I'application de trace v : H; — L?*(I")? est linéaire et continue, mais n’est pas
surjective. L'image de H, par cette application est notée par Hr ; ce sous-espace
s’injecte continiiment dans L?*(I')9. Désignons par Hf le dual de Hr. et (. ) HLx Hp
le produit de dualité entre Hp. et Hr. Pour tout ¢ € H;, 1l existe un élément
ov € H tel que :

(v, Wa g = (o, e(v))u+ (Dive, v)g Vve H:. (B.1.1)

En outre, s1 o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule

(ov, W) am = /G’P‘_U da Vv € H;. (B.1.2)
T
Donc. pour o assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green) -

(o, e(v))y +(Div e, v)g= fﬂ'L‘.U da Vv € H,.
r

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev, on renvoie le lecteur a [1], [4] et
39]

B.2 FEspaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions
défimes sur un intervalle de temps et & valeurs dans un espace de Banach réel.
Bien que le contenu de ce paragraphe est standard et peut étre trouvé dansz un
grand nombre d’ouvrages, une revue d’ensemble sur ce sujet nous a paru utile.
Soit 0 < T < oo et soit (X, | - |[x) un espace de Banach réel. Nous notons par
Ce(0.T: X) I'enzsemble des fonctions continues & support compact dans (0. 7T) a
valeurs dans X.
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Définition B.1 - Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s'il existe
un sous ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,)nen de fonctions
appartenant a C.(0, T; X') telle que || fn(t) — f(t)||x — 0 quand n — oo, pour tout
te[0,T\E.

Définition B.2 Une fonction f : [0,T] — X est dite fortement dérivable dans

d
tg £ (0,T) 57l existe un élément E{E[tﬂ) € X appelé la derivée forte de f dans g,

tel que

||%(f[fn +h)— fltg)) — %{tu}ﬂx 5 i

Définition B.3 Une fonction f : [0.T] — X est dite intégrable sil existe une
suite ( fu)nen de fonctions appartenant a C.(0.T; X) telle que

¥
lim [ ||fat) = £(2)||x dt = 0.

n—00 i}

Théoréme B.4 (Bochner) - Une fonction f : [0,T] — X mesurable est inteé-
grable st et seulement si x — ||f(z)|lx : [0,T] — R. est intégrable. Dans ce

cas.
T T
|| f ftllx < f 1£1x d.
0 0

Soit 1 < p < oo. L'espace de Lebesque LP(0.T:;X) est l'ensemble des classes
de fonctions f : (0,T) — X mesurables, telles que l'application t — ||f(#)||x
appartient ¢ L*(0.T). On sait que LP(0.T; X') est un espace vectoriel normé avec
la norme

T
(= [ IFOB d)F  1<p<oo,
0

Ifllzeerxy=inf{fe >0 | |f(®)lx <e te(0,T)} p = 0C.

Par ailleurs. nous avons les résultats suivants.

Proposition B.5 (1) L?(0,T; X) (1 < p < o0) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (_, )x, alors L*(0,T; X)
est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire(w, v)r2o1.x) = fﬂT[u(t}? v(t))xdt.
(3) LT(0,T; X) C L0, T; X), avec injection continue, 1 < g < r < 00.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

1 1
LP{HT1'KF}F=LQ{U'T!-X]l{p q{'x“ _+_=1*
P g

LY(0,T; X) = L=(0,T; X)
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ou LP(0,T; X) représente le dual de l'espace L?(0.T; X ). 1 < p < co.

Définition B.6 Seit u.w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée gé-
néralisée d'ordre n de u sur (0.7T) si

T T
f o™ (t)u(t)dt = {—1)”/ o(t)w(t)dt, Ve e C(0,T),
0 0

C2°(0,T) étant l'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support
compact dans (0. T). Nous écrivons w = i pour n = 1 et w = u'™ pourn > 2.

Soit 1 < p < oo. L'espace de Sobolev W'?(0,T; X) est I'espace des fonc-
tions u : [0.7] — X telles que w € LP(0.T; X) et &« € LP(0,T; X ). L'espace
W20, T; X') est un espace de Banach muni de la norme

lwellwiz.rx) = l|llze.rx) + |l z20.1:x)-

Définition B.7 Une fonction f : [0,T] — X est dite absolument continue si
quelque soit = > 0. il existe 0 = d(=) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles
(aj,b;) disjoints, inclus dans [0,T], tels que Y~ .(b; —a;) < & on a Y .|| f(b;) —
Flaj)llx e

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonetions absolument continues et
les fonctions de l'espace W'#(0,T; X).

Théoreme B.8 Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach réflexif et soit u £
LP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalentes -

(1) u e WH(0.T; X).

(2) v admet un représentant absolument continu presque partout dérivable.
ayant la dérivée forte

dans LP(0.T; X).

(3) Il existe ug € X et g € LP(0,T; X ), telles que

u(t) = ug —I—/ g(s)ds vte|0,T]
0

11 découle de la démonstration du théoréme précédent que, =1 X est un espace
réflexif. alors toute fonction uw € W?(0.T; X) est fortement dérivable P.p- sur
(0,T) et

du

1t = — p.p. sur (0, 7). Par ailleurs, W' (0, T; X) coincide avec 1’ensemble

T ar

des fonctions u : [0, 7] — X absolument continues et W"*(0, T; X') coincide avec
I’ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0,7] — X. Etant donnés un entier
k> 2etun réel 1 < p < oo on défimit par récurrence |'ezpace

W20, T; X) = {u e W*'2(0,T; X);u € WF'2(0,T; X)}.
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On vérifie aisément que u € W5?(0.T: X) =1 et seulement 51l existe k fonctions
g1, . gr € LP(0,T; X) telles que

J i T
f u(t) " (t)dt = (—1}4"[ gi(Dp(t), YoeC>(I), Vij=12k
0 ]

ou V) désigne la dérivée d'ordre j de ©v.On peut donc considérer les dérivées
successives u = gy, u'?) = ga, ..., u'¥ = g;. L'espace W¥5®(0,T; X) est un espace
de Banach muni de la norme

k
[l [worx) = |[ullzoora) + Y 1| 2o 0rix)-

o—1

Nous dénotons aussi par C([0,T); X) et C'([0,T]; X') les espaces des fonctions
continues et continument différentiables sur [0, 7] a valeurs dans X, respective-
ment, avec les normes

lzllcor:x) = n};t;g llz(t)]| x,
|l (o.p:x) = i l=()]|x + S lz(2)||x,

C Analyse non linéarre dans les espaces de Hil-
bert

Cette section comporte des rappels de quelques résultats d’analyse non linéaire
utilizsés dans ce mémoire. On précise que pour avoir plus de détails sur les rappels
figurants dans cette section, on peut consulter par exemple [5] , [34] et [35] .

C.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire
ainsi que la norme associée notés respectivement par (...)g et ||.||z. On note aussi
par H lespace dual de H et par || |z, la dualité entre H et H .

Propriétés élémentaires

Théoréme C.1 - (Théoreme de représentation de Ries:-Fréchet) Etant donné
n € H', il eviste f € H unique tel que (n,v)g .z = (f.v)g Yv € H, on a de plus

!|'-'I'|EH‘ = ”f“H
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Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se repré-
senter de maniére unique a I'aide du produit scalaire. L'application 5 — f est un
isomorphisme isométrique qui permet d’identifier H et son dual H -

On dit que la suite (u,) C H est farblement convergente vers I'élément u € H
et on note u,, — u =

(v,un)g — (v,u)g Yv € H.

Dans ce cas, u s'appelle limite faible de la smite (u,). En utihsant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, 11 résulte que s1 u, — u dans H alors u, — w dans H . La
réciproque n'est pas en général vraie. De plus, puisque tout espace de Hilbert est
réflexaf. on a le résultat suivant :

Théoréme C.2 - Soit (u,) une suite bornée de H. Il erxiste alors un élément
u € H et une sous-suite de (u,) encore notée (u,) telles que w, — u.

Un élément uw € H qui est la limite faible d'une sous suite de la suite (u,)
s’appelle point faiblement adhérent a la suite (u,). On prouve que :

Théoréme C.3 : Sila suite (u,) C H posséde un unique point faiblement adhé-
rent u € H, alors u, — u.

Autrement dit. le théoréme précédent affirme que s1 toute les sous suite fai-
blement convergentes d’une suite (u,) on la méme limite faible u. alors toute la
suite (upn) converge faiblement vers u.

Solent u et v deux éléments de H. On dit que u et v sont orthogonaux et on
note ulwv =1 (u,v)yg = 0. Soit M un sous-espace vectoriel de H. On pose

M+-={veH /vluYuec H}.
On dit que M+ est orthogonal de M dans H et on peut prouver le résultat suivant -

Théoréme C.4 - Soit M un sous-espace fermé de H. Alors M+ est un supplé-
mentaire topologique de M c’est a dire

1. M+ est sous-espace fermé de H.

2 MNM-={0} et M +M-=H.

On va finir ce paragraphe par un résultat concernant la projection sur un
convexe fermé.

Théoréme C.5 - Soit K © H un conveze fermé non vide. Alors pour tout f € H
il eriste uw € K unique tel que -

If — ullz = minllf — vllz. (C.1.1)
veR
De plus, v est caractérisé par la propriété suivante -

ue K (vv—u)g=>(f.v—u)g Vve K. (C.1.2)
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Etant donné K C H un convexe fermé non vide, le théoréme précédente nous
permet d’associer a chaque élément f £ H 1'élément u défimt par (C.1.1) ou
(C.1.2) On note u = Pxf. on a mis ainsi en évidence l'opérateur P : H — K
qui s'appelle opérateur projection de H sur K
Théoréme du point fixe-Théoreme de Lax-Milgram

On va commencer par rappeler un résultat classique qu est le théoréme
de point fixe de Banach. Ce résultat intervient dans les démonstrations de bon
nombre des résultats d'existence et d’'unicité établis dans ce mémarre.

Théoréeme C.6 - Soit (X d) un espace métrigue complet et soit F : N\ — X une
application coniractante, c’est a dire q’il existe un réel k vérifiant 0 < k& < 1 tel
gue -

d(F(z1), F(x2)) < kd(z1,22) Vo1, 29 € X.

L application F' admet alors un point fire unique x € X c'est a dire F(x) = .

Soit maintenant a : H x H — R une forme bilinéaire sur H x H_ la forme a
est dite

1) continue 5"l existe un réel M = 0 tel que :
| a(u,v) |< Milulalola Va,v € B
2) coercive s'1l existe un réel m > 0 tel que :

a(u,v) > m|ul|} Yu e H.

Remarque C.T - Soient A : H — H un opérateur et a : H x H — R la forme
bilinéaire définie par
a(u,v) = (Au,v)g Yu, v € H. (C.1.3)
On a alors les propriétés suivantes -
1) @ est linéaire si et seulement si A est linéaire.

2) a est continue si et seulement si A est continue.
3) a est coercive si et seulement si A est définit positif.

Le second rappel de ce paragraphe concerne le théoréme de Laz-Milgram.

Théoréme C.8 | Soit a: H x H — R une forme bilinéaire, continue et coercive.
Alors pour tout f € H il existe u € H unique tel que :

alu,v)=(f.v)g Vve H (C.1.4)
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C.2 Fonctions convexes et semi-continuité inférieure

On considére une fonection ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeur
dans | — 00, +o0]. Une tlle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement
égale a +00, c’est a dire 51l existe ug € X tel que @(ug) < +00. La fonction ¢ est
dite convere si

pltu+ (1 —t)v) < tolu) + (1 —t)p(v) Yu, ve X £ [0,T].

La fonction ¢ est dite strictement convexre s1 cette dermeére inégalhité est stricte
pour tout u, v € X tel que u # v.

Pour toute fonction ¢ : X — | — o0, +00], on définit le domaine et I'épigraphe
de ¢ respectivement par :

dom o ={ue X \ ¢u) < +o0}

epi ¢ = {(u,0) € X \ p(u) < a}

Il est clair qu’on peut étabhr les résultats suivants -
1) ¢ est propre a1 et seulement s1 domy = ¢.
2) Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X s1 {» est convexe.
3) ¢ est convexe s1 et seulement s1 epiy est un ensemble convexe de X x K.
Nous supposons maintenant 'espace vectoriel X mum d’une topologie. Une
fonetion ¢ : X — | — 00, 40| est dite semi-continue inférieurement (s.c.i1) s1

lim inf w(un) > @(u)

pour tout © £ X et u, — u dans X_ La propriété de semi-continuité inférieurement
peut étre caractérisée par :

Lemme C.9 : soit ¢ : H — | — 00, +0o0|. alors Les propriétés suivantes sont
équivalentes -

1) ¢ est semi-continue inférieurement.

2) L’épigraphe de ¢ est fermée dans H x E.

Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simulta-
nément fermé pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme précédent
conduit au résultat suivant :

Théoréme C.10 - soit H un espace de Hilbert et o : H — | — 00, +0o¢] une fone-
tion convexe et propre. Alors ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement
st o est semi-continue inférieurement par rapport a la topologie faible de H.
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Soit maintenant A’ C H. On appelle fonction indicatrice de &', la fonction
Yy : H — | — 00, +00] définie par :

0s1ue K,

bpelu) = : . C21
vr(v) { +oo s u & K { )
En utilisant cette définition, on peut tacilement prouver le résultat suivant :

Lemme C.11 (A.3.2) - K est un ensemble convexe. fermé et non vide de H si
et seulement st la fonction indicatrice ¥y est convere, s.c.1 et propre.

C.3 Différentiabilité et sous différentiabilité

On note & présent par 27 I'ensemble de toutes les parties de H.
Une fonction ¢ : H — | — 00, +00] est dite Gdteaur-différentiable au point
u € H g1l existe un élément Vip(u) € H tel que -

L plu+tv) — o(u)
t—0 t

= [T;{:u]fv}H Vve H

L’élément Vio(u) s’appelle la différentielle au sens de Giteaux de  en u.

la fonection ¢ est dite Gdteauz-différentiable s1 elle est Gateaur-difféerentiable
en tout point de H; dans ce cas 'opérateur u — V(u) de H dans H s’appelle le
eradient de .

La convexité des fonctions Gdateauz-différentiable peut étre caractérisée comme
suit :

Lemme C.12 - Soit ¢ : H — | — 00, +00] une fonction Géteauz-différentiable.
w est alors une fonction convere st et seulement si

wlv) —e(u) = (Ve(u),v—u)g Vu, v e H. (C3.1)

Linégalité (C.3.1) suggére une généralisation de la notion de gradient aux
fonctions convexes. On dit que la fonction ¢ : H — |—00, +00] est sous-différentiable
en un point u € H g1l existe f € H tel que :

p(v) —p(u) = (fv—u)g Vv eH (C.3.2)

L’élément f est alors appelé un sous-gradient de  en u et I'ensemble des sous-
gradients de  en u est appelé le sous-différentiel de o en u et est noté dp(u) -

Bp(u) = {f € H \ p(v) —o(u) = (fo—wa Vve H}. (C.33)
On note par dom (Jy) 'ensemble défini par -

dom () ={uc H \ dp(u) # o}. (C.34)
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En utihsant (A 3.3) et (A.3.4) ains1 que la définition du domaine d’une fonction,
1l résulte
dom(8y) C dome (C.3.5)

L’opérateur multivoque v — dp(u) : H — 27 & appelle le sous-différentiel de
. La fonction ¢ est dite sous-différentiable =1 elle est sous-différentiable en tout
point de H. c’est a dire s1 dom(dy) = H.

En utilisant I'inégahité (A.3.2). on obtient :

Lemme C.13 : Soit ¢ : H — | — 00, +00] une fonction sous-différentiable. o est
alors une convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Lemme C.14 - Soit ¢ : H — | — 00, +0¢] une fonction conveze et semi-continue
inférieurement. Alors o est sous-différentiable en tout point intérieur de son do-
maine domip.

Lemme C.15 : Soit ¢ : H — | — 00, +00| une fonction convere et Gdteaua-
différentiable. © est alors sous-différentiable et dp(u) = {Vo(u)} pourtoutw € H.

C.4 Inégquations variationnelles elliptiques

Soit A : H — H un opérateur non linéaire, v : H — | — 00, +o¢0] une fonetion
propre et f € H. La modéhsation de plusieurs classes de problémes physiques ou
meécanique conduit aux problemes mathématiques de la forme

{ trover u tel que : (C.4.1)

u€ H, (Av,v—u)g +¢(v) —p(u) 2 (ffv—u)g VveH.

Le probléeme (C.4.1) est appelé inégalités variationnelles elliptiques de second
espece sur H. D’autres problémes rencontrés en physiques ou en mécanique condut
aux inégalités variationnelles elliptiques de la forme

{ trover u tel que : (C.4.2)

ve K, (Aw,v—u)g > (f,v—u)lgVve K.

ou /U est un sous-ensemble non vide de H. Le probléeme (C 4 2) est appelé in-
équation variationnelle elliptique de premiére espéce sur H.

Remarquons que s1 ¢ = 0 (ou K = H), alors (C.4.1) (resp. (C.4.2)) est
équivalente au probléme swmvant :

{ trover u tel que : (C4.3)

uec H (Au,v)g =(f,v)gVveH

On obtient une équation variationnelle.
On dit que 'opérateur A est :
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a) fortement monotone sl existe m > 0 tel que -
(Au — Av,u —v)g = mlju— LI|§_1 Vu, ve H
b) de Lipschitz sl existe M = 0 tel que :
|Au — Av|lg < Mlju—v|g

On peut démontrer (voir par exemple [36]) que s1 A est fortement monotone et
de Lipschitz alors A est inversible et A™! est fortement monotone et de Lipschitz.
En ce qui concerne les problémes (C.4.1) et (C.4.2), on a les résultats d’existence
et d'unieité suivant :

Théoréeme C.16 - 51 A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et
o une fonction convexe, propre et semi-continue inferieurement alors [ inéquation
variationnelle elliptiqgue (C.4.1) admet une solution unique.

Théoréeme C.17 - 57 A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et
K est un convere fermé non vide de H alors ['inéguation variationnelle elliptique
(C.4.2) admet une solution unique.

D Compléments dévers

Dans cette section, nous allons rappeler une version du théoreme de Cauchy-

Lipschitz.

Théoréme D.1 : Soit (X, ||.|x) un espace de Banach réel et soit F(f, ) : X —
X un opérateur défini p.p. sur (0.T), qui satisfait les propriétés suivantes :

il eriste Ly > U tel que
1F(t,z) — F(t.9)|x < Lrllz —yllx Va,y € X, pp. te (0,T);

il existe 1 < p < +oc tel que F(.,z) € LP(0,T; X) Vz € X.
Alors. pour tout xq € X . il existe une fonction unique x € W?(0,T:; X) telle
que
z(t) = F(t,z(t)) pp te(0.7),

z(0) = zg.

Pour des détails sur ce théoréme on peut renvoyer le lecteur par exemple a [38]
(p-60).

A la fin, nous passons en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent
dans de nombreux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de
la solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels fisurant dans ce paragraphe,
le lecteur pourra consulter par exemple [24] et [35]. Notons par ailleurs que dans
certains paragraphes de ce mémoire, nous allons utiliser des versions "presque
partout” de ces lemmes.



D. COMPLEMENTS DEVERS S8

Lemme D.2 : Soient m, n € C([0,T|;R) telles que m(t) > 0 et n(t) = 0 pour
tout t € [0,T], @ = 0 une constante, et ¥ € C([0,T];R).

(1) Si
v(t) < a+ tm{s}a‘.’s+ff n(s)¢(s)ds Vte|0,T],
alors D D ,
Y(t) < a—/ m(s) ds) Empf (s)ds) Vtel0,T].
(2)8i
b(t) < m{f}—l—a/t w(s)ds Vtel0,T],
alors ﬂ

t t
/ U(s)ds < T / m(s)ds
0 0

Dans le cas particulier m = U, la partie (1) de ce lemme devient :

Corollaire D.3 : Soit n € C([0,T|;R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0, T] et
soita > 0. St e C([0,T;R) est une fonction telle que

w(t) < a—|—./ﬂ n(s)(s)ds Vtel0,T],

alors 2
Y(t) < aea:pf_/ n(s)ds) Ytel0,T].
0

Le Corollaire D.3 est souvent utilisé pour montrer I'unicité de la solution,
de la facon smivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ¥ la
norme de la différence entre ces solutions, on essale ensuite de majorer ¢ sous la
forme

w(t) E/ n(s)v(s)ds Vtel0,T],
0

avec une certaine fonction n = 0. L’application du corollaire donne immédiatement
la nullité de .

Lemme D.4 : Soient m, n € C([0,T].R) telles que m(t) = 0, n(t) =0 V¢t g
[0,7] et > 0. Suzt également ¢ : [0, T] — R une fonction telle que -

]‘_ 1 3 3
—:_*J %(s) < *:i 5a —I—[ m(t) ¢(t) dt—l—f n(t) ¢*(t) dt ¥ se[0,T].

0 0
Alors,
|6(s)| < (a+ / m(t)dt)elo "% v 50, 7]
0
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Dans le cas particulier n = 0, le Lemme devient :

Corollaire D.5 : Soit m € C([0.T|,R) tel que m(t) = 0 ¥t € [0,T] et soit
a > 0. Soit également ¢ : [0,T] — R une fonction telle que

i"2{3 fiaz—l— Sm(t}'(t}dt ¥ se[0,T]
..)ﬁ-’ } i 9 i L : -

El

Alors.

lo(s)] < a—!/ m(t)dt ¥V sel0,T].
Q

E Approrimation variationnelle

Soit H l'ezspace défin précédemment, on se donne un sous-espace Hjy de H de
dimension finie et dépendant d'un paramétre A > 0. soit I la dimenzion de H; en
pratique, Hy représente une approximation de l'espace H de dimension infinie et
on aura :

lim I(h) = +00,
h—0

et =01t le probléme variationnelle suivant -
Probléme P : Trouver v € H tel que -

ve H, (Au,v—u)g +¢v)—elu) = (f,v—u)g Vv eH,

ou A et ¢ sont défimis dans (C.4.1).

Afin d’obtenir une approximation numérique de la solution u on introduit
un probléme approché P® posé dans un espace de dimension finie. On vérifie, en
premier que le probléeme P" & une solution unique puis on montre que sa solution
converge vers la solution u du probléme P.

Alors, au sous-espace Hy de H, on associe le probléme approché P" suivant :
Probléme P" : Trouver u" € Hy tel que -

u" € Hy, (Aut v —uM)g + (") — o@”) = (f,0" —u")g V" € H.

L'intérét de la méthode d’approximation variationnelle est de trouver une esti-

h

mation d’erreur commise loraqu’on approche uw par v, c'est & dire démontrer le

théoréme suivant -

Théoreme E.1 : [l eriste une constante C>0 indépendant de Hy tel que

le —w*|| < € inf |lu—o"|.
‘Li‘hEHh
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