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               Introduction générale  

     La description du mode par la physique théorique repose sur de deux théorie extrêmement 

bien vérifiées expérimentalement. La relativité générale d’Einstein (1916) décrit l’interaction 

l’espace-temps (classique) et la matière et l’énergie de l’univers. Cette théorie dont la 

première pierre fut la relativité restreinte (1905), unifie l’espace et le temps et en fait un objet 

dynamique. La théorie de jauge (le modèle standard) unifie les interactions électrofaible et 

forte et rend compte de la physique à l’échelle des constituants élémentaires de la matière. 

     En physique classique, la mécanique de Newton est fondée sur quatre grands principes : 

les trois lois de newton (la loi de l’inertie, la loi fondamental de la dynamique, la loi action et 

réaction), et le principe de conservation d’énergie. 

     Durant le dernier siècle la physique fondamentale a vécu deux révolutions qui ont changé 

les concepts et la vision de la mécanique classique Newtonienne, se sont la relativité 

(restreinte et générale) inventée par Einstein et la mécanique quantique inventée et 

développée par des plusieurs physiciens (Bohr, Heisenberg, Schrödinger, Pauli, Dirac, et 

d’autres). 

     La mécanique quantique s’intéresse aux phénomènes physiques qui sont à l’échelle de la 

constante de Planck                 . Cette constante est fondement de la réalité physique, 

puisqu’on la retrouve dans la formulation du principe d’incertitude de Heisenberg qui rend 

impossible la mesure simultanée de la position et de l’impulsion d’une particule, car 

l’incertitude    sur la mesure de sa position et l’incertitude    sur son impulsion doivent 

satisfaire à la relation          . 

La combinaison de la mécanique quantique et la relativité restreinte a induit la mécanique 

quantique relativiste ou la notion de l'antimatière a pris naissance. Le développement de la 

théorie des champs et  la théorie des groupes (groupes de Lie) ont contribué à la construction 

des théories de jauge qui ont réussi à expliquer les trois interactions fondamentales. 

     Malgré ce succès appariant, il reste beaucoup de choses inexplicables (par exemple : 

l’unification de quatre forces fondamentaux), pour comprendre ces problèmes, les physiciens 

ont supposé plusieurs solutions, l’une de ces solutions est la géométrie non commutative. 

     La géométrie non commutative, est une outille mathématique appliquée à la physique 

théorique qui élaborée dans des plusieurs méthodes, une de ces méthodes est les approches de 
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seiberg-witten, qui consiste à remplacer l’espace-temps ordinaire par un espace non 

commutatif, cette approche peut être formulée la théorie de jauge dans cas non commutatif. 

      Ce travail est organisé comme suit : 

   Le premier chapitre, consacré sur la théorie des perturbations stationnaires. 

    Le deuxième chapitre est consacré à l’équation de Klein-Gordon dans l’espace ordinaire et 

ses applications sur l’atome d’hydrogène. 

    Le troisième chapitres est consacré à une exposition des théories de jauge dans l'espace non 

commutatif, en utilisant le produit de Moyal (produit star) et des cartes de Seiberg-Witten. 

   Le quatrième chapitre, on va étudier l’équation de Klein-Gordon dans l’espace non 

commutatif.  

On va finaliser notre travail par une conclusion qui étant comme un bilan des résultats 

obtenus. 

 



 
 

 

 

 

 

 

Chapitre 1 

La théorie des perturbations 

stationnaires  
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Introduction : 

      Dans la mécanique quantique l’équation          n’est pas toujours soluble, on est 

obligé de rechercher des solutions approchées, en utilisant une méthode d’approximation 

appelé la théorie de perturbation. 

     Donc la théorie des perturbations « stationnaires » est très largement utilisée en physique, 

car elle correspond très bien à la démarche habituelle des physiciens : dans l’étude d’un 

phénomène ou d’un système physique donné.  

1.1. La théorie des perturbations stationnaires : 

     On étudie dans ce chapitre le cas où   et   sont indépendants du temps ce qui correspond 

aux perturbations stationnaires, elle est applicable lorsque l’Hamiltonien    du système étudié 

qui se décompose sous la forme : 

                                                                                                                                (1.1) 

Où : 

    : dénote l’Hamiltonien du système non-perturbé. 

   : représente une petite perturbation. 

Telle que    proche de  . 

     De plus, nous supposons que les valeurs propres   
  et les états propres   

  de 

l’Hamiltonien non-perturbé sont connus [1]: 

                                                         
    

   
                                                                   (1.2) 

     L’indice   indique que les énergies non-perturbées forment un spectre discret, nous 

dénotons par   
  le système complet d’états propre de    d’énergies   

 . Les éléments de 

matrice de   sont petits devant ceux de   . Pour exprimer clairement la petitesse des 

éléments de matrice    devant ceux de   , on introduit le paramètre sans dimension   en 

exprimant   sous la forme :                                                                                                                                                                                                         

                                                         ̂     Avec                                                        (1.3)  

Où : 
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 ̂ Étant un opérateur d’éléments de matrice comparables à ceux   . 

     L’introduction de ce paramètre   prend tout son sens dans le cas d’une perturbation liée à 

un champ extérieur de force variable, nous verrons en fait que le résultat est indépendant de ce 

paramètre qui par contre permet de mieux séparer les différents ordres de perturbation. 

Nous cherchons les valeurs propres de l’opérateur hermétique      : 

                                                             ̂                                                                (1.4) 

     Si   est suffisamment petit, les valeurs propres et les états propre associée à      ne 

devaient que peu différer de ceux associées à   . Nous cherchons les états propres |     ⟩ et 

les valeurs propres      de l’opérateur hermétique      [2]: 

                                                                                                                       (1.5) 

     Nous admettrons que       et       peuvent être développés en puissances de   sous la 

forme : 

                                                     
     

        
                                           (1.6) 

                                              |      ⟩  |   
 ⟩   |   

 ⟩      |   
 ⟩                        (1.7) 

Partons alors de ces développent, ainsi que la définition (1.4) de      dans l’équation (1.5) : 

      ̂ [∑  |   
 ⟩

 

   

]  [∑    
  

  
 

    

] [∑  |   
 ⟩

 

   

]                                                                 

Nous imposons à cette équation d’être vérifiée pour   petit. 

      Nous devons donc égaler les coefficients des puissances successives de   dans les deux 

membres. Nous obtenons ainsi : 

D’ordre   de   : 

                                                |   
 ⟩    

 |   
 ⟩                                                                  (1.9) 

D’ordre   de   : 

                                                  
  |   

 ⟩    ̂    
  |   

 ⟩                                      (1.10) 
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D’ordre   de   : 

                                                 
  |   

 ⟩    ̂    
  |   

 ⟩    
 |   

 ⟩                      (1.11) 

Pour les termes généraux d’ordre   : 

      
  |   

 ⟩    ̂    
  |   

   ⟩    
 |   

   ⟩   
 |   

 ⟩                                        (1.12) 

Il est avantageux de ne pas normaliser       , mais plutôt d’imposer la condition : 

                                            ⟨      |  
 ⟩                                                                         (1.13) 

Comme   
  est normalisé, ceci implique : 

                                             ⟨  
  |  

 ⟩                                                                    (1.14)       

     Considérons une valeur propre particulière    
 non-dégénérée de l’Hamiltonien    non-

perturbé, il lui est associé un vecteur propre   
  unique. 

     Par l’adjonction, nous cherchons à déterminer les modifications apportées à cette énergie 

non-perturbée et à l’état stationnaire correspondant de la perturbation   à l’Hamiltonien. 

     Nous utilisons pour cela les équations de perturbation (1.10) à (1.11) ainsi que les 

conditions (1.13) et (1.14). Pour la valeur propre de       qui tend vers    
  quand           

1.2. La Correction d’énergie d’un niveau non-dégénéré:       

      Le changement d’énergie résultant d’une perturbation  ̂ est obtenu en considérant le 

produit scalaire d’équation (1.10) avec   
  : 

                                  ⟨  
 |      

  |   
 ⟩  ⟨  

 |  ̂    
  |  

 ⟩                                  (1.15) 

  Le premier terme est nul et le deuxième terme donne la première correction de l’énergie : 

                                                   
  ⟨  

 |  ̂ |   
 ⟩                                                               (1.16) 

En projette maintenant ⟨  
 | sur l’équation (1.11): 

⟨  
 |      

  |   
 ⟩  ⟨  

 |  ̂    
  |   

 ⟩  ⟨  
 |  

 |   
 ⟩                                          (1.17) 

On obtient finalement : 
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  ∑

|⟨  
 |  ̂ |  

 ⟩|
 

   
    

                                                               (1.18) 

     L’effet du niveau   
  est donc de « repousser » le niveau d’énergie   

 . il faut de plus 

remarquer que pour un état fondamental, on a toujours   
    

  (pour tout  ). La correction 

en énergie du      ordre est donc toujours négative. 

     La valeur propre       de   qui correspond à   
  s’écrit donc, au premier et deuxième 

ordre par rapport à la perturbation     ̂ : 

                                               
  ⟨  

 |   |   
 ⟩  ∑

|⟨  
 |   |  

 ⟩|
 

   
    

                     (1.19) 

1.3. La correction de vecteur d’état d’un niveau non-dégénéré: 

     En prenant le produit scalaire d’équation (1.10) avec une autre fonction propre de 

l’Hamiltonien non-perturbé   
  où    , nous obtenons : 

                                        ⟨  
 |      

  |   
 ⟩  ⟨  

 |  ̂    
  |  

 ⟩                            (1.20) 

On peut écrire cette équation sous la forme : 

                                           
 ⟨  

 |  
 ⟩  ⟨  

 |  ̂ |  
 ⟩    

 ⟨  
 |  

 ⟩                                  (1.21) 

Un développement de   
  dans la base du système complet d’états propre   

  de    implique : 

                                      
  ∑        

         Avec       ⟨  
 |  

 ⟩                                  (1.22) 

Pour     ceci mène à une équation pour les coefficients    : 

                                           ⟨  
 |  ̂ |  

 ⟩     
    

                                                        (1.23) 

Si la valeur propre   
  n’est pas dégénérée, si   

    
  pour tout    , nous obtenons : 

                                               
  ∑

⟨  
 |  ̂ |  

 ⟩

   
    

       
                                                          (1.24) 

     La correction du premier ordre au vecteur d’état est donc une superposition linéaire de tous 

les états non-perturbé autre que   
  . 

Maintenant on va calculer la deuxième correction de la fonction d’onde   
  : 
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En multipliant l’équation (1.11) par le Bra  ⟨  
 | on obtient : 

          ⟨  
 |      

  |   
 ⟩  ⟨  

 |  ̂    
  |   

 ⟩  ⟨  
 |  

 |   
 ⟩                                (1.25) 

D’après la simplification on peut trouver la formule suivante : 

            
  ∑ [

⟨  
 |  ̂ |  

 ⟩⟨  
 |  ̂ |  

 ⟩

   
    

     
    

  
 

⟨  
 |  ̂ |  

 ⟩⟨  
 |  ̂ |  

 ⟩

(  
    

 )
 ]  

 
                                       (1.26) 

Finalement on peut écrire l’ensemble des corrections sous la forme : 

                     
  ∑

⟨  
 |  |  

 ⟩

   
    

       
   

                            ∑ [
⟨  

 |   |  
 ⟩⟨  

 |  |  
 ⟩

   
    

     
    

  
 

⟨  
 |   |  

 ⟩⟨  
 |  |  

 ⟩

(  
    

 )
 ]  

 
                     (1.27) 
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Introduction : 

     Avant d’aborder le formalisme, posons brièvement le problème. Deux théories, nées du 

XXème siècle, à savoir la relativité et la mécanique quantique, doivent s’unifier. Plus 

précisément, il s’agit ici d’inscrire la mécanique quantique dans un cadre et un formalisme 

relativiste, cette unification a débuté avec l’équation de Klein-Gordon. 

     L’équation de K-G a été proposée par Oskar Klein et Walter Gordon, est une version 

relativiste de l’équation de Schrödinger pour les ondes de matière décrivant des particules 

massives de spin nul, sans ou avec charge électrique, en suivant de pris les idées originales de 

Louis de Broglie qui en 1926 a proposé la description des électrons relativistes. 

2.1. Rappelle sur l’équation de Schrödinger : 

     En 1925, Schrödinger proposa son équation et montra que les solutions correspondante 

permet que retrouver les niveaux d’énergies de Bohr et s’écrit [2]:    

                         H  ( ⃗   )    ( ⃗   )                                                                                 (2.1) 

 Où : 

{
 

   
 ⃗⃗ 

  
  ( ⃗  )

 ⃗⃗      ⃗⃗⃗

    
 

  

                                                                                                                              (2.2) 

H : l’opérateur hamiltonien 

V : l’énergie potentielle 

 ⃗⃗             

  ⃗⃗⃗⃗                                                                                                                                                                                                 

2.2. L’étude d’un champ libre: 

     L’équation relativiste la plus simple décrivant un champ libre est l’équation de Klein-

Gordon. Son contenu physique est simplement d’imposer que le champ soit une superposition 

linéaire d’ondes planes (un paquet d’ondes) dont la propagation est conforme à la condition 

de couche de masse de la cinématique relativiste,         [3]. 
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À partir de (2.1) avec  ( ⃗  )    : 

                    ( ⃗   )    
 

  
 ( ⃗   )                                                                                    (2.3) 

On a: 

    (
 

 
  ⃗⃗)       =(

 

 
   ⃗⃗)         

                                                           
  

    ⃗⃗                                                       (2.4) 

L’équation (2.4) c’est l’équation relativiste donnant l’énergie de particule libre massive. 

Le terme d’énergie relativiste décrire sous la forme : 

                         ⃗⃗                                                                                                              (2.5)            

On remplacer dans l’équation (2.3) avec:  

                             

(  ) 
                                                                                                  (2.6) 

Donc on obtient : 

     [ ⃗⃗        ] ( ⃗   )       

(  ) 
 ( ⃗   )                                                                    (2.7) 

D’après la simplification : 

    *
 

  

  

(  ) 
  ⃗⃗⃗  

    

  + ( ⃗   )                                                                                      (2.8) 

     Dans le domaine de physique des particules élémentaires, l’équation précédente est appelé 

‘équation relativiste covariante des bosons’  

L’opérateur d’alembertien étant représenté par : 

{
  

 

  

  

(  ) 
  ⃗⃗⃗                                                                

                                                  
                                                          (2.9)                                                            

    : La métrique de Minkowski diag (1,-1,-1,-1)                                                                                    
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Alors : 

{
*  

    

  + ( ⃗   )              

*        
    

  
+ ( ⃗   )   

                                                                                         (2.10)                                

En utilisant les unités naturelles (c=ħ=1) on obtient finalement : 

                                      [    ] ( ⃗   )                                                                       (2.11)                                               

     Comme l’opérateur      est invariant de Lorentz, on peut en principe l’appliquer à un 

champ de spin arbitraire. Elle s’applique en particulier au champ scalaire, sans spin. 

La solution de l’équation (2.11) sont des fonctions planes s’écrit sous la forme suivante : 

 

                                        ( ⃗   )      (    
 )  

                                                            [ (    ⃗  ⃗)]                                                   (2.12)                       

                                                           [ (     ⃗⃗  ⃗)]  

Est une fonction propre de l’opérateur d’alembertien avec valeur propre   .  

     Elle sera donc une solution de Klein-Gordon pour autant que quadrivecteur d’onde 

  satisfasse la condition       

La solution de l’équation (2.11) peut alors s’écrire : 

       ( ⃗   )  
 

(  ) 
∫    ( )      

 (     )                                                            (2.13)                                                          

      La fonction  ( ) détermine la composition en ondes planes du paquet d’ondes 

scalaire ( ⃗   ) . 

On peut écrire l’équation (2.13) sous la forme : 

 ( ⃗   )  ∫
   

(  )    
* ( ⃗⃗)   (     ⃗⃗ ⃗)   ( ⃗⃗)   (     ⃗⃗ ⃗)+                                             (2.14) 

  D’où :  
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               √ ⃗⃗                                                                                                          (2.15)                                                                                      

Le théorème de Noether implique l’existence d’un courant     d’écrire sous la forme :   

                     ⃡⃗⃗⃗                                                                                                          (2.16)                                                                                         

Et le courant est conservé alors : 

                                                                                                                                    (2.17)                                                                

Il faut remarquer que la composante temporelle     n’est pas une quantité positive : 

           *    

  
  

   

  
+                                                                                               (2.18)   

     On ne peut donc pas identifier  à une densité de probabilité comme on le fait en 

mécanique quantique basée sur l’équation de Schrödinger,  l’équation de Klein-Gordon n’est 

donc pas appropriée à la description quantique d’une particule ayant Ψ comme fonction 

d’onde.                                                        

Il faudra de plus prendre garde à l’existence d’énergie négative.  

         
 √ ⃗⃗                                                                                                                (2.19)                                                                                      

     La solution L’équation de Klein-Gordon ne possède apparemment pas d’état fondamental 

d’énergie minimum. Ce problème recevra une solution en termes d’antiparticules dans le 

cadre de la théorie quantique des champs. 

On utilise couramment  la terminologie suivante : 

  Onde d’énergie positive :        
         

  Onde d’énergie négative :         
              

     L’intérêt et la signification de cette convention peu intuitive apparaitront lors de la 

quantification du champ. 
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2.3. L’étude d’une particule chargée dans un champ externe : 

     Une particule chargée (e) en présence d’un champ électromagnétique externe donné, 

représentée par le quadri-potentiel  , la prescription de couplage minimal de fock conduit à 

substituer la quadri-impulsion    à la quantité suivante : 

                           

 
→                                                                                                  (2.20)                                                                

     Introduisons explicitement les composantes temporelles et spatiales de la quadri-

impulsion : 

   (
 
 

  

 ⃗
) Et        (

 
 

  

  ⃗
)                                                                                                 (2.21)                                                                                

Et de quadri-potentiel : 

   (  

 ⃗
)    Et       (

  

  ⃗
)                                                                                               (2.22)                                                             

   : représente le potentiel scalaire comme le potentiel coulombien  

 ⃗ : représente le potentiel vectoriel comme le potentiel électromagnétique  

De telle sorte l’équation de K-G devient : 

(       )( 
     ) ( ⃗   )       ( ⃗   )                                                               (2.23)                                              

     Cette équation s’applique à une particule chargée de charge (e) sans spin dans un champ 

électromagnétique  

2.4. L’application sur l’atome d’hydrogène et la solution :  

     Dans cette partie, on va appliquer l’équation de K-G sur  l’atome d’hydrogène puisque 

c’est  le plus simple atome existe, elle est constitué un seul proton et un électron. L’interaction 

entre l’électron et le proton créer un potentiel coulombien : 

                                      
  

     
                                                                                      (2.24) 

Avec le potentiel vecteur est nul( ⃗   ). 
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Dans ces conditions l’équation (2.23) s’écrire : 

,(  
 

  
 

  

     
  )  (    ⃗⃗⃗)

 
 (   ) -  ( ⃗  )                                                        (2.25) 

     Le but c’est trouvée les états stationnaires d’énergie E, on peut écrire la fonction  ( ⃗  )  

sous la forme : 

                 ( ⃗  )   ( ⃗)                                                                                                (2.26) 

D’après l’équation (1.25) On obtient : 

,(  
  

     
  )  (    ⃗⃗⃗)

 
 (   ) -  ( ⃗)                                                                (2.27) 

     Nous sommes en présence d’un système à symétrie sphérique, nous allons travailler au 

coordonnée sphérique en procédant à la séparation des variable (     ) pour la recherche de 

solutions stationnaires sous la forme [4]: 

 ( ⃗)
 
→       (r,   )  

 

 
    ( )  

  (   )                                                                       (2.28) 

    ( )    Partie radial de la fonction d’onde 

  
  (   ) : Partie angulaire de la fonctiond’onde   

Les nombre réel       sont appelés nombres quantiques. 

  : Le nombre quantique principal est nombre entier positif. 

  : Le nombre quantique orbital est un nombre entier positif compris entre   et      

  : Le nombre quantique magnétique compris entre     et    

L’aplacien en coordonnés sphérique : 

                           
 

  
*
 

  
(   

  
)  

 ⃗⃗ 

  
+                                                                               (2.29) 

Telle que : 

                         ⃗⃗   
  (   )=   (   )   

  (   )                                                              (2.30) 

En remplaçant ceux-ci en (2.27) on obtient : 
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                             ,
  

    
 (   )   

   
    

 
      

 -  ( )                                         (2.31) 

   Pour rechercher la solution de l’équation (2.31), on utilise la méthode de NiKiforov-Uvarov. 

     Cette méthode est basée sur la résolution du type hypergéométrique d’équations 

différentielles du deuxième ordre par des moyens des fonctions spéciales orthogonales, pour 

un potentiel donné. Cette technique algébrique a été utilisée avec succès de la part de 

Schrödinger, Klein-Gordon et Duffin-kemmer-Petiau. Donc l’équation principal qui est 

donnée dans la formulaire ci-dessous[5]:   

                                         
 ̃( )

 ( )
   

 ̃( )

  ( )
                                                                 (2.32) 

Telle que : 

 ( ) : est la fonction de type hypergéométrique. 

 ( ) Et  ̃( ) : sont des poynomes  de degré non supérieur à    

 ̃( ) : Un polynôme de degré non supérieur à   

Selon (2.31) et (2.32), on obtient : 

 ( )       ,     ̃      ,                     ̃  (     )      
   (   ) 

Essayons de mettre l’équation (2.32) sous une forme plus simple au moyen du changement  

             ( )   ( ) ( )                                                                                                    (2.33) 

Et d’un choix particulier de la fonction  ( ), Il vient : 

   ( 
  ( )

 ( )
 

 ̃( )

 ( )
)    (

  ( )

 ( )
 

  ( )

 ( )

 ̃( )

 ( )
 

 ̃( )

  ( )
)                                                   (2.34) 

     En vue de rendre (2.31) plus simple que (2.32). On donnera au coefficient de    l’aspect 

 ( )  ( )⁄  où  ( ) est un polynome de degré non supérieur à . 

                             
  ( )

 ( )
 

 ̃( )

 ( )
 

 ( )

 ( )
                                                                                 (2.35) 

La fonction  ( ) se définira alors par l’équation :  

                             
  ( )

 ( )
 

 ( )

 ( )
                                                                                              (2.36) 
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Dans laquelle : 

                           ( )  
 

 
[ ( )   ̃( )]                                                                              (2.37) 

Est polynôme de degré non supérieur à .  

On peut écrire : 

    
  ( )

 ( )
 (

  ( )

 ( )
)
 

 (
  ( )

 ( )
)
 

 (
 ( )

 ( )
)
 

 (
 ( )

 ( )
)
 

                                                              (2.38)                                                                                                                                     

     Dans ce cas, le coefficient   ( ) est transformé à une forme plus appropriée en prenant 

l’égalité donné dans l’équation (2.36). 

   
  ( )

 ( )
 

  ( )

 ( )

 ̃( )

 ( )
 

 ̃( )

  ( )
 

 ̃( )

  ( )
                                                                                        (2.39) 

     En substituant les cotés à droite de l’équation (2.35) et l’équation (2.39) dans l’équation 

(2.34), Une équation de type hypergéométrique est obtenue comme suit : 

                                                  
 ( )

 ( )
   

 ̃( )

  ( )
                                                        (2.40) 

Où : 

                            ( )   ̃( )    ( )  

                ̃( )   ̃( )    ( )   ( )[ ̃( )    ( )]    ( ) ( )                                 (2.41) 

 ( ) : Polynôme de degré non supérieur à . 

 ̃( ) : Polynôme de degré non supérieur à . 

     Nous avons trouvé de cette façon la classe des transformations qui lassent le type de 

l’équation inchangée : ce sont les transformations qu’on fait subir à (2.32) en opérant le 

changement  ( )   ( ) ( ), ou la fonction  ( ) vérifie l’équation (2.36), quel que soit le 

polynôme du premier degré  ( ). 

     Choisissons les coefficients du polynôme   ( ) de telle façon que le polynôme  ̃( ) 

figurant dans (2.40) soit un multiple exact de  ( ) : 

                                                         ̃( )    ( )                                                              (2.42) 
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L’équation (2.40) deviendra donc : 

                   ( )    ( )                                                                                       (2.43) 

 Nous disons que (2.43) est une équation hypergéométrique. 

     Ainsi de sa solution est  donnée en fonction de type hypergéométrique. Pour déterminer le 

polynôme  ( )  l’équation (2.41) et la constant, mettons la condition (2.42) sous la forme : 

                ( )  [ ̃( )    ( )] ( )   ̃( )    ( )                                                 (2.44) 

Où : 

                   ( )                                                                                                         (2.45) 

On peut expliciter  ( ) dans l’équation du second degré : 

        ( )  
  ( )  ̃( )

 
 √(

  ( )  ̃( )

 
)   ̃( )    ( )                                                    (2.46) 

                  
 

 
 √(  

    )   (      )  (  
 

 
)     

     On remarque que la racine de polynôme est du second degré, donc pour trouver des 

solutions, on va appliquer le discriminateur de la racine carrée est égal à zéro : 

             (      )   (  
    ) [(  

 

 
)
 

   ]                                    (2.47) 

Donc  obtenu deux solutions pour k : 

, ( )  
 

 
 √  

      √(  
 

 
)             √  

    √(  
 

 
)            (2.48) 

, ( )  
 

 
 √  

      √(  
 

 
)
 

            √  
    √(  

 

 
)           (2.49) 

     Pour la fonction   ( )   ̃( )    ( ) à l’intervalle [    [ qui doit avoir une dérivée est 

négative. 

Donc : 
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            ( )     .√(  
 

 
)
 

    √  
     /                                                       (2.50)  

Avec : 

          ( )  
 

 
 √(  

 

 
)
 

    √  
                                                                      (2.51) 

Et : 

                 ( )                                                                                                           (2.52) 

Avec : 

        ( )   √  
                                                                                                          (2.53) 

Donc : 

           0    .
 

 
 √(  

 

 
)
 

   /√  
    1                                                        (2.54) 

     L’énergie exacte de l’équation de Klein-Gordon pour le potentiel coulombien, il est 

possible de la constituer par la forme suivante : 

            ( )  
 (   )

 
  ( )                                                                                       (2.55) 

Avec : 

        ( )   √  
           ( )                                                                                   (2.56) 

On obtient en effet les niveaux d’énergies suivants : 

             
  .  

 

 
 √(  

 

 
)
 
   /

0(  
 

 
)  (  

 

 
)   (  

 

 
)√(  

 

 
)
 
   1

 
 

                                                                       (2.57)        

Avec       

Les fonctions propres  ( )      ( ) s’écrivent : 

            ( )      
      

 

   
    ( )                                                                                  (2.58) 

Avec : 
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 √(  

 

 
)
 

                                                                               (2.59) 

                     √  
                                                                                                       (2.60) 

     Et     ( )    
    ( )  sont des constants de normalisation et polynôme de Laguerre 

respectivement. A travers la condition de normalisation∫     
 ( )    

 

 
. Nous trouvons : 

     √
 

     
(

  

 (      )
)

 

 
                                                                                                (2.61) 

Ainsi, les fonctions radiales sont : 

    ( )  √
 

     
(

  

 (      )
)

 

 
        

 

   
    ( )                                                            (2.62) 

Conclusion : 

      En remarque que l’énergie E est indépendante du nombre quantique magnétique m. il y a 

donc une dégénérescence sur l’état d’énergie. 
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     Dans ce chapitre on va étudier la théorie de jauge dans le cadre de la géométrie non 

commutative. 

3.1.1. Rappelle sur les groupes : 

     En théorie quantique des champs, toutes les transformations considérées forment des 

groupes. La plus souvent même des groupes de lie : 

Soit G un ensemble,  une application de     [6]: 

{
                         

 (     )       

                                                                                                            (3.1) 

Le couple (   ) est construit un groupe si les axiomes suivantes sont satisfaits : 

1. L’associativité : 

                      (     )        (     ) 

2. L’élément neutre : 

                                       

3. L’élément inverse : 

                          

 Le groupe sera qualifiée abélienne si : 

            

3.1.2. Groupe de lie :  

     Le groupe de lie unitaire  ( ), définit par l’ensemble des matrices complexes (   ) 

unitaires [7]: 

                                        ( ),                                                                             (3.2) 

Et pour le sous-groupe spécial unitaire   ( ) on a : 

                                   ( )   ( )  *   ( )   +  

3.2. La théorie de jauge dans l’espace ordinaire : 

     Le terme « jauge » est fut introduit pour la première fois par Hermann Weyl en 1919 dans 

une tentative d’unifier l’électromagnétisme et la gravitation, Mais pour diverses raison, cette 

tentative d’unification échoua. Par la suite, Weyl donna en 1929 le premier exemple d’une 

théorie de jauge local basée sur le groupe abélien  ( ), dans la théorie de Weyl, la jauge est 

une référence de mesure permettant d’étalonner l’échelle qui va servir à mesurer une quantité 

physique. L’idée a été généralisée par Dirac, puis Yang et Mills en utilisant des groupes non 

abéliens   ( ) et   ( ) [8,9]. 
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     La théorie de jauge est une théorie des champs qui décrit les interactions fondamentales 

(électromagnétique, faible, forte). Elle est basée sur le principe d’invariance de la densité 

lagrangienne lorsque cette dernières est soumise à une transformation de jauge, ces 

transformations sont [6] : 

1. transformations appliquée sur les cordonnées d’espace-temps : 

                                   (    )                                                                                 (3.3) 

2. transformations appliquée sur les champs : 

-champs scalaires  (    ) : 

                         (    )    (     )   ( (    )   )                                                  (3.4) 

-champs fermioniques  (    ) :  

                        (    )    (     )      (    )                                                        (3.5) 

-champs vectoriels de spin     : 

                     ( )     ( )    (  ( )  )                                                                     (3.6) 

De telle sorte le principe de moindre action est satisfait : 

                                                                                                                                       (3.7) 

     Dans l’espace ordinaire  les transformations  locales de champ fermionique, la dérivée 

covariante, le champ de jauge et le tenseur F respectivement est donnée par [10,11]: 

)()()(
)('

xexx
a

a Txi  
  

1'

11'

''

))(())((

))(())((())(())((

)())(()()(











xUFxUFF

xUxUixUAxUAA

xDxUxDxD













           (3.8) 

 Avec : 

],[)(  AAiAAF 
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                                          aa AigiAD 



2
                                                      (3.9) 

Qui sont devient dans le cas infinitésimal:   

)())(1()(
'

xTxix a

a    

)()()( xTxix a

a    

 )()()( xxix                                                 (3.10) 

)()()( xDxixD                                             (3.11) 

]),([)(   AxixA                                            (3.12) 

]),([(   FxiF                                                  (3.13) 

Et la combinaison de deux transformations s’écrit sous la forme [12]: 

)(

)()](),([

)()()(

)(],)[()(

)())()()((

))(()())()()()((

)](),([ x

xxx

xTfxxi

xTTxx

xTxiTxi

TxiTxixxxx

xxi

cabc

ba

ba

ba

a

a

b

b

b

b

a

a





























         

(3.14) 

3.3.1. L’espace-temps non commutatif :   

     L'idée de l'étude l'espace non commutatif en physique des particules est très ancien.  Le 

but était de pouvoir d’éliminer les divergences ultraviolettes de la théorie quantique de champ 

[13]. 

     En mécanique quantique l’espace de phase est définie en remplaçant les variables et les 

moments canoniques ji px ˆ,ˆ  par des opérateurs  hermétiques qui obéissent aux règles de 

commutations canoniques suivantes : 
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{

    [ ̂   ̂ ]       

[ ̂   ̂ ]   

[ ̂   ̂ ]   

                  Où            ̅̅ ̅̅                                                                    (3.15) 

     Dans l'espace non commutatif les coordonnées d’espace-temps ordinaire sont remplacées 

par des coordonnées non commutatives obéissant aux règles de commutations suivantes [14]: 

{

    [ ̂   ̂ ]       

[ ̂   ̂ ]      

[ ̂   ̂ ]   

       Où :            ̅̅ ̅̅                                                                             (3.16)                  

 

     Ici  jiij     est une matrice antisymétrique qui représente la non-commutativité de 

l'espace-temps. Cette algèbre est écriée dans le système  1 C . 

3.3.2. La quantification de Weyl :                                                                                

 
Dans le cadre de la quantification canonique de la mécanique quantique Hermann Weyl a 

donné une prescription qui permet d’associer des opérateurs à des fonctions classiques des 

variables canoniques.  

  La transformé de Fourier de chaque fonction )(xf ou )(xg , est note par )(
~

kf  et )(~ kg  [14]: 















)(~)(

)(
~

)(

4

4

kgxedxg

kfxedxf

ikx

ikx

                                                           (3.17)                    

   Peut être défini comme suit,  nous associons à f et g les opérateurs de Weyl )( fW  et )(gW : 



















)(~)2()(

)(
~

)2()(

ˆ44

ˆ44

kgkedgW

kfkedfW

xik

xik



                                          (3.18) 

3.3.3. Le produit de moyal : 

 D’après l’équation (2.17) le produit )()( gWfW  est définie  par : 

   )(~)(
~

)2()2()()(
ˆˆ4444 pgkfepekddgWfW xipxik


                       (3.19)  

   Utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff : 

.......]],,[[
12

1
]],,[[

12

1
],[

2

1 32 


ABAhBBAhBAhBA

BA eee                                (3.20) 

On va trouver un produit noté produit star ( ) alors le produit )()( gWfW   prend la forme: 
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                   )(

)(~)(
~

)2()2()()( 2
ˆˆ

4444

gfW

pgkfpekddgWfW
ij

ji pk
i

hxipxik













                         (3.21)

 

   Où gf     Est une nouvelle fonction définie par:  

xy

yx
h

i

ygxfegf
ji

ij











 )]()([)(
2


                                          (3.22) 

   Cette relation est développée  comme suite : 

)()()(
2

)()())(( 2 Oxg
x

xf
x

h
i

xgxfxgf
ji

ij 







                       (3.23) 

Exemple : 

                                 ( ̂ ) [   (
 

 
  

 ⃖  

  ̂ 
   

    

  ̂ 
)]  ( ̂   )                                         (3.24) 

On peut écrire la formule précédente comme : 

 ( ̂ ) [   (
 

 
  

 ⃖

  ̂ 
   

  

  ̂ 
)]  ( ̂   ) 

                           ∑
(
 

 
  ) 

  
 
  [

 

  ̂  

 
 

  ̂  

 ( ̂ )]      
      

[
 

  ̂  

 
 

  ̂  

 ( ̂   )]  

                           ∑
 

  
 
  [

 

  ̂  

 
 

  ̂  

 ( ̂ )]      
      

[ ̂  
  ̂  

 ( ̂   )]                   (3.25)  

Alors, on explorer les transformations de Fourier de  ( ̂ ) pour écrire : 

 ( ̂ ) [   (
 

 
  

 ⃖  

  ̂ 
   

    

  ̂ 
)]  ( ̂   )  

      {∫
   ̂

(   )
 
 

  
 

 

 

 
 ̂ [ ̂      ̂ ]  ( ̂)}  ( ̂   )   . ̂  

 

 
     

 

  ̂ 
/  ( ̂   )                  (3.26) 

Eq. (2.22) est représenté le produit de moyal sur l'algèbre de [ ̂   ̂ ]        , on obtient 

finalement : 

                          ( ̂)   ( ̂   )   . ̂  
 

 
     

 

  ̂ 
/  ( ̂   )                                          (3.27) 

3.3.4. Propriétés du produit star  

   Le produit star satisfait les déférentes propriétés [13] : 

1-Le produit star est non commutatif : 

)()()()( xfxgxgxf   

2-Le produit star est associatif : 

))()(()()())()(( xhxgxfxhxgxf   

3-La relation de complexe  conjugué: 
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  )()())()(( xgxfxgxf  

4- La relation d’intégrale : 

  )()())(())(( 444 xgxxfdxfgxdxgfxd  

5-Permutation cyclique: 

  ))(())(())(( xghfxdxgfhxdxhgfxd DDD  

6-Satisfait la règle de Leibniz: 

gfgfgf   )(  

  Pour distingue enter le cas de l'espace ordinaire et l'espace non commutatif, les quantités 

physiques dans l'espace ordinaire a partir ce moment noté par  DFA ,,,  et dans l'espace 

non commutatif noté par  DFA ˆ,ˆ,ˆ,ˆ .                                                                                                                                        

3.4.1. La théorie de jauge non commutative : 

      La théorie de jauge dans un espace non commutatif est formulée et baser sur l'algèbre de 

Seiberg-Witten,  dans l’espace non commutatif  la construction des théories de jauge se fait de 

la même manière qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire, il suffit de remplacer les 

champs classiques par les champs non commutatifs, le produit ordinaire commutatif par le 

produit de Moyal (produit star (*)). 

  Dans ce cas la relation (2.10) est  remplacée par [14,15] : 

                                      ̂  ̂( )    ̂( )   ̂( )                                                                 (3.28)                                                               

Avec :                                ̂( )   ( )                                                                          (3.29) 

  Et les transformations précédentes deviennent sous la forme [14,12]: 

-Pour la dérivée covariante: 

                                          ̂  ̂  ̂( )    ̂( )   ̂  ̂( )                                                    (3.30) 

-Pour le champ de jauge : 

                                          ̂  ̂    0   
  ̂( )1   [ ̂( ) 

  ̂ ]                                          (3.31) 

    En utilisant le produit de Moyal-Weyl le commutateur )]([
*

,
xfx  s'écrit, pour   

constante, sous la forme :  
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)()]([
*

,
xfixfx 

                                               (3.32) 

     Donc :         

                                                     ̂  ̂     ̂( )   [ ̂( ) 
  ̂ ]                                        (2.33)                           

-pour le tenseur F̂ : 

]ˆˆ[)ˆˆ(ˆ *

,  AAiAAF                                       (3.34) 

 Ce teneur transforme dans l’espace non commutatif comme suivant : 

                                                  ̂  ̂    [ ̂( ) 
  ̂  ]                                                           (3.35) 

      L'expression de paramètre )(x dans l'espace non commutatif en fonction des générateurs 

du groupe SU (N) est développée comme suite [14]:  

 ̂( )   ( )        ( )               ( )     
                                    (3.36) 

  Où  

 










n

i

aaaa

baba

aa

nn TT
n

TT

TTTT

TT

1

....
!

1
:....:

,
2

1
::

::

11

                                                                                                (3.37) 

Avec la combinaison de deux transformations est devient [16]: 

 ̂  ̂( ) ̂  ̂( )   ̂  ̂( ) ̂  ̂( )  

 . ̂( )   ̂( )   ̂( )   ̂( )/   ̂( )  

 [ ̂( ) 
  ̂( )]   ̂( )                                                                                                        (3.38)          

3.4.2. Les transformations des champs dans l'espace non commutatif : 

   Pour conserver la forme des transformations de jauge des différents champs dynamiques, on 

est obligé de travailler avec les Seiberg-Witten maps de ces champs  ( ],[ˆ A ,  ][ˆ AA ) [13]. 
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     Donc Pour chaque paramètre il est possible de construire une théorie de jauge. Le champ 

spinoriel représenté dans l'équation  (3.28) devient sous la forme [14,12]: 

                                    ̂  ̂    ̂ , -   ̂                                                                            (3.39) 

   Et les transformations non commutatives des relations précédentes deviennent : 

)(ˆˆ][ˆ))(ˆˆ(ˆ xDAixD                                           (3.40) 

]ˆ][ˆ[][ˆˆˆ *

,  AAiAA                                         (3.41) 

]ˆ][ˆ[(ˆˆ *

,  FAiF                                                 (3.42) 

   Pour déterminer ][ˆ A en fonction de )(et   (x) xA on utilise la relation suivante [14]: 

)(ˆˆ)(ˆ]ˆ,ˆ[ ],[ xx i       

Avec:                                                  ],[i                                                    (3.43) 

  A partir de l'équation (3.39) on peut écrire : 

))(ˆ][ˆ(ˆ))(ˆ][ˆ(ˆ)(ˆ]ˆ,ˆ[ xAixAix                      (3.44) 

  On utilisant la règle de Leibniz (sixième propriétés de produit star) la relation (3.44) devient: 

          

)(ˆ][ˆ)(ˆ]][ˆ][ˆ[)(ˆ])[ˆˆ][ˆˆ(

)(ˆ])[ˆ][ˆ][ˆ][ˆ()(ˆ])[ˆˆ][ˆˆ(

))(ˆ][ˆ(

][ˆ)(ˆ][ˆˆ))(ˆ][ˆ(][ˆ)(ˆ][ˆˆ

)(ˆˆ][ˆ)(ˆ][ˆˆ)(ˆˆ][ˆ)(ˆ][ˆˆ

],[

*

, xAxAAxAAi

xAAAAxAAi

xAi

AixAixAiAixAi

xAixAixAixAi































 

  Donc :       

][ˆ][ˆ]][ˆ][ˆ[])[ˆˆ][ˆˆ( ],[

*

, AiAAAAAi                  (3.45) 

   Ensuite on développe ][ˆ a [14]: 
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...........][][)(][ˆ 221  AhAhxA                               (3.46) 

  On remplace (2.46) dans (2.45), ou premier ordre de h on trouve l'équation: 

 

 

ji

ij x
i

AiAAAAi



 

),(
2

][]][,[]][,[])[ˆ][ˆ( 11111

       (3.47)                        

  La solution générale de cette contrainte est donnée par:  

  ::),(
2

1
),(

4

1
][ ,

1 ba

bjai

ij

ji

ij TTAxAxA                                                        (3.48) 

3.4.3. Le champ spénoriel :            

   En théorie de jauge non commutative le champ )(x  transforme selon la relation (3.39). On 

développe )(x comme suit [12]: 

................][][][ˆ 2211  AhAhA                              (3.49) 

  Les transformations du champ spénoriel dans l'espace non commutatif sont de la forme : 

...............][][][ˆˆ 22110  AhAhA                           (3.50) 

  Où  

 )(xi   

   Sont les transformations dans le cas ordinaire (zéro ordre de h). 

   Si on remplace (3.49) dans (3.39) on trouve ou premier ordre de h la transformation:  

  ji

ij xAiAxiA  )(
2

1
][][)(][ 111                     (3.51) 

Et si on prend  la solution (3.48) de ][1 A , nous trouvons: 

 ji

ij

ji

ij AA
i

AA
22

1
][1                                   (3.52) 

   De même pour les ordres plus supérieurs. 
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

 

ljki

klij

ji

ij

ji

ij

x
i

Ax

AAiAAiAxiA





)(
8

][)(
2

1

][
2

1
][][][][)(][

1

121122

          (3.53)             

3.4.4. Le potentiel de jauge  

     De même façon on a vu le comportement du potentiel  ̂ dans l'espace non commutatif. 

Les transformations non commutatif du potentiel de jauge sont donnée par : 

                                                        ̂  ̂     ̂ ( )   [ ̂ ( ) 
  ̂ ]                                 (3.54) 

  Qui développe comme suit : 

.........][][][][ˆ 221  AAhAhAAAAA                           (3.55) 

  Donc: 

.......][][][ˆˆ 221  AAhAAhAAA                          (3.56) 

 Ou zéro ordre de h on trouve (3.12), et à premier ordre de h on trouve: 

   AxAAxiAAiAAA lk

kl  ),(
2

1
]][),([]],[[][][ 1111         (3.57) 

 Avec : 

   llk

kl FAAAA  ,
4

1
][1                                       (3.58) 

De même pour le tenseur F̂  , on trouve ou premier ordre de h: 

       FDAFFAF llk

kl

lk

kl )(,
4

1
,

2

11                         (3.59) 

Donc les transformations de seiberg-witten sont: 
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



    























)()(,
4

1
,

2

1ˆ

)(,
4

1
][ˆ

)(
22

1
)(ˆ

)(),(
4

1
)(][

2

2

2

2















OFDAFFFAF

OFAAAAA

OAA
i

Ax

OAxxA

llk

kl

lk

kl

llk

kl

ji

ij

ji

ij

ji

ij

       (3.60) 

 Alors, dans un  espace non commutatif on trouve : 

                                                              

 



 
 

 

 

 

 

 

Chapitre 4 

L’équation de Klein-Gordon 

dans l’espace non commutatif 
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Introduction : 

     La théorie des champs  non commutative donne une nouvelle vision pour comprendre 

beaucoup des phénomènes physiques (divergence l'ultraviolet et infrarouge, l’unitarété, 

causalité et nouvelle physique à très courte distances de l'ordre  de longueur de Planck) 

[17,18]. 

     La théorie du champ  non commutative est motivée par l'extension naturelle des relations 

des commutations de la mécanique quantique habituelle entre la positon et l’impulsion, en 

imposant des relations de la commutation supplémentaires entre les coordonnées de la 

position eux-mêmes. 

     On peut étudier les conséquences physiques de cette théorie en faisant détailler les 

évaluations analytiques pour les quantités physiques mesurables et comparé les résultats avec 

les données expérimentales pour trouver une limite supérieure sur le paramètre  . Les plus 

phénomènes naturels évidents utiliser dans la recherche pour les effets du non commutative 

sont simples systèmes de la mécanique quantique, comme l'atome de l'hydrogène [19,20]. 

Dans l’espace non commutative on attend que la dégénérescence de la ligne spectrale initiale 

soit soulevée, donc on peut dire que la non commutativité joue le rôle du champ magnétique. 

     Dans ce travail on présenter une contribution importante à la non commutative approche à 

l'atome d'hydrogène. Notre but est résoudre l'équation Klein-Gordon pour le Coulomb 

potentiel dans un espace-temps non commutative en  l'ordre haut de  paramètre du non 

commutativité qui utilise les cartes de Seiberg-Witten et le produit de Moyal. Nous donc 

trouvons la modification du non-commutative des niveaux d'énergie d'atome d'hydrogène et 

nous montrons que le non commutativité est la source des corrections de déplacement des 

raies.  
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4.1. Les cartes de seiberg-witten : 

     Ici nous cherchons une correspondance     ̂ .  Et    ̂(    ) où    (    )  est 

un champ générique,   Et   est le champ de jauge et  le champ scalaire chargé 

respectivement, et   est paramètre de la jauge      de la transformation infinitésimal, tel 

que : 

                                         ̂      ̂ ̂ ̂
      ̂                                                       (4.2) 

     Où :    est la transformation de la jauge ordinaire et  ̂ ̂ est la transformation de jauge non 

commutative, sont définies par : 

                                        ̂ ̂ ̂    ̂   ̂ ,                                                                     (4.3) 

                                       ̂ ̂ ̂     ̂   [ ̂  ̂ ]  ,                                                     (4.4) 

     Conformément à la méthode générale des théories de jauge dans l’espace non 

commutative, en utilisant ces transformations et on peut obtenir le deuxième ordre du 

paramètre      de non commutative des cartes de Seiberg-Witten suivantes [21]: 

                                    ̂                                                                           (4.5) 

                                    ̂       (    )      (    )                                           (4.6) 

                                   ̂        
 (  )      

 (  )                                              (4.7) 

                                  ̂      (  )      
 (  )       

 (  )                                   (4.8) 

Où : 

                                                                                                                            (4.9) 

     Pour commencer, nous considérons une théorie du champ  non commutative avec une 

particule scalaire chargée dans la présence d'un champ de jauge électrodynamique dans un 

espace-temps de Minkowski. Nous pouvons écrire l'action comme [22]: 

             ∫   (   ( ̂  ̂)
 
  ̂  ̂     ̂   ̂  

 

 
 ̂    ̂  )                                  (4.10) 

Où la dérivé covariante de jauge est définit par :  ̂  ̂  (      ̂ )   ̂ . 
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     Ensuite on utiliser les transformations infinitésimales du champ générique (4.3) et (4.4) et 

les relations de produit-star  prouvent que l'action dans Eq.(4.10) est invariante. Par la 

variation de la densité scalaire sous la transformation de jauge et en généralisé l’équation du 

champ et le théorème de Noether, on obtient : 

  

  ̂
   

  

 (   ̂)
     

  

 (     ̂)
       

  

 (       ̂)
                                          (4.11) 

4.2. L’équation de Klein-Gordon non commutative : 

     On étudier d’équation de K-G pour l’interaction de Coulomb ( 
 

 
) dans l’espace libre non 

commutative. Ça veut dire que nous traiterons avec les solutions de l’équation du champ libre  

non commutative pour la jauge     [23]. Pour ceci nous utilisons les équations de champ 

modifié  dans Eq. (4.11) et le champ générique  ̂  afin que : 

                               ̂     ̂     ̂   ̂     ̂   ̂                                                          (4.12) 

Et les équations des champs libres non commutatifs :  

                               ̂     [ ̂   ̂  ]                                                                           (4.13) 

     On utiliser les cartes de Seiberg-Witten (4.7), (4.8) et le choix (4.13), pour obtenir la forme 

du potentiel  Coulombien [23]: 

                                     ̂   
 

 
 

  

    ( 
  )

 
                                                           (4.14) 

                                    ̂  
  

   
                                                                               (4.15) 

Utiliser les équations de champ modifiées dans Eq. (4.11) et le champ générique  ̂ : 

                                     ̂ ̂    ̂   ̂                                                                                    (4.16) 

     L’équation de K-G dans l’espace-temps non commutative à la présence de potentiel 

vecteur  ̂   peut être donnée en : 

 (          ) ̂  (        ̂        ̂   ̂         ̂   ) ̂                         (4.17) 

Utiliser maintenant la simplification suivant : 
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                                                        (4.18) 

Et :                           ̂     
   

 
    

   

    ( 
  )

 
   

  

                                        (4.19) 

Et :                           ̂   ̂  
  

   
   

    ( 
  )

 
 

  

    ( 
    )

 
                                  (4.20) 

     Où       et             . Mettre que            (    est le symbole de Levi-

Civita est sous tenseur du troisième niveau, et manque complètement de  symétrie) 

Alors l’équation de K-G (4.17) jusqu'à       prend la forme : 

 *   
      

  
  

  
  

   

 
   

  

   
    

  

    
(     )

 
  

   

    
      

                                                                                                     
   

     
 +  ̂                   (4.21)                                                                                                                                                                                              

L’équation (4.21) réduit à l'équation radiale : 

*
  

    
         

   
    

 
      

  
  

       
  

       
  

    ( 
    )

 
 

                                                                                                              
  

    
 +       

              (4.22)                                                                            

     Dans l’équation (4.22) le potentiel de coulomb dans l’espace non commutative apparaître 

dans les termes de perturbations suivants : 

                       
  

       
  

       
  

    ( 
    )

 
 

  

    
                                                (4.23) 

     Le premier terme est obtenu dans les Refs. (4.12) et (4.14), le deuxième, troisième et 

dernier terme sont des nouvelles corrections obtenues par les cartes de Seiberg-Witten à 

deuxièmes ordres.  
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4.3. La solution : 

     Pour    , la solution d’équation (4.22) on arrive à la solution dans l’espace ordinaire. 

On obtient : 

                             
  

  .  
 

 
 √(  

 

 
)
 
   /

0   
 

 
      

 

 
       

 

 
 √(  

 

 
)
 
   1

 
 

                                                (4.24) 

Et :                 √
 

     
(

  

         
)

 

 
       

 

   
                                                     (4.25) 

Où : 

     
 

 
 √(  

 

 
)
 

         ,               √  
    .        

     Maintenant, pour obtenu la modification des niveaux d'énergie résulte des termes (4.23) dû 

à la non commutativité d’espace-temps, on utilise la théorie de la perturbation. Pour 

simplifier, on prend      et on suppose que les autres composants sont égalent à zéro, tel 

que         et (     )
 
   [           ]. De plus, on utilise : 

                               ⟨   |  |   
 ⟩         ,                                                   (4.26) 

     Et aussi comme l’effet de  premier-ordre de la théorie de  perturbation  la valeur attendu de 

 
 

  
 , 

 

  
 et 

 

  
 avec respectivement  de la solution exacte (4.24), est donné par : 

                       ⟨   |   |    ⟩  ∫    
  

 
                

                                                    
      

                 
  

                                                    ∫           [  
       ] 

 

 
        

                                                                                                                           (4.27) 

    On utiliser la relation entre la confluente fonction l'hypergéométrique            et les 

polynômes de Laguerre associé  
    , à savoir : 
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                                                                (4.28)      

                  ∫        [         ] 
 

 
    

                               
      

              
,  

             

   
    

                               
                                

          
                                                       (4.29) 

                                   
                        

                     
-   

L'équation (4.27) devient : 

⟨   |   |    ⟩  ∫    
  

 
              

 
      

                 
  

 ∫           [  
       ] 

 

 
        

 
     

                
*

         

             
+
 

  

 ∫         [            ] 
 

 
        

 
   

                    
  

 *  
  

     
 

       

           
+                                                                                     (4.30) 

⟨   |   |    ⟩  
   

                         
  

 *  
  

     
 

        

           
  

 
            

                
+                                                                                                  (4.31) 

⟨   |   |    ⟩  
   

                         
  

 *  
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+                                                                                                  (4.32) 

Réunir ces résultats on obtient : 

             
    

 
      

  

 
(    

      
  

  
     )                                                  (4.33) 

     Le changement d'énergie est dû aux termes (4.23). De plus, le premier terme d'ordre   est 

multiplié par le nombre quantique magnétique  indique la division d'états avec le même  

moment  angulaire orbitale dans les composantes correspondantes. Ce comportement est 

semblable à l'effet Zeeman. Le reste des termes de deuxième ordre de   est indépendant du 

nombre  quantique magnétique qui clairement reflète l'existence de spin. Encore, la valeur des 

termes de correction qui contient    est très semblable au couplage spin-spin, donc le 

paramètre du non commutative   Jeu le rôle de spin,  c’est à dire la dégénérescence de 

niveaux est complètement enlevée. 

     Les niveaux d'énergie d'atome hydrogène dans le cadre d’équation de K-G non 

commutative est : 

              ̂      
  

    

 
      

  

 
(    

      
  

  
     )                                           (4.34) 

     On comparer ce résultat à l’actuelle précision théorique sur le déplacement de l’énergie du 

niveau          est environ       et        respectivement [24] et on trouver la borne de 

paramètre non commutatif   : 

De Eq.(2.59) on obtient :            avec              

Et  Eq.(2.57) :     
          Mev 

Avec :                ,                    ,                   

On obtient finalement : 

                                   Où          
                                     (4.35) 

Sachant que                  
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Avec : 

                                                                                                                              (4.36) 

     Ceci est en accord avec d’autres résultats présentés par exemple dans la référence [23] 

ensuite, la figure ci-dessous montre que les déplacements des lignes du spectre de l’énergie en 

raison de la présence du paramètre  , pour deux états dégénérés    ,    avec     on 

obtient : 

                                                                                      

                                                                                                                

                                                                                                                                

                                                                                                                                           

                                                                                                                                           

 

 

  

                      

                                                                                                            

 

                       Représentation des niveaux d’énergie d’atome d’hydrogène 
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CONCLUSION GENERALE 

     Le but de ce mémoire est de formuler l’étude d’un système relativiste dans le cadre de la 

géométrie non commutative. 

     A traverse ce mémoire, nous avons présenté la théorie des perturbations stationnaires et 

l’équation de Klein-Gordon dans l’espace ordinaire, et l’on a appliqué sur l’atome 

d’hydrogène pour obtenir une équation spécifique, et on obtenir sa solution par la méthode 

de Nikiforov-Uvarov, et on donne une exposition des théories de jauge dans l'espace 

ordinaire et l’espace non commutatif. 

     Dans chapitre 4 nous avons commencé à partir de la théorie de champs quantique dans 

l’espace canonique non commutatif et a utilisé une particule scalaire chargée relativiste dans 

l’espace-temps de Minkowski en trouve  qui est invariant sous la transformation 

infinitésimale de jauge généralisée. Par l’utilisation des cartes de seiberg-witten et le produit 

star jusqu’à deuxième ordre de paramètre de non commutativité  . Nous avons généralisés 

les équations de mouvement et a dérivé l’équation de K-G déformé pour le potentiel de 

coulomb non commutatif. En résoudre l’équation de K-G déformé pour trouver le 

changement d’énergie en deuxième ordre de  . Où le premier terme est proportionnel de 

nombre quantique magnétique. Ce comportement est semblable à l’effet Zeeman ce qui est 

appliqué dans le champ magnétique du système sans spin et le deuxième ordre est 

proportionnel à   , donc nous avons expliqué explicitement l’effet de spin dans cet espace. 

D’où on peut dire que l’équation de Klein-Gordon à deuxième ordre de   dans l’espace non 

commutatif décrit des particules avec spin. 

     Nous résolvons l’équation de K-G déformé et obtient la correction non commutative des 

d’énergie et en comparant le résultat avec de la précision actuelle sur le déplacement de raie 

du niveau    et    pour obtenir un lié sur le paramètre de non commtativité. 
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 ملخص

تطشقىا فً ٌزي الذساست الفضٌائٍت الخاصت بمزكشة الماستش فً فٍضٌاء الجسٍماث راث الطاقت العالٍت الى تطبٍق الصٍػ      

 ؼُسدن.-الشٌاضٍت الخاصت بالفضاء اللاتبادلً على معادلت كلٍه

اللاتبادلً َ تصحٍح الطاقت ىسبت لزسة الٍٍذسَجٍه فً الفضاء العادي تم وضعً فً الفضاء الاوحطاط المتحصل علًٍ بال     

 رَ الشتبت الثاوٍت ٌبٍه ان الفضاء اللاتبادلً ٌلعب دَس السبٍه.

.فضاء لاتبادلً ,ٌَته-طشٌقت صٌباسغ ,وظشٌت العٍاس ,اَفشَف-طشٌقت وكٍفُسَف ,ؼُسدن-معادلت كلٍه : الكلمات المفتاحية  

Résumé 

     Nous avons agressé dans cette étude physique du mémoire de master en physique des 

particules à haute énergie l’application des formalismes mathématiques de l’espace non 

commutatif sur l’équation de Klein-Gordon. 

     La dégénérescence qui nous avons trouvé pour l’atome d’hydrogène dans l’espace 

ordinaire est retiré dans l’espace non commutatif et la correction d’énergie d’ordre deux 

indique que l’espace non commutatif jeu le rôle de spin. 

Les mots clés : l’équation de Klein-Gordon, méthode de Nikiforov-Uvarov, théorie de jauge, 

méthode de seiberg-witten, espace non commutatif. 

Abstract  

     In this work of search we have accomplished this physique study of master theory in 

physics of particles high energy to apply the mathematic formalisms that are related to the 

non-commutative space on the Klein Gordon equation. 

     The degeneration that found us for atom of hydrogen in the ordinary space is withdrawn in 

the non commutative space and the correction of energy of order two indicates that the space 

non commutative play the role of spin. 

Keys words :  Klein Gordon equation, Nikiforov Uvarov method, Gauge theory, Seiberg 

Witten method, non commutative space. 
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