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Introduction

La théorie des treillis est née de 1’étude de Richard DEDEKIND sur la distributivité.

Richard DEDEKIND, autour des années 1890 a considéré la question suivante : Com-
bien de sous-groupes différents peut-on obtenir en utilisant que les opération d’intersection
et la somme de sous-groupes ?

La théorie des treillis intervient autant en théorie des groupes, en topologie général et en
théorie des anneaux. Les treillis les plus connus sont les algebres de Boole (cette structure
algébrique a été étudiée par le mathématicien Georges Boole (1815 - 1864).

Le concept de treillis est important dans beaucoup de situation. C’est une classe trés
important d’ensemble ordonnés, car ils font le lien entre ’étude des relations d’ordre et
I’étude de certaines structures algébriques ot (on prendre considération la notion de bornes
inférieure et supérieure des éléments), leur importance dans les sciences de I'ingénieur et en
particulier en informatique.

Dans un treillis nous aurons & la fois les notions de filtre et d’idéal. L’objectif principale
de ce mémoire est d’améliorer nos connaissances sur les notions de filtres et idéaux dans un
treillis classique. La notion de filtre et d’ideal a été étudié une maniere intensive dans la
léturature enciénne ainsi que que dans la mathématique floue [4, 5, 6, 14, 17].

Ce travail est réparti en trois chapitres :

- Le premier chapitre est consacré aux définitions et propriétés essentielles des ensembles
ordonnés et de donner quelques exemples de ces ensembles, ainsi que l'introduction de la
notion de treillis.

- Dans le deuxiéme chapitre nous étudions et caractérisons les type des filtres, filtre
principale, filtre engendré par une partie, filtre premier, filtre irréductible et ultrafiltre dans

différentes types de treillis. Aussi, nous faisons la méme étude pour les idéaux.
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-Le troisieme chapitre concerne les treillis de Heyting ou nous étudions les systémes

déductifs dans les algébres Heyting ainsi que les filtres dans cette structure.



Chapitre 1

Généralités sur les treillis distributifs

Dans cette section nous allons présenter quelque définitions et des propriétés trés impor-

tantes des treillis, treillis distributifs, modulaires, complémentés et treillis de Boole-

1.1 Relations d’ordres

Dans cette partie on va rappeler les notions essentielles sur les ensembles ordonnés et donner

quelques propriétés de ces ensembles.

1.1.1 Ensemble ordonné

Soit E un ensemble et I une relation binaire sur F.

Définition 1.1.1 (Ordre partiel) [1, 2, 13, 7]
Une relation binaire R sur un ensemble E est dite relation d’ordre (au bien ordre

partiel), si pour tout a,b,c € E on a les propriétés suivants :
o Réflexivité: xRx.

o Antisymétrique: xRy et yRx, alors x = y.

o Transitivité: xRy et yRz alors xRz.

Dans ce cas le couple (E,R ) est dit ensemble ordonné (au bien ensemble partiellement

ordonné).



1.1. Relations d’ordres

Définition 1.1.2 (Ordre strict) [1, 2, 15, 7]
Une relation binaire ® sur un ensemble E est dite ordre strict, si R est irréflexive et

transitive. Dans ce cas le couple (E,R ) est dit ensemble strictement ordonné.
Exemple 1.1.1 :

1: (N*/|) est un ensemble ordonné.
2: (P(E),Q) est un ensemble ordonné.
3: (N, <) est un ensemble ordonné.

4 : (N, <) ensemble strictement ordonné.

Remarque 1.1.1 [1, 12]
e Un relation strict < est nécessairement antisymétrique. En effet, si on imagine ((x <
y) et (y < x)), avec © # y, la transitivité de < entraine v < x, ce qui est contredit

Virréflexivité de <.

Définition 1.1.3 (La comparabilité)[1, 2]

Soient (E, <) est dit ensemble ordonné et x,y des éléments de E.

1. On dit que x et y sont comparables selon < si z <y ou y < z.

2. On dit que = et y sont incomparables selon < si z £ y et y £ x.

Définition 1.1.4 [1, 11/
Un ensemble ordonné (E, <) est dit linéairement ordonné (ou bien totalement ordonné

ou chaine) si tous ses éléments sont comparables.

Définition 1.1.5 (Antichaine) [1, 15/
Un ensemble ordonné (E,<). Une partie A de E est dite antichaine, si tous ses éléments

sont deux a deux incomparables.



1.1. Relations d’ordres

1.1.2 Eléments particuliers d’un ensemble ordonné/1, 2, 15]

Soit (£, <) un ensemble ordonné, A C F .

1. Elément mazimal. Un élément a de E est dit maximal de A si pour tout z € A a < z =

x = a (aucun élément distinct de a ne majore a.

2. Elément minimal. Un élément ¢ de E est dit minimal de A si pour tout z € A :

x < a = x = a (aucun élément distinct de a ne minore a

3. Plus grand élément (maximum). On dit que M € A est le maximum de A si ¢ < M

pour tout z € A ( noté par 1g).

4. Plus petit élément (minimum). On dit que m € A est le minimum de A si m < x ,pour

tout © € A ( noté par Og).
5. Magjorant . On dit que a € E est un majorant de A, si x < a pour tout = € A.
6. Minorant . On dit que a € E est un minorant de A , si a < x pour tout x € A.

7. Borne supérieure. On appelle borne supérieure d’une partie A de E tout élément s de

E qui vérifie les deux propriétés:

- pour toutz € A, z < s (s est un majorant de A).

- Pour tout m majorant de A, s < m.

8. Borne inférieur . On appelle borne inférieur d’une partie A de £ tout élément I de F

qui vérifie les deux propriétés:

- pour toutx € A, x < I (I est un minorant de A).

- Pour tout m minorant de A, I < m.



1.2. Treillis

1.2 Treillis

1.2.1 Définition d’ un treillis

Soit (7', <) un ensemble ordonné

Définition 1.2.1 (sup.demi-treillis)[15]

T est dit un sup.demi-treillis, si tout pair {x,y} de T posséde une borne supérieure

dans T, et on notera : sup{x,y} =z Vy -

FIG.1.1-Un sup.demi-treillis

Définition 1.2.2 (inf.demi-treillis) [15]
T est dit un inf.demi-treillis, si tout pair {x,y} de T posséde une borne inférieure

dans T, et on notera : inf {z,y} =x Ay -

(
FIG.1.2- Un inf.demi-treillis

Définition 1.2.3 (treillis)[7]

On dit que T est un treillis ssi tout pair {x,y} de T admet une borne supérieure notée

par x V' y et une borne inférieure notée par r Ay .
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FIG.1.3- Un Treillis

Exemple 1.2.1 :

2.

. (P(E), Q) est un treillis avec AVB = AUB et ANB = AN B pour tout A, B € P(E) .

En effet (P(F), C) est un ensemble ordonné et on montre que AV B = AUB .

.| ACAUB .
i) = AUB e Maj{A,B}.
BCAUB

i1) Soit C' un autre majorant de {A, B} :

= AU B C (Cie., AU B est le plus petit majorant de {A, B} .
BCC

Donc AV B= AU B.
De la méme méthode par AN B =ANB.

(N*|) est un treillis : =V y = ppem (z,y) et z Ay = pged (x,y), pour tout x,y € N*-

3. Tout chaine est treillis :  Vy = max (z,y) et © A y = min (x,y)-

Proposition 1.2.1 Si (T, <) un treillis fini, alors T admet un plus petit élément et un plus

grand élément .

Proposition 1.2.2 [7, 8]

Dans un treillis quelconque (T, <) et pour tout z,y et z € T
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1.
r<y <= x=xANY.

<~ y=xVy.
2. Idempotence:

rVr=x etz Nx=2x.

3. Commutativité:

rTNy=yANz etxVy=yVzx.

4. Associativité:

zV(yVz)=(@Vy)Vz exzAynz)=(xAy) Az
5. Absorption:

zA(xVy) =zV(xAy) =ux.

Preuve. 1:

i) On montre que =z <y <=z =1z Ay.

<—)Ona:z=zANy=zc<zetzx<y=z<y.

—)Ona (z <zetx <y) = z est minorant de {z,y}, et comme = A y est le plus
grand des minorant de{z, y} .

Alors; t < T Ay e (1) et on par définition de = Ay = inf {z, y}

Del)et2): z<zAy<z=z=xAY.
Doncx <y<=zxz=zANy.
#De la méme facon x <y <= y=2xVy.
2:Idempotence,
¢ Onmontreque zxVer=x et x Ax=x:
onazrz <y <= xVy=y
< x Ay =x et comme < est reflexive, alors

r<zxr < xVr=xetaxAx=uwx.
3: La commutativité ,

de la méme méthode
4 On montre que zVy =y V x.
OnazxzVy=sup{z,y} =sup{y,z} =y Vz.

De la méme méthode par x Ay =y Ax .
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OnazAy=inf{z,y} =inf{y, 2} =yAzx.

4: Pour l’associativité,

¢ On montre que z V (yVz)=(xVy)Vz;

- Posons S =z V (yVz),alorsz < SetyVz<S, cela veut dire que x < S, y < S et
z<Sie,zVy<Setz<S .Donc S est un majorant de {(zVy),z}.

- Soit M un autre majorant de {(z Vy),z},alorse < M,y < Metz< M ie,z <M
et yNz < M.

Donc M est un majorant de {x, (y A 2)}, alors S est un borne supérieure de {(z V y), z}.

DonczV(yVz)=(xVy)Vz.

#De la méme faconz A (y A z) = (x Ay) A 2.

5: Pour l’absorption,

4On montre que z V (z A y) = x.

- Nous avons z Ay < z et x < z, alors x est un majorant de {z,z Ay} .

- Soit M un autre majorant de {x,z Ay} tq M # x, alors x < M et x Ay < M, donc x
est un borne supérieure de {z,z Ay}, alors 2 V (z A y) = .

Donc z V (x A y) = x.

#De méme méthode pour z A (zVy) =2. =

Théoréme 1.2.1 [15]

Soit T un ensemble muni de deux lois internes A,V et qui sont idempotentes, commu-
tatives, associatives et qui vérifiant les lois d’absorption, alors il existe une relation d’ordre
unique (<) sur T telle que T' soit un treillis, avec supr {x,y} = (x Vy) et infr{z,y} =
(z Ay).

Cette relation d’ordre définie par : (xVy) =y et (x ANy) = = qui sont des relations

équivalences.

Preuve. :

On démontre 1’équivalence des deux relations :
r<iy <= (zVy) =y
<oy = (zAy) =1z

Supposons que  <; y donc (z Vy) =y dou (x Ay) =xA(z Vy) =z (loi d’absorption).
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Donc =z <5 9 .

Inversement,

Supposons que z <5 y donc (z Ay) = x d’ou (z Vy) = (x Ay)Vy =y (loi d’absorption).
Donc = <1 9.

D’ou <i=<53. n

Proposition 1.2.3 [7, 10]
Dans un treillis (T, <)et pour tout z,y,z,t € T
¢ Six <y, alorspourtoutacT : xNa<yAhaetzVa<yVa.
¢ Siz<yetz<t,alorsrANz<yANtetxVz<yVt.

Preuve. :

#Si 2<y&s (xAy)=zet (zVy) =y, alors:
(xNa)AN(yNa)=(xAy)AN(aNa)=(zAa),donczha<yAa.
(xVa)V(yVa)=(xVy)V(aVa)=(rVa),donczVa<yVa.
¢Siz<yetz<t:
cNz<yANzetyANz<yAt,doncxAz<yAt.
xVz<yVzetyVz<yVi,doncxVz<yVi. m

1.3 Sous-treillis

Définition 1.3.1 ( sous-sup.demi -treillis) [15]

Soit A une partie non vide d’un sup.demi-treillis T', on dit que A est sous-sup.demi-
treillis si,

- supa {z,y} existe et égale a x V y, pour tout x,y dans A.

-xVy €A, pour tout x,y € A .

Exemple 1.3.1 On considére le sup.demi-treillis (N*,|) et la partie A définie par A =
{1,3,4,24).
A n’est pas un sous-sup.demi-treillis, car sups {3,4} =24 #3Vv4=12¢ A.

Définition 1.3.2 ( sous-inf.demi -treillis) [15]

10



1.4. Morphisme et isomorphisme de treillis

Soit B une partie non vide d’un inf.demi-treillis T', on dit que B est sous-inf.demi-
treillis si :
- infp {z,y} existe et égale a x Ny, pour tout x,y dans B.

-z Ny € B, pour tout x,y € B.

Définition 1.3.3 (sous-treillis) [13]
Un partie A non vide d’un treillis (T, <) est dit sous-treillis si, elle est a la fois un
sous-sup.demi-treillis et un sous-inf.demi-treillis i-e., pour tout v,y € A: xVy e A

et xANye Aou

supy {z,y} =xVy etinfy {v,y} =z Avy.
Exemple 1.3.2 :

1. Soit (N*,|) treillis, nous désignons par D(n) ( l'’ensemble des diviseurs de n). Alors

D(n) est un sous-treillis de (N*]) .

En effet,
-Si z | nety|n,alors pged(z,y) | n, donc D(n) sous-inf-demi -treillis-

-Si z | n et y | n, alors ppecm(z,y) | n, donc D(n) sous-sup-demi -treillis-

1.4 Morphisme et isomorphisme de treillis

Définition 1.4.1 (morphisme de treillis) [15, 8]
Soient T et T, deux treillis. f est un application de Ty dans T, , on dit que [ est mor-

phisme de treillis si vérifie pour tout x,y € Ty :

L fnry)=f(@)Af ()
2. faVvy)=[f(2)V [ (y)

11



1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

Exemple 1.4.1 Soint T} et T, deux treillis définies par les diagrammes de Hasse suivantes:

\\f/ “'/\\/) 7

Ty Ts
L’application f : Ty —— T, définies par f (n) = n n’est pas un morphisme de treillis,

car en effet,
FV3) =f(12)=12 et f(2)Vf(3)=2V3=6.
ou 12 #6.

Remarque 1.4.1 [15]
Un morphisme de treillis est un application croissante:
En effet,
Siz <y, alorszVy =y donc f(xVy)=f(x)Vf(y)=Tf(y
= f(@) < ).

Définition 1.4.2 (isomorphisme de treillis) [15]

Un isomorphisme de treillis est un morphisme de treillis et bijectif. i.e.,

flavy)=f@)Vfy)-
flany)=f)nfy)-
f et ingectif et surjectif-

1.5 Propriétés algébriques de quelques classes de treil-
lis
1.5.1 Treillis fermés

Définition 1.5.1 :
Un treillis T est dit fermé ou (borné) s’il posséde un plus petit élément noté < 0> et

un plus grand élément noté < 1> .

12



1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

Exemple 1.5.1 :

1. L’ensemble des déviseures de 6. D(n) = {1,2,3,6} est un treillis fermé tel que : le

minimun est 1, et le maximun est 6.

2. (P(E),Q) est un treillis fermé tel que : le plus petit élément est () et le plus grand

élément est F.

3. (N*,]) n’est treillis fermé, car il ne posséde pas un plus grand élément .

1.5.2 Treillis distributifs

Soit (T, V, A) un treillis

Définition 1.5.2 [13, 16/
Un treillis T est dit distributif si pour tout x,y et z € T on a :

(Dy). 2V (yAz)=(xVy) AxV2).

(D). xA(yVz)=(xAy)V(zAz).

FIG.1.4-Treillis distributif

Exemple 1.5.2 :

1: (P(E), Q) est un treillis distributif, car on sait que chacune des lois N et U est distributive

par rapport a I'autre.

13



1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

En effet,
(P(E), C) est un ensemble ordonné, et on montre que AN (BUC) = (ANB)U(ANC)
pour tout A, B et C' € P(E).
=)
Soitr € E,x € AN(BUC) = z€Aetze BUC
= z€Aet(x€Bouzxel)

= (reAetrzeB)oulx e AetxeC).
Alors x € (ANB)U (ANC)..uceeeee. (1).

<)
re€(ANB)U(ANC) = z€ANBouxze ANC
= (x€AetzeB)ou(xeAetzel)

= x€Aet(reBouzxel).
Alors . € AN (BUC).ccicviennne. (2).

De (1) et (2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
De méme fagon pour AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

2: T =1{1,2,3,5,30} treillis ordonné par divisibilité. Ce treillis n’est pas distributif, car :

2A(3V5)=(2A30)=2¢t (2A3)V(2A5) =1V1=1.
Donc 2A (3V5)# (2A3)V(2AD5).

De méme,
2V (3A5)=2V1=2et (2V3)A(2V5)=30A30=30.
Donc 2V (3A5) # (2V3)A(2V5).

Remarque 1.5.1 [7, 15]
Les conditions (Dy) et (Dy) sont équivalentes.
En effet, supposons (Dy) soit vérifiée, on peut écrire:
(xAy)V(eAz) = [(zAy)Vz]Al(xAy)Vz].
= zA[zV(xAy) (loi d’absorption).
= zA[(zVx)A(zVy).

= xzA(yVz). (loi d’absorption).
Donc (Dy) est vérifiée.

La réciproque, supposons (Dy) soit vérifiée, on peut écrire

14



1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

(xVy)A(xVvz) = [(zVy) Az]V[(zVy)Az].
= zVixVy) Az (loi d’absorption).
= zV [(zA2)V(yA2)
= zV(yAz). (loi d’absorption).
Donc (Dy) est vérifiée.
Remarque 1.5.2 /8, 10]

Dans tout treillis les deux conditions suivantes sont toujours vérifiées :
1 : pour tout z,y,z: zA(yVz)> (zAy)V(TxAz).
2 : pour tout z,y,z:xV(yAz) < (xVy A(zVz2).

En effet :(7) TAlyVz)z(@hy) donc z A (yVz)> (xAy)V(zA2).
zA(yVz)>(xAz)

donczV(yAz) < (xVy A(zVz2).

Théoréme 1.5.1 (Caractérisation des treillis distributifs) [2, 7, 8, 15, 12]
Pour qu’un treillis T soit distributif il faut et suffit qu’il vérifié la condition pour tout

[L’,y,ZGT;

TNANz=YyNz
, alors x = y.
rVz=yVz

Preuve. :

On montre que (rtAz=yAzetzVz=yVz) =z =y.

r = zV(rAz) (loi d’ absorption).
= zV(yA=z)
= (xVy A(zVz2)
= (@Vy)A(yVz) m
= (xAN2)Vy
= (YyAz)Vy
=y (loi d’ absorption).

15



1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

Proposition 1.5.1 /2]

Toute chaine est un treillis distributif, avec x Ay = min(z,y) et x Vy = max(zx,y).

Preuve. :
Soient (7', <) une chaine et z,y, z sont des éléments de T', comme tous les éléments sont

comparables on a :

r six <yVz;
A (yVz)= =Y
(yVz) siyVvz<uz.

I-SizA(yVz)=xzonaurazxzA(yVz)=uzcequidonne z <yVz
ainsi x <y ou x < z (car T est une chaine).
¢Siz<yalors (zAy)V(zAz)=zV(rAz)=uz.
¢Siz<zalos(zAy)V(zAz)=(xAy)Vz=n=z.
22S8ixAN(yVz)=yVzaloszA(yVz)=yVe=yVz<z=y<z etz<ux.
Donc (zAy)V(zAz)=yVz m

1.5.3 Treillis modulaires

Définition 1.5.3 [13, 16/

Un treillis T' est dit modulaire s’il vérifié la condition suivante pour tout x,y,z € T

r<y=axV(yAz)=(xVy) Az

a C

FIG.1.5-Treillis modulaire

Remarque 1.5.3 [15]

Tout treillis distributif est modulaire.
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1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

Eneffet : xV(yAz)=(xVy A(zV=z)
doncsix<z:(xVz)=z etazV(yNz)=(xVy) A-z.

Mais la réciproque est en général inexacte.
Exemple 1.5.3 :
1: Le treillis précédent T'= {1,2,3,5,30} qui n’est pas distributif est modulaire-
2: Soit F = {1,2,4,5,20} ordonné par divisibilité est un treillis non modulaire. Car;

2<4mais2V(5A4)=2V1=2 et (2VH)A4=20A4=4
2 £ 4.

Théoréme 1.5.2 (Caractérisation des treillis modulaire) [8, 12/
Pour qu’un treillis T soit modulaire il faut et suffit qu’il vérifié la condition pour tout

x?y7Z€T

TNz=yNz )
= x et y sont égaux ou incomparables.
zNVz=yVz

1.5.4 Treillis complémentés

Définition 1.5.4 [13, 16/
Soit T un treillis fermé, on dit que le treillis T' est complémenté si tout x € T admet au

- 2 N . 2712 / P
moins un complément, c’est-a-dire un élément x et vérifiant :

a:/\a:/:O;
et
rVaz =1

FIG.1.5-Treillis complémenté
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1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

Exemple 1.5.4 :

1. D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30} est complémenté : 2’ = 15,15 = 2:3' = 10,10 =
3;5 = 6,6 =5;1' = 30,30 = 1.

2. (P(T),C) est complémenté ; ANA“=¢ , AUA“=T.

Remarque 1.5.4 [15]
Dans un treillis distributif le complément s’il eziste et uniques (Théoréme 1.5.1).

Eneffet N’ =xNx"=1et zN2' =xAN2"=0, alors 2’ =2".

1.5.5 Treillis de Boole

Définition 1.5.5 :

On appelle treillis de Boole tout treillis fermé qui est a la fois distributif et complémenté.

Exemple 1.5.5 :
1. Tout treillis (P (T), C) est treillis de Boole-
2. (D(6),]) ={1,2,3,6} est un treillis de Boole-
3. La chaine U = {0, 1} est un treillis de Boole.

Proposition 1.5.2 [7]

Dans un treillis de Boole T on a :
1. 0=1 et I"=0-
2. pour tout z € T : 2" = x-
3. Pour tout x,y € T
(i) (xAy) =2V,
(i) (xVy) =2 Ay,

Ces deux égalités sont appellées lois de Morgan.
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1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

rAy)= (' V).
4. ( y) = v) pour tout x,y € T'

(zVy) =@ Ay).

r<y<=zxzANy =0.
5. pour tout x,y € T
r<y<—arvy=1.

6. r<y<=y <.

Preuve. :
1:
1vo=1
—0=1;1=0-
1IAN0=0
2:

PdNAN =xNd' =0 o
= 2" = x, car T distributif.
v =xzva =1

YA@VY)=(@AyA2)V(cAyAy) =0Ay) V(A0 =0V0=0.

YVE@vy)y=@vaVvy)Alyva'Vvy) =AVYyY)A('V]1)=1A1=1.
Donc (zAy) =2 V.

(13) :

(xVy) V(@ ANy)=(VyVa)A(zvyVy) =AVy VeVl =1A1=1

(VYN @ANY)=(@ANdANY)V(yAZANY) =0AY)V(2A0)=0V0=0.

Donc (zVy) =2 Ay,
4:

(@' Vy) =a"Ny" =x ANy (daprés 2 et 3).
(' NY) =2"Vy'=xVy (daprés?2 et 3).
D:

br<y<=azAy =0.

(=) zAy <yAy =0,alors z Ay = 0.

(<) si x Ay =0, alors nous avons :
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1.5. Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

yVEny)=yvi=y = @GVY)A(xVy) =y
IN(zVy) =y

(xVy) =y

z < y.

I

br<y<=vy=1.

—~

—)1l=zVva' <z'Vy alorsz’'Vy=1.
(<) si 2’ Vy = 1, alors nous avons :
sAN@'Vy)=zANl=2x = (A2 )V(rAy) ==

= 0V (zAy) =z
= (zAy)==zx
— 1z <.
6:z <y (xAy) ==z
]
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Chapitre 2

Filtres et idéaux dans un treillis

classique

Dans ce chapitre, on va étudier quelques définitions et propriétés de filtre sur un inf.demi-
treillis ( resp. idéal sur un sup.demi-treillis) et on présente les types de filtres (resp. idéals):
filtre principal, filtre engendré par une partie, filtre premier et ultrafiltre (resp. idéal prin-

cipal, engendré par une partie, premier et idéal maximal ).

2.1 Filtre dans un inf.demi-treillis
2.1.1 Définitions et remarquables d’un filtre
Soit (7, <) un inf.demi-treillis

Définition 2.1.1 (Filtre) [7]

On appelle filtre de T tout partie non vide F' de T vérifiant les conditions suivantes:
1. Sizxe F,yeT etx<y,alorsy € F;
2. Sizxe Fetye F,alorsz ANy e F.

Exemple 2.1.1 Dans l’ensemble D(6) = {1,2,3,6} on a :

o F; ={3,6} et F; = {6} sont des filtres.
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2.1. Filtre dans un inf.demi-treillis

e X ={2 3,6} n’est pas un filtre, car 2A3 =1 ¢ X.
e Y ={1,3,6} n’est pas un filtre, car 1 <2 et 2 ¢ Y.
Remarque 2.1.1 [15]

1: D’apres la condition (2) : un filtre est un sous-inf.demi-treillis mais la réciproque est

fausse.
2: Tout filtre F différent de T' (F' # T') sera dit filtre propre, sinon dit impropre.
3: D’apres la condition (1):

4 le plus grand élément de T < 1 >> appartenant a tout filtre c’est-a-dire {1} est
le plus petit filtre de 7.
¢ un filtre est propre <= 0 ¢ F .En effet;
=) Si0 € F, alors pour tout z € 7,0 < x = 2 € ' = F =T (contradiction).
<)Si0¢ F = F+#T = F est propre.

Remarque 2.1.2 [15]

1: L’intersection d’une famille quelconque (F});c; de filtres est encore un filtre.
En effet, soit F' = ﬁlﬂ , on vérifie les conditions (1) et (2) :

1. SiceFyeT ete<y=yekF?

soint v € Fetex <y & x¢& F;pourtoutiety>ux.
&y € F;, pour tout ¢
& oy e F =nNFE;, pour tout ¢ .
2. xreFetye F=axANyeF?
soint v € Fetye F' & x,y € F;, pour tout ¢
& x Ay € F;, pour tout ¢
& x ANy e F=NFE;, pour tout 7 .

2: La réunion des filtres n’est pas toujours un filtre.

car, soit 7= {0,a,b, 1} et soit F; ={b,1}, F, = {a,1} deux filtres de 7.
OnaS=FUF, S={1,ab} nest pas un filtre, car la 2™ condition n’est pas vérifié,

eneffet aNb=0¢ S.
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2.2. Génération de filtre

2.2 Génération de filtre

2.2.1 Filtre principal

Définition 2.2.1 [6, 16/
Soit T un treillis et F C T , F est dit filtre principal s’il existe « € T tel que F' = F, et

F,={xeT:a<z}.
C’est-a-dire, le filtre principal est le filtre engendré par un seul élément o.

Exemple 2.2.1 On a le treillis D(6) = {1,2,3,6}.
On prend o = 2 donc le filtre principal engendré par 2 est Fy = {2,6} .

6
2 3
|
D(6)
Remarque 2.2.1 [15]
Tout filtre principal F, est un filtre de T .
En effet,
-xeF,etx<y
a<zr=a<ydoncyeckF,.
r e F, a<zx
- = >a<zxANy=xAycEcF,.
y € ko a<y

2.2.2 Filtre engendré par une partie

Définition 2.2.2 [6, 16]
Soit T un treillis et G une partie non vide deT (G C T ) tel que G = {aq, ...., a,, pour tout n € N*}.
Le filtre engendré par G noté par Fg est le plus petit filtre que contient G. On définit Fg

comme suite :

Foe={xeT|3ay,....,a, €G, pourtoutn e N*:x >a; A....\Na,}.
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2.2. Génération de filtre

2.2.3 Caractérisation des filtres engendrés par une partie

Nous allons voir une construction pratique du filtre F; engendré par une partie G .

Soit Fl, ={z €T |3a,...,a, € G, pour tout n € N*: x > a3 A ... Aa,}.
o F/, est un filtre :

-Six>a N hNaetx>x i y>ar N Aay.
-Siz>a AN Nap et y>bi A ANbyp s x ANy > ar Ao Aag Aby A oo A by,

-Fl, # 0, car on a au moins G C F}, (sia € G:a>a) .
e Soit F" un autre filtre contenant G :

Siz € F,,x > a A.. Aa,, tous les q;. appartenant & G donc aussi a I, donc
ai N ....\Na, € F", donc x € F"

Ainsi F/, C F", donc F[; est le plus petit filtre contenant G et par suite F, = Fg.

Exemple 2.2.2 On a le treillis D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30}, on prend G = {10} # 0.
Dans ce cas le filtre engendré par G est Fg = {10,30} .

D(30)

Remarque 2.2.2 :
1. Un filtre principal F, admet {a} comme générateur.
2. SiG=0= Fg={1},caron ainf() = 17 et

Fp=F; = {ze€T:x>infG}
= {zeT:z>17}

= {1}
- F.
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2.2. Génération de filtre

Proposition 2.2.1 [15]

Tout filtre possédant un générateur fini est un filtre principal.

Preuve. :
Considérons F; ou (G est un ensemble fini.
- Si G =0, alors F = {1} = I}.
-Si G ={ay,....,a,}, posons a = aj A .... A ay,, alors Fg = F, .
Car: »SizeF,,x>a=aN...Nay, doncz € Fi (ie., F, C Fg)......(1)
> Size Fg, o> a1 N....\Na, > a,donc z € F, (ie, g C F,)...... (2)
Finalement de 1) et 2) Fg = F,,. m

Remarque 2.2.3 [2/
Dans un treillis fini tous les filtres propres sont principaux, c’est-a-dire engendré par un
seul élément, donc le nombre des filtres propres d’un treillis fini est égale le cardinale de T

moins un (|T| —1).

Exemple 2.2.3 :
T =1{0,a,b,1}, le nombre des filtres propres de T' égale o |T| —1=4—1=3.

Définition 2.2.3 /2, 15/

e Une partie G de T est dite A-incompatible, si F; est impropre, ¢’est-a-dire il existe une

suite finie d’éléments de G, aq, ....,a, tels que : a; A .... A a, = Op.

e Une partie G de T est dite A-compatible, si F est un filtre propre (Fg # T'), ¢’est-a-dire

il n’existe aucune suite d’éléments de G, tels que : a; A .... Aa, = Op.

2.2.4 Filtre premier et filtre irréductible

Soit F' un filtre propre

Définition 2.2.4 (Filtre premier) [7, 14, 16]
Un filtre F' de T est dit filtre premaer si pour tout x,y € T
xrVye F=x¢e€F ouye€ F.
L’ensemble des filtres premiers de T' notée par Fp(T).
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2.2. Génération de filtre

Corollaire 2.2.1 [7]
Soit T un treillis distributifs finie et soit © £ y pour tout x,y € T, alors il existe
F e Fp(T) tels que x ¢ F ety € F.

Définition 2.2.5 (Filtre irréductible)[2]
Un filtre I de T est dit filtre 1rréductible, s’il n’existe pas deuz filtres propres Iy et Fy
tels que : FF' = F1 N Fy avec F' # Fy et F # F3.

Proposition 2.2.2 [2, 7]
Dans un treillis quelconque tout filtre premier est irréductible.
Preuve. Soit F' un filtre premier
On suppose qu’il existe deux filtres propres Fy et Fy tels que
F=FNF,avec F # F, et F # F,
F # Fy, alors il existe v € Fy et x ¢ F
F # Fy, alors il existey € Fy et y ¢ F

r<zxzVyetrxeli=zVyeck
:>I'\/’y€F1ﬂF2:F
y<zVyetyecly=axVycklk,
On a doncxVy €F avecx ¢ F ety ¢ F. Ce qui contredit le fait que F soit premier.

Alors F est donc irréductible. m

Proposition 2.2.3 [2, 7]
Dans un treillis distributif T tout filtre irréductible est premier.
Preuve. Supposons le contraire i.e., F' n’ est pas premier.
Ceci équivaut ’existance de a,b € E, tel que aV b€ F et a ¢ F,b ¢ F.
On pose :
Fi={x€T /3JyeF tel que a Ny < x}
et

Fro={xeT /JyeF tel quebNy < x}.
On va montrer que Fy, Fs sont des filtres, de plus FyNFy =F et Iy # F, [y # F

1. i #£0, caravbe FetaN(aVb)=a<a= a€ F.

2. Fy#0, caravVbe F etbA(aVb)=b<b=be L.
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2.2. Génération de filtre

3. Montrons que Fy est un filtre propre

Fy est un filtre? on a Fy ={z €T/ y e F;any <z}
six € Fy et z>x, alors Jye F:aNy<ux<z,
donc aNy <z,

par suite z € F}.

iy, € F tel que a Ny, < a3

sixy € Fy et xg € Fy, alors ,

Jys € F tel que a N\ ys < 9
d'ot a1 ANy2) < (1 Axg),

ainsi  (xq A x9) € F.
De fagon analogue on montre que Fy et un filtre.

Montrons que F est propre.

On ab ¢ Fy, sinon :

be Fy, alors dJye F :aAy<b,
d'ot bV (aAy)=0,
donc (aVb)A(yVb)=b.

on a :

CL\/bEFl a\/bEFl
, alors
donc (aVb)A(yVb)eF

ainst contradiction.

Montrons que Fy est propre.

On a a ¢ Fy sinon

a € Fy, alors Jye F :bAy <a,
dou aV (bAy)=a,
donc (aVb)A(yVa)=a.

on a

G\/bEFg a\/bEF2
, alors ,
yVa>yekF yVacek,
donc (aVb)A(yVa)e F,,

ainsi contradiction.
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2.2. Génération de filtre

Alors on a
b¢ F Fi#F
, alors , donc Fy, Iy sont des filtres propres.
a ¢ F2 F2 §£ F

4. Reste on montre [’égalité Iy N Fy = F.

aNb<y y €k
o Vyec F: , alors ,douy € F1NFy,
ynb<y y € Fy
donc FCFiNFyooiniinin... (1).
r € F dpeF rahNy <x
e Soitx € FiNFE; i.e., et ,alors et ,
r € F, dys € F:bAys <z

donc (a Ay1) V (b A ys), c’est-a-dire (aV b) A(aV y2) AN(bVy2) A (11 Vyz) <z, et on a
(VO A(aVy) NbVy) ANy Vya) € F doux € F,

donc FiNEFy CF.ooiiniinil.. (2).

De (1) et (2) on a FyNFy = F avec F # Fy et F' # F.

Ce qui contredit l'irréductibilité de F'.

Donc F' est premier. m

2.2.5 Ultratfiltre

Définition 2.2.6 [9, 16/
Un filtre propre F' d’un inf.demi-treillis T' est dit maximal (ou bien ultrafiltre) si pour

tout filtre X de T, FC X CT = X=FouX=T.

Exemple 2.2.4 Dans D(30) = {1,2,3,5,6,10, 15,30} les ultrafiltres sont :
Fy = {z € D(30)/x > 2} = {2,6,10,30}.
Fy = {z € D(30)/z > 3} = {3,6,15,30}.
Fs = {z € D(30)/2 > 5} = {5,10,15,30}.
Car, Fg C Fy, F5 ; Fig C Fy, F5 ; F3g C F, F3, F5, Fg, Fig.
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2.2. Génération de filtre

Proposition 2.2.4 [15]

Tout filtre propre est contenu dans un ultrafiltre.

Proposition 2.2.5 [15]

Soit F' un filtre propre, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. F' est un ultrafiltre.
2. Pour tout x ¢ F, il existey € F' tel que z Ny = 0.

Preuve. :

=)

Si F' est un ultrafiltre, supposons qu’il existe x ¢ F' tel que pour tout y € F,x Ay # 0.

Posons G = F U {z}, G est une partie A-compatible, car soient aj, ..., a, des éléments
de G et posons a = a; A ... A a,.

- Si tous les a; €1, F', alors a € F donc a # 0 (car F propre).

- Si par exemple a; = x, donca=x Ay avec y =a; A\ ... Na,, y € F donc a # 0.

Par suite G engendre un filtre propre Fg, tel que FF C G C Fg ce qui contredit la
maximalité deF’ .

<)

Soit F' un filtre propre vérifiant (2), supposons que F' n’est pas un ultrafiltre, alors il
existe un filtre propre F” tel que FF C F' donc 3z € F' et © ¢ F, d’aprés (2) Jy € F:
xANy=0,onax € Fetyec FCF doncyé€ F' etz Ay=0 cequicontredit le fait que

F’ soit propre. m
Exemple 2.2.5 D(30) = {1,2,3,5,6,10, 15,30} .
1. Les filtres propres sont {2,6, 10,30} , {10, 30}, {6,30}, {5, 10, 15,30} , {15,30} , {3, 6, 15,30}, {30} .

2. Les ultrafiltres sont {2,6,10,30},{5,10,15,30},{3,6,15,30} on constate que tout les

filtre propres sont inclus dans des ultrafiltres.

Définition 2.2.7 (Les atomes) [15]
Les atomes dans un treillis sont des élément qui couvre Op .

x un atome < 0r < 0 (z couvre O7), i.e., |0,2[ =0 et [0, 2] = {0}.
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2.3. Idéal dans un sup.demi-treillis

Exemple 2.2.6 Soit T = {0,a,b,c,1}, les atomes dans T sont a,b et c.

Proposition 2.2.6 Dans un treillis, un filtre engendré par un atome est un ultrafiltre (maz-

imal).

Preuve. :

F' ultrafiltre <=pour toutz ¢ F': Jy € F,x Ay = 0p .

Soit a un atome (0 < a), F, filtre propre, on suppose que F, n’est pas maximal donc
:3x ¢ F, pour touty € F,, © ANy # Op........ (1)

x ¢ F, on a deux cas :

1°cas : (z < a )et a couvre 0 (0 < a), donc le seule élément qui inferieur strictement a
aest Op = x=0,de(l)onazAa#0maisz=0:2Aa=0Aa=0 (contradiction).

2°M¢ cas : x || a, donc x < a = m, tels que m < a = m = 0, donc F, est ultrafiltre . m

2.3 Idéal dans un sup.demi-treillis
2.3.1 Deéfinitions et Propriétés
La notion d’idéal est la méme que celle de filtre mais en considérant 1'ordre réciproque.

Définition 2.3.1 ( Idéal) [7]

On appelle idéal d’un sup.demi-treillis T' toute partie non vide I de T vérifiant :

1. Sizelety<uzx, alorsy el ;

2. Sixeletyel, alorszVyel.

30



2.4. Génération d’idéal

Exemple 2.3.1

Un idéal N’est pas idéal

Remarque 2.3.1 /8, 15]
Tout ce qui a été dit pour les filtres peut étre transcrit immédiatement pour les idéauz,

nous indiquons briévement,

1. Un idéal est un sous-sup.demi-treillis.
2. 0 appartient & tous les idéaux de T, donc {0} est le plus petit idéal de 7.

3. Un idéal I est dit propre si [ #T < 1 ¢ 1. En effet;

=) On suppose que pour toutz € T: x <1 € [ =z € I, donc T = I contradiction.
<) 1¢1et[idéal de T'= I propre, I #T.

2.4 Génération d’idéal

2.4.1 Idéal principal

Définition 2.4.1 [6, 7, 16/
Soit a € T, l’ensemble I, = {x € T'/x < a} est un idéal engendré par a (idéal princi-

pal).

Exemple 2.4.1 :
Dans le treillis (D(30),|) on a : l'idéal principal Is = {1,2,3,6}.

Remarque 2.4.1 :
Tout idéal principal 1, est un idéal de T
En effet,

-1, #0, cara < a :pour touta €T = a € I,.
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2.4. Génération d’idéal

-Soitrelety<zr:xel =z<a,dmnmcy<zr<a=y<a=ycl,.

- Sotent x,y € 1,,

r<a

=zVy<a=zVycEl,.
y<a

2.4.2 1Idéal engendré par une partie

Définition 2.4.2 [6]
Soit G une partie quelconque de T, 'idéal engendré par G noté par Ig est l'intersection
de tous les idéaux de T que contient G, et le plus petit idéal de T' contenant G. On peut

caractériser I par :

Ig ={x€T|3a,.....a, € G, pourtoutn e N*:x <a;V...Va,}.

2.4.3 Caractérisation des idéaux engendrés par une partie

Nous allons voir une construction pratique d’idéal I engendré par une partie G .
Soit I, = {x € T | Jay, ....,a, € G, pour tout n € N*: z < ay V....V a,}, on montre que
I{; est le plus petit idéal de T contenant G.
1: I/, idéal;
i) Soit © € I}, et y < x, alors Jay,....,a, € G, donc y <z < a1V .... V a,, dou

y<a V.. \Va,,ainsiy € I/, .

i1) Soient z,y € I, = Jay,....,a, et by, .....;b,, de G :

r<aV..Va,
,alorszVy <a; V...Va, Vb V...Vby,, donczVy e l.

yébl\/....\/bm

iii) I, # (), car on a aumoins G C I (sia € G : a < a) .

2: G CIj:pourtout a € Gia<a=acl.
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2.4. Génération d’idéal

3: I[; est le plus petit :
Soit J un autre idéal de T contenant G :

sixel,:3ay,....;a, € G,doncx <a;V...Va,=vy,alorsy € J,cara; € GC Jet
J idéal, donca; V...Va,=ye€ Jyalorse <yeJ=xe

Ainsi I;; C J, donc I(; est le plus petit filtre contenant G et par suite I;; = I¢.

Exemple 2.4.2 Soit le treillis D(60), on prend G = {2,3}. Alors l'idéal engendré par G
estlo={veT:2<2V3}={reT:2<6}={6231}.

FIG.2.1- D(60)

Proposition 2.4.1 [15]
- Tout idéal possédant un générateur fini est principal .

En particulier dans un sup.demi-treillis fini, tous les idéaux sont principaux .

Preuve. .

Soit GG une partie de T’

» SiC =0, Is={0} = I = Ig principal.

» Si G ={ai,....,a,}, posons a =ay V...V ay,, alors I = I, car;
-x€lg=day,...;a, €G:x<a;V..Va, <a,doncz €[, (ie., I CI,).
-xe€l,=rx<a=a V.. Va,, doncz € I (ie., I, C Ig).

Finalement Io =1,. =
Définition 2.4.3 [15/

e Une partie G est dite V-incompatible si elle engendre 1'idéal impropre 7', c’est-a-dire il

existe une suite finie d’élément de G, a4, ....,a, tels que : a1 V .... Va, = 1.

e Une partie G de T est dite V-compatible, si I est un idéal propre (I # T ), ¢’est-a-dire

il n’existe pas aucune suite d’élement de G, tels que : a1 V .... Va, = 1.

33



2.4. Génération d’idéal

2.4.4 1Idéal premier

Soit I un idéal propre

Définition 2.4.4 [7, 8, 14/
Un idéal I de T est appelé idéal premaer si : pour tout x,y € T
xANyel=xeclouyecl.

L’ensemble des idéaux premiers de T notée par Ip(T).

Corollaire 2.4.1 [7]
Soit T un treillis distributifs finie et soit © £ y pour tout x,y € T, alors il existe
I€lp(T) tels quex ¢ I ety € 1.

2.4.5 Idéal maximal

Définition 2.4.5 [16]
Un idéal propre I de T est dit maximal si pour tout idéal J, I C J CT = J =1 ou
J="T.

Proposition 2.4.2 [15]

Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1. [ est un idéal maximal.

2. Pour tout x ¢ I , il existey € I tel que zVy=1.

Preuve. =)

Si I est maximal, supposons qu’il existe x ¢ I tel que pour tout y € I,z Vy # 1......(1)

Soit G = I U {x}, G est une parties V-compatible, car soient a, ..., a, des éléments
de G :

- Sitousles a; €=y, , I, alors a; V...V a, # 1(car I propre).

-Siay =z ¢ Iety=ayV...Va,,y € I,donc d’apres (1), a;VasV....Va, = xVy # 1,donc
I est un idéal propre et I C G C I ce qui contredit la maximalité de I .

<)
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2.4. Génération d’idéal

On suppose que [ idéal propre mais pas maximal et pour tout x ¢ [ , Jy € I tel que

Alors il existe un idéal J tel que I & J (propre), alors 3z € Jet x ¢ J = Jy € [
(dapres 1),onaz € Jetye I C J,doncy € Jet xVy=1 cequi contredit le fait que J

soit propre. ®
Théoréme 2.4.1 [7]

Soit T" un treillis distributif avec un plus grand élément "1". Alors tout idéal maximal
dans T est premier. Dualment, dans un treillis distributif avec plus petit élément "0", tout
ultrafiltre est un filtre premier.

Preuve. :

1. I idéal maximal = [ premier?

On va montrer que : xtAyel=xclouye€l.

On pose que z Ay € [;

Siz¢I=3Imel, xVm=1(car I maximal)

onazANyeletmel=(xANy)Vmel

(ANy)Vm=(xVm)A(yVvm)=1A(yVm)eletcommey<(yvm)el=yecl.

-Si y ¢ I de méme méthode.

Donc I et premier.

2. F ultrafiltre = F premier?

On va montrer que : xtVy € F=x € Fouye€F.

On suppose que x Vy € F}

-Si x ¢ F et comme F ultrafiltre = Im € F, xt Am = 0.

OnazVye Fetme F= (zVy)Am=(@Am)V(yAm)=0VyAm=(yAm)€ F.

Onay>(yAm)eF=yecF.

-Siy ¢ F de méme méthode.

Donc F' et premier. m
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2.5. Cas d’un treillis

2.5 Cas d’un treillis

Dans un treillis nous aurons a la fois les notions de filtre et d’idéal, donc tout filtre (resp.
tout idéal) est un sous-treillis.
En effet, soit F' un filtre, nous savons déja que c’est un sous-inf.demi-treillis, mais

c’est aussi un sous-sup.demi-treillis : six € Fetye F,laVy >x doncxVy € F.
Exemple 2.5.1 :

1 : Soit 7" un ensemble infini, ’ensemble des parties cofinies de T' est un filtre de P(T)
(nous appellerons partie cofinie de T' toute partie dont le complémentaire est fini).

L’ensemble des parties finies de 7" est un idéal de P(T).

2 : Dans le treillis D(60) tous les filtres et les idéaux sont principaux, sur la figure 2.1
nous avons représenté le filtre principal Fg = {6,12,30,60} (en pointillés), et I'idéal
principal Is = {1,2,3,6} (en tirets).
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Chapitre 3
Treillis de Heyting

Dans ce chapitre nous allons donner quelques notions trés importantes : Algébre implica-

tive positive et étude des systémes déductifs dans les algébres implicatives positives.

3.1 Algébre implicative positive

Définition 3.1.1 (Algébre implicative positive)[2, 3]
Une algébre implicative positive est une structure (A,—,1) du type (2,0) vérifiant les

axiomes suivants pour tout x,y,z € A,
Pi.z2—(y—x) =1,

Py (t=y—2) = ((r—y —(r—2)=1
Ps. 2 —-y=1,y—x=1, alorsx =y,
Py.z2—-1=1.

Proposition 3.1.1 (Régle de Modus Ponens)[2, 3]
Six=1etx—y=1, alorsy = 1.
Preuve. En effet, si
r—y=1
et , alors d” aprés (Py) on a v — 1 =1 et par conséquent, en utilisant (Ps)

r=1
et on trouwvé x =1.m
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3.2. Treillis de Heyting

3.2 Treillis de Heyting

Définition 3.2.1 (Treillis de Heyting) [2, 3]
C’est un treillis (E,<,A\,V) vérifiant (P) quels que soient x et y dans E [’ensemble

{a € E a Nz <y} posséde un plus grand élément noté v — y.

rA(x—y) <y,

rNhNa<lysa<z—y.

Proposition 3.2.1 Tout treillis de Heyting est une Algébre implicative positive.

Preuve. Pour démontrer proposition on va montrer la propriété suivante:

a<b<e=a—b=1

=)Sia < b, alors pour tout x, aNx < a <b, donc E ={x:aNx <b}, donca— b=1.
<)Sia — b=1, alors pour tout x,
r<a—b = Vr,aANxz<b (CarE estun treillis de Heyting)

Onprendxr=1 = a<b.
(P1): Soit E={x:bAx <a}, le plus grand élément de E et b — a.

OnabANa<a,aorsa€ E, donca <b— a. Consequence a — (b — a) = 1.

(p2): Onpose x =a —b,y=a—cetz=b— c.

aNzx=aA(a—0b)<b
=alNzAN(a—z)<bAz=bA(b—c) <c;
al(a—z)<z

ahNzA(a—z2)<ec,

zA(a—z)<a—c,

a—z<x—Y,

=
=

= zA(a—2) <y,
=

= a—(b—c¢)<(a—0b) — (a—c),
-

a— (b—c)—(a—0b) —(a—c)=1.
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3.3. Systémes déductifs dans un treillis de Heyting

(Py) Onaa <b< a— b=1, alors on remplace b par 1, donca <1 d’oua — 1 = 1.

3.3 Systémes déductifs dans un treillis de Heyting

Dans toute cette partie on considére un Treillis de Heyting A

Définition 3.3.1 Un systéme déductif est toute partie D de A vérifiant les conditions :

1€ D;
Size D etx—ye D, alorsy € D, (régle de modus ponens).

1. Un systéme déductif est dit propre si D # A.

2. Un systeme déductif est dit irréductible si D est propre et s’il n’existe pas de systémes

déductifs propres Dyet Do ,tel que D = D1 N Dy, avec D # Dy et D # D .

Proposition 3.3.1 [2/
Soit D un systéme déductif propre, pour tout x € D il existe un systéme déductif irré-

ductible D* tel que D C D* et x ¢ D*.

Preuve. Soit D la famille des systémes déductifs propres D’ tels que D C D’ et z ¢ D’
D # () car D € A.

Soit (D)), ; une chaine. posons D' = y D;
1€

D’ est un systéme déductif propre. En effet :

i€l

1 € D] pour tout ¢ = 1 € UD; = D'
yeD'ety—zeD = ilexistei,jtelsquey € D et y — 2 € D]

Comme (D), est une chaine, D] et D’ sont comparables. supposons D; C D on a donc

yED;- ety—>z€D3:>26D3(modusponens):>ze _UIDg:D/
1€
x ¢ D) pour tout i =z ¢ D' = 'UID;
1€
D’ est un systéme déductif propre

D’ est donc un majorant de (D)., D est donc un ensemble inductif. Il est donc un

élément maximal D*
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3.3. Systémes déductifs dans un treillis de Heyting

Tel que D C D* et © ¢ D*.

La maximalité de D* montre que D* est irréductible. =

Proposition 3.3.2 /2]
Soient a € A et D un systéme déductif, [’ensemble noté (D, a) défini par
(D,a) ={x € A Ja — x € A}est le plus petit systéme déductif contenant D et a.

Preuve.
l.a—a=1€D=a€(D,a)

Pour tout x € D on a :
r—(a—x)=1€D

r—(a—zx)eDetreD=a—zeD=xe(D,a)=(D,a)DD.
2. (D, a) est un systéme déductif.

En effet :

a—1=1eD=1€(D,a)
be(D,a)etb—ce(Dya)=a—beDeta— (b—c)eD
de (P) (a— (b= ) = ((a = b) = (a— ) € D

mp (a —b) — (a—c)eD

Comme a — b € D il vient que a — c € D.

Douce (D,a).

(D, a) est donc un systéme déductif contenant D et a.
3. Soit Dy un autre systéme déductif contenant D et a

re€(Da)=a—x€DCD =a—zecDs.
a€ Dieta—xe€ Dy =xeD; Dou(D,a) C Dy.

(D, a) est par conséquent le plus petit systéme déductif contenant D et a. ®
Proposition 3.3.3 :
1. Pour tout a € A, l’ensemble D(a) = {x € A/a < z} est le plus petit systéme déductif

contenant a.
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3.3. Systémes déductifs dans un treillis de Heyting

2. Sia etb sont deuz éléments de A tels que a £ b il existe un systéme déductif irréductible

D tel quea € D et b ¢ D.

Proposition 3.3.4 [2]

Dans un treillis de Heyting , on a l’équivalence suivante :

D est un systéme déductif.

D est un filtre.

Preuve. :
1. Soit D un systéme déductif, montrons que D est un filtre

(i) a€Deta<b=beD?onaaeDeta—b=1€D ZpeD
(ii) Soit ae Det be D

D’aprés une propriétie des treillis de Heyting, on a:
(a—bAN(a—a)<a— (bAa)
(a—b)AN1<a— (aAD)

a—b<a— (aNb)

a<(a—b)— (aNb)

a— ((a—0b —anb)=1€D

(a—b) —anbeD cfmp (aeD)..(1)
b—(a—b=1eDetbeD=a—beD..(2)
De(l)et (2): anbe D

D est donc un filte

2. Soit D un filtre de D, on a: 1 € D

acDeta—-beD=aN(a—b) €D
Comme a A (a — b) <b,ona: be D
D est donc un systéme déductif

D’ou D est un systéeme déductif < D est un filtre. =
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons traité quelque concepts de treillis et quelques classes de
treillis, ensuite nous avons étudié quelques caractérisations de filtres, idéaux, filtres
principaux, idéaux principaux, filtres premiers, idéaux premiers, filtres maximaux, idéaux

maximaux et filtres implicatifs dans un treillis de Heyting.
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Abstract

In this memory, we will study some basic notions of lattice theory.

We will recall the notion and characterizations of filters, ideals, prime filters,
prime ideals, principle filters, principle ideals, maximal filter, maximal ideals
and implicative filter of the lattice.

Key words : Lattice, filter, ideal, prime filter, prime ideal, maximal filter,
maximal ideal, Heyting of lattice.

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudierons quelques notion de base de la théorie des
treillis.

Nous avons étudié les notions et caractérisations de filtres, idéaux, filtres
principaux, idéaux principaux, filtres premiers, idéaux premiers, filtres
maximal, idéaux maximaux et filtres implicatif dans un treillis de Heyting.

Mots-clés : Treillis, filtre, idéal, filtre premier, idéal premier, filtre maximal,
idéal maximal, treillis de Heyting.




