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Introduction énérale

Le traitement du signal est la discipligei développe et étudie les techniques de
traitement (filtrage, amplification...), d'analyse d'interprétation des signaux. Elle fait donc
largement appel aux résultats de la théorie dioiiimation, des statistiques ainsi qu’'a de

nombreux autres domaines des mathématiques apesiqu

Traiter un signal, c'est extraire de dimmfiation de mesures effectuées par des capteurs
en vue d'atteindre un but donné. Ce but peut dibela compréhension du monde physique
(les physiciens, les météorologues, les géologesschimistes ou les biologistes, etc...) a
l'action sur ce monde (en robotique, dans les egipdins militaires, etc...) en passant par la
reconstruction d'un message transmis au moyenmdé&dium physique, comme une onde,
utilisé pour le transporter (c'est le cas des sdes, signaux de télécommunications, des
signaux sonar ou radar). Ceci couvre des domailagplttations extrémement variés: des
gu'on utilise un capteur pour mesurer une quardiést amené a effectuer un traitement. Le
phénomeéne physique qui a fait réagir les capteurggénéral, été émis par une ou plusieurs
sources et présente des variations temporellesnfeoom signal sonore) ou spatiales (par
exemple une scéne qu'on photographie ou qu'on)fil®es sources émettent ou réémettent
des signaux qui sont transmis par un milieu parmgte sous la forme d'ondes
électromagnétiques, de sons, etc... Ces ondesogenp l'information sur les sources peuvent
étre déformées : étalées dans le temps, atténwéestardées en fonction de la fréquence,
réflechies par des obstacles, etc... L'analysa ebinpensation des déformations de formes
tres variables apportées par le milieu de transoamssst sans doute un des problemes

centraux du traitement du signal.

Le signal mesuré par les capteurs egliulgart du temps, entaché d'un bruit de mesure.
Il présente des fluctuations qui ne sont pas umigue déterminées par le phénomene étudié
et qui peuvent en compliquer considérablementliyaraC'est par exemple le cas d'un signal
déformé par un canal de transmission, d'un sigt@lstique modifié par des échos et pollué
par les signaux émis par d'autres sources sonbaeprésence de ces perturbations et les
tentatives pour en atténuer les effets, en paricdbns le domaine des télécommunications,
sont a la base du développement de la théorieghalsiDans d'autres applications, c'est la
grande variabilité du signal émis qui a suscitédeeloppement de techniques de traitement
numérique du signal, en particulier les technigqleseconnaissances de formes. Par exemple,

il y a tellement de variations entre les formessfass d'un son élémentaire du langage parlé
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(un phonéme), qu'on ne sait toujours pas concenwrmachine capable de reconnaitre une

phrase dite par quelqu'un dont elle n‘a pas afgwisaractéristiques vocales.

De maniere générale, on peut dire queidaat mesuré par un capteur n'est pas
parfaitement prévisible (il n'y aurait alors aucuaeson de I|'étudier.) Cependant, il n'est pas
complétement imprévisible, car dans ce cas il nmaitspas possible d'en d'effectuer un
traitement pour en extraire de l'information. Cagactéristiques, perturbations et absence de
prévisibilité, nécessiteront l'utilisation fréquentoutils développés dans le cadre de la théorie
des probabilités. La seconde caractéristique s@pposcertain degré de " prédictibilité” du
signal. Le concepteur de l'unité de traitement idnad dispose d'une certaine connaissance
sur le signal. Il aura donc a l'utiliser pour eikgdes informations utiles du signal étudié, ce
qui n'est pas toujours simple. Il y a une autréialifté au traitement des signaux mesurés
dans le monde réel: leurs caractéristiques, ménterares de probabilités, ne sont en général
pas parfaitement connues et un traitement ne siavatile que si son efficacité est démontrée
sur des données réelles. Cela semble une bamaéisg,il est regrettable que de nombreuses
meéthodes de traitement de signaux ne sont valieépsstifiées que par des simulations sur
des "cas d'école" abstraits: les signaux génétiisialement présentent tous les hypothéses
requises et les méthodes proposées permettergirttiaét les objectifs fixés. Pourtant dés
gu'on les confronte a des signaux réels, elleei®ay décevantes parce que les hypotheses
retenues (souvent simplificatrices) pour la simalatne correspondent pas toujours a la
réalité des phénomenes mesurés. La recherche ®ecoeinaissance sur les signaux et la
maniére dont ils ont été émis ou perturbés estgimement la partie fondamentale de I'étude
et de la mise au point d'un systeme de traitemensighaux. C'est aussi la source d'une
grande diversité dans les techniques de traiten@ite diversité des techniques en fonction
des applications permet difficlement de considéter traitement du signal comme
l'application d'une théorie; c'est parfois un regement de recettes variées tres spécifiques

des applications visées.

Le présent travail de fin des études des scieneddngiénieur, consiste a étudier, la
synthese, I'analyse et la simulation des filtresyatiques R.I.I a phase linéaire. L'introduction
d'outils de simulation a rendu possible une méthlamleecherche qui combine les approches
théorique et pratique. Le langage Matlab, d'unedgasimplicité d'emploi, entre dans cette
catégorie.De maniere plus générale, la simulation est deveswjeurd’hui un outil de

validation des algorithmes issue de la rechertihexiste de multiples facons d’effectuer
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'approximation, I'approche choisie dépendra du gemet des moyens a disposition
(programme spécialisé), de la sévérité des exigeduaegabarit, surtout lorsqu'’il existe des
contraintes sur I'ordre maximum du filtre a synibét, et en regle générale lorsqu’il n'y a pas
de programme spécialisé a disposition, de I'expertdu concepteur en techniques
d’optimisation. Ce travail donc, concerne un pracét traitement de signal utilisant un
fitrage numérique au cours duquel la représematiun filtre est adaptée selon les
caractéristiques du cahier de charges. Lorsquit édfectuer le filtrage réel dans le filtre
numerique, un filtre numérique réel est obtenu gareloppement des coefficients du filtre

numerique réduit selon une table de mappage, pilisgwa la place de celui d'origine.

Cette mémoire contient quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux genéralites'saude théorique des différents
filtres électriques.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude dadatnumérique. Ce chapitre sera une
introduction a I'étude des filtres numériques. Oabyprdera succinctement les méthodes de
conception de ces filtres.

Le troisieme chapitre est consacré aux synthese§ilttes numériques RIl. Ce chapitre
décrit une technique de modélisation des signauprggente plusieurs intéréts : utilisation de
techniques mathématiques relativement élaboréesebadaptation au traitement de signaux
réels comme le traitement d’image.

L’analyse des filtres numérique a réponse impalséile infinie fait I'objet du dernier

chapitre.

Electrotechnique, M'sila 2008



Generalites sur



Chapitre | Généralités sur les différdiltees électriques

[.1- Introduction :

La théorie des signaux est une discipiippartenant a la fois a des bases théoriques
fondamentales et a des techniques particulierasirBloence déborde toutefois aussi sur les
techniques de I'énergie, dans la mesure ou l'omngontre de nombreux phénomeénes
(fluctuations de charge d'un réseau électriqueatitins d'une machine tournante, variations
transitoires du courant d'excitation d'un moteec&ique, perturbations électromagnétiques,
... etc.) qui peuvent étre étudiés avec les mémeis thiboriqgues ou expérimentaux que ceux
utilisés pour les signaux informationnels. En féat,théorie et le traitement des signaux
intéressent tous les secteurs techniques et simeps dans lesquels l'information est percue
par l'intermédiaire d'observations expérimentakegrdndeurs mesurables.

Ces deux termes-clefs : perception et traitemeniquent pourquoi cette discipline s'est

avant tout développée en relation avec les appitaide I'électricité et plus particulierement
celles de la métrologie, responsable de la pemeptdes télécommunications et de
l'informatique, chargés du traitement.

La métrologie fournit les capteurs qui traduiserdtiguement n'importe quel phénomene
physique en une grandeur électrique (facilementifié® filtrée, conditionnée, codée...etc.)

par des dispositifs électroniques appropriés. ligsiits de télécommunication acheminent le
signal électrique ainsi créé vers son destinat@rdce a I'énorme puissance de calcul de
l'informatique, elle permet d'effectuer des tachesmplexes de manipulations et

d'interprétation de l'information véhiculée pasignal.

I.2- Les différents types de filtres selon le domae fréquentiel:

Nous distinguons les types usuels suivants
[.2.1- Filtre passe-bas:

Un filtre passe-bas est un filtre qui saipasser les basses fréquences et qui atténue les
hautes fréquences, c'est-a-dire les fréquencesrisups a la fréquence de coupure. |l
pourrait également étre appelé filtre coupe-hast.filire passe-bas est l'inverse du filtre
passe-haut. Ces deux filtres combinés formentlira passe-bande.

Le concept de filtre passe-bas est une transfoomatiathématique appliquée a des données
(un signal). L'implémentation d'un filtre passe-lpasit se faire numériquement ou avec des
composantes électroniques. Cette transformatioouat fonction d'atténuer les fréquences
supérieures a sa frequence de coupyreldns le but de conserver uniguement les basses

fréequences. La fréquence de coupure du filtre &d$télquence séparant les deux modes de

Electrotechnique, M’sila 2008. E
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fonctionnement idéaux du filtre : passant ou bloguBlous distinguons un certain ensemble

de filtres passe-bas [1] :

[.2.1.1- Filtre passe-bas idéal:

Un filtre passe-bas idéal a un gain corislans sa bande passante et un gain nul dans la
bande coupée. La transition entre les deux étatm&sntanée. Mathématiquement, il peut
étre réalisé en multipliant le signal par une feméectangulaire dans le domaine fréquentiel
ou par une convolution avec un sinus cardinal (Sians le domaine temporel. Ce type de
filtre est appelé « mur de brique » dans le jard@sningénieurs.

Naturellement, un filtre idéal n'est pratiquemeas péalisable, car un sinus cardinal est une
fonction infinie. Ainsi, le filtre devrait prédirke futur et avoir une connaissance infinie du
passé pour effectuer la convolution et obtenifdtediésiré. 1l est possible d'approximer tres
fidelement ce filtre, de maniére numérique lorsquiispose d'un signal préenregistré (en
ajoutant des zéros aux deux extrémités de la dé&wbantillons) ou pour un signal périodique
en temps réel. Les filtres numériques peuvent xomper ce filtre en insérant un délai
volontaire dans le signal, ce qui permet de « citrenge futur du signal ». Cette opération
crée un déphasage entre la sortie et I'entréet@teiament, plus le délai inséré est long, plus
le filtre se rapprochera du filtre idéal.[2]

[.2.1.2- Filtre passe-bas du premier ordre:
Un filtre passe-bas du premier ordre esaatérisé par sa fréquence de coupyred
fonction de transfert du filtre est obtenue en déradisant le filtre passe-bas normalisé en

substituanty, pare / o, ce qui donne la fonction de transfert suivante :

H(jw) =2 = KW (1.1)
Vi 1+ Ji
WC
Avec :w=2n.f etw, =27mf,.
Le module et la phase de la fonction de transtart égales a :
Hw| = =——E— ()
il J1+(ww,)
Aw) =arg(H (jw)) =- arg{1+ i Wﬂj :—arcta{wﬂj (1.3)
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Il 'y a plusieurs méthodes pour implémenter lesefilt A noter que K est le gain du filtre.

I. 2.1.3- Filtre passe-bas du second ordre:

Un filtre passe-bas du second ordre astotérisé par sa fréquence de résonénee
par le facteur de qualif®. Il est représenté par la fonction de transfaxtase :

Vi 1-x2-j
Q
ouw=27; w, =27, ; x:%o.
Le module et la phase de la fonction de transéart donc égaux a :
[HW)| =2 |= 2K 2 (1.5)
Yl Ja-x) +(xQ)
P(w) :—arctar( X/sz (1.6)
1-x

I. 2.1.4-Filtre d'ordre supérieur:

Les filtres d'ordre supérieur sont géleén@nt composés de filtres d'ordre 1 et 2 en
cascade. La réalisation d'un filtre d'ordre 5, g@ample, se fait en placant deux filtres d'ordre
2 et un filtre d'ordre 1 (Figure 1.1) [1].

filtre ordre
[n} L 5 L 3 ul
. . filtre ordre o + fltre ordre . . filtre Trdre . o
2 2

Figure 1.1: Réalisation d'un filtre d'ordre 5.

Il serait possible de réaliser directement undillfordre 5, mais la difficulté de conception en

serait grandement augmentée. On peut se poseestiaqude l'intérét des filtres d'ordre deux,
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en effet il est a priori possible de réaliser uindid'ordre deux a partir de deux filtres d'ordre
un. La mise en cascade de deux filtres d'ordreomstitue bien un filtre d'ordre deux, elle ne
permet pas toutefois de réaliser tous les filtresdde deux, en effet les poles de H(p) sont
dans ce cas toujours réels. En conséquence nombfitree d'ordre deux ne sont pas

réalisables par la mise en cascade de deux filtoedre un [3].

[.2.2- Filtre passe-bande:

Un filtre passe-bande est un filtre nisdant passer qu'une bande ou intervalle de
fréquences compris entre une fréquence de coumsselet une fréquence de coupure haute
du filtre. Le concept de filtre passe-bande est tiaesformation mathématique appliquée a
des données (Un signal). L'implémentation d'unrefiltpasse-bande peut se faire
numeériguement ou avec des composantes électroniGe#s transformation a pour fonction
d'atténuer les fréquences a I'extérieur de la baadeante, l'intervalle de fréquences compris
entre les fréquences de coupure. Ainsi, uniquenhemtfréquences comprises dans cet

intervalle sont conservées intact ou avec unedaitienuation [4].

La bande passar® d’'un filtre passe-bande est l'intervalle de putsa [ W, ,wcz]

qui correspond aux pulsations telles que le gainagoplus a 3 décibels en dessous du gain
maximum (ici 0 dB) :

G(w,, ) =G(w,) -3 (1.7)

BP =|w,, ,w,, | (1.8)
Ces pulsations de coupure sont telles que :

h

| h(jwe,) | =] h(iw,,) | = = (1.9)
Notant que 20[[09(%] =-3dB

[.2.2.1- Filtre passe-bande idéal:
Un filtre idéal a un gain constant dandaade passante et un gain nul dans la bande
coupée (Figure 1.2). La transition entre les deatséest instantanée. Dans la réalité, un filtre

possede a sa frequence de coupure un @ajn (=— dB) 8t ensuite ce gain décroit de

(-20 dB) par décade (soit -6 dB par octave)itte £ ordre) [5].
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bonde

& /!
Y iy passante

f

\ 7 '
bonde coupée j zones de \ bonde coupée

transitions

Figure 1.2 : Exemple d'un filtre passe-bande idéal

[.2.2.2- Filtre passe-bande du second ordre:
Indépendamment de la méthode utilisée pour détemiiordre d'un filtre, il se peut

qu'un filtre passe-bande d'ordre ne soit pas d@figure 1.3).

La fonction de transfert d’un filtre passe-bandesdoond ordre s’écrit sous la forme :

HO

(1.10)
1+ @Qx- 1)

h(jw) =

Avec :Hg le coefficient de gain ;

7 . A
X =—: Variable réduite.
a)O

En acoustique, un filtre passe-bande peut seraiténuer certains sons désagréables voire

néfastes, tout en laissant passer les sons « wt{kasx, signal d'avertissement).

bamds ttamnda v bazde pitdniia

zooes de
Tansitions

Figure 1.3 : Exemple de filtre passe-bande réel.
En mécanique, un filtre passe-bande peut permdtiteenuer des vibrations ou oscillations
perturbatrices voire néfastes, tout en gardantaem@ine souplesse du systéme : le systeme
peut se déformer et donc s'adapter aux conditibasune force de rappel en ramenant vers
ses dimensions initiales, mais il est peu sensibties sollicitations extérieures ayant une
fréequence rapide ou lente. Dans le cas d'une mésuceophone, sismographe, etc.), un tel

filtre permet également de sélectionner la gammedd's que I'on veut détecter.

[0 |
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[.2.3- Filtre passe-haut:

Un filtre passe-haut est un filtre qusée passer les hautes fréquences et qui atténue le
basses fréquences, c'est-a-dire les fréquencegeunis a la fréequence de coupure. Il pourrait
également étre appelé filtre coupe-bas. Le filaese-haut est l'inverse du filtre passe-bas et
ces deux filtres combinés forment un filtre pasaede.

Le concept de filtre passe-haut est une transféomatathématique appliquée a des données
(un signal). L'implémentation d'un filtre passethpeut se faire numeériquement ou avec des
composantes électroniques. Cette transformatiolows fonction d'atténuer les fréquences
inférieures a sa fréquence de coupuyret te, dans le but de conserver uniquement leg$au
fréquences. La fréquence de coupure du filtre &dtélquence séparant les deux modes de

fonctionnement idéaux du filtre : bloquant ou passf].
[.2.3.1- Filtre passe-haut idéal:

Un filtre idéal serait un filtre capable de coups¥s nettement a sa fréquence de
coupure. Dans la réalité, un filtre possede sauffdge de coupure au gain Gmax -3 dB et

ensuite ce gain décroit de -20 dB par décadee(filéer £ ordre).
[.2.3.2- Filtre passe-haut du premier ordre:

Un filtre du premier ordre est carac#&psr sa fréquence de coupure_f fonction
de transfert du filtre est obtenue en dénormalidanfiltre passe-bas normalisé en

substituanty, parec / ® ce qui donne la fonction de transfert suivante :

Kjw
H (jw) =-2 =A (1.11)

v, 1+j%

Le module et la phase de la fonction de transfgateit a :

:L/WC (1.12)

v, )

g(w) = arg(H (jw)) =g —arg(1+ J D%ch = g—arctar(%cj (1.13)

Vo

[HW)|=
Vi
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II'y a plusieurs méthodes pour implémerme filtre. Une réalisation active et une
réalisation passive sont ici présentées. A noteriast le gain du filtre.

[.2.4- Filtre coupe-bande:

Un filtre coupe-Bande aussi appelé fitggecteur de bande ou filtre cloche est un filtre
empéchant le passage d'un intervalle de fréquetcest composé d'un filtre passe-haut et
d'un filtre passe-bas dont les fréquences de ceugmt souvent proches mais différentes. La
fréequence de coupure du filtre passe-bas est sgtitgRrament inférieure a la fréquence de
coupure du filtre passe-haut
Les récepteurs radio utilisés par les radioamatsoné souvent munit d'ufiltre réjecteur
réglable. Il permet d'éliminer le sifflement et teémes perturbations du signal audio, on lui

donne le nom de filtre notch (de I'angla@chqui signifie encoche).

|.3- Classification des Filtres :
Nous avons essentiellement les classes suivantes :

- Les filtres analogiques

Les filtres numériques ;

Les filtres piézoélegtres ;

[.3.1- Les filtres analogiques:
I. 3.1.1- Fonctions de transfert des filtres:

Un filtre analogique est caractérisé gmfonction de transfert H(p) ; le gain complexe
H(jw) est obtenu en faisaptjw dansH(p). D'une maniere généraif(p) se présente sous la

M .
zai p'

forme suivante : H(p)=2—— AvecM <N (1.14)

N .
>.bp’

=0

L'ordre d'un filtre est donné par le degré du poiye du dénominateur, c'est a dire N. C'est le
degré de I'équation différentielle régissant le cimmnement du filtre. Il définit le
comportement asymptotique quandend vers zéro ou a l'infini. L'ordre d'itre est donc
une caractéristique importante. Les filtres d'ordeeix et d'ordre un occupembhe place de
toute premiere importance, en effet un filtre d'ertll quelconque peut étre réalisé a partir

d'un ensemble de filtres d'ordre deux et un sisssiee [6].
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[.3.1.2- Filtres passifs

Un filtre passif se caractérise par Qesaxclusif de composants passifs (résistances,
condensateurs, bobines couplées ou non). Par agrgédeur gain (rapport de puissance
entre la sortie et I'entrée) ne peut excéder lrefvugnt dit, ils ne peuvent qu'atténuer en partie
des signaux, mais pas les amplifier.
Les réalisations les plus simples sont basées esircidcuits RC, RL, LC ou Circuit RLC.
Mais il est bien sdr permis d'augmenter la compéedu filtre (et le nombre de composants).
Moins il y aura de composants, plus il sera déldétre sélectif: I'atténuation se fera
progressivement. Avec plus de composants, on psudrer couper plus brutalement une
fréquence en touchant moins les voisines.
Les filtres passifs sont rarement sujets a desghénes de saturation (hormis quelques cas
de bobines avec noyau) d'ou par exemple leur udage les enceintes de haut-parleurs. De
plus ils peuvent exister dans toutes les gammdsédaences (d'ou leur usage dans certains
circuits haute fréguence comme en radio par exémpleutefois, un méme circuit peut
difficilement couvrir a lui seul une tres large gamde fréquences car le choix d'un type de
bobine ou de condensateur dépend de la fréquerest.f@isable mais plus complexe. Citons
I'exemple du condensateur électrochimique : biemptidaux basses fréquences, il devient
assez vite inductif avec I'augmentation de la fegape (il perd son comportement capacitif).
Une bobine est constituée d'un fil et est doncdoesluctrice en basse fréquence. Par contre,
elle s'oppose au passage des hautes fréquenceson@snsateurs font l'inverse (isolant en
basse fréquence, conducteur en haute fréquence)résistances ne sélectionnent pas les
fréquences a elles seules, mais permettent deirdigfinconstantes de temps d'un circuit en
limitant plus ou moins les courants. Donc les tésises déterminent la fréquence a laquelle
le filtre agira et son atténuation.
Au-dela de 100 MHz : les inductances sont souvenstituées par un simple fil sinueux ou
des bandes de métal, et les condensateurs paraddesbde métal superposées (stubs). Par
exemple sur les deux faces opposées d'un circpiinmé.
Pour les filtres du second ordre, pouvant étreigepar une équation différentielle (linéaire
tres souvent) du second ordre, il est possible&imid un facteur de qualité, c’est-a-dire le
rapport entre leur fréquence centrale et leur bgradsante , attention ceci n’est valable que
pour un passe-bande. Un filtre ayant une bandefirégar rapport a sa fréquence centrale
sera considéré comme tres sélectif ou de grandieéqua
Le circuit est soumis a plus ou moins de bruitapées apparaissant dans les signaux. Cela

dépend des composants employés : Bruit thermi@seaible dans les résistances, bruit assez
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faible dans les condensateurs, mais sensibilitéchamps magnétiques plus important avec
les bobines.

La maniere la plus simple de réaliser physiquernsentype de filtre est d'utiliser un circuit
RLC. Comme son nom l'indique, ce circuit est canétd'une résistance R, d'un condensateur
de capacité C et d'une inductance L. Ces troiseérsont placés en série avec la source v
du signal. Le signal de sortig @st récupéré aux bornes du troisieme et dernéeneiit, le
condensateur. Pour retrouver la fonction de transfe ce filtre, il faut travailler dans le
domaine de Laplace en utilisant les impédance&l@esents. Avec cette technique, le circuit

devient un simple diviseur de tension, et on obfigh:

H(jw) =Yo = ~VLC (1.15)
vV , .. R 1
I W —Jwi—i
L LC
1 1
Avec : w,=—— , Q==./L
° JLC RV/C
Le module et la phase de ce circuit sont :
IHw)|=|2|= 1 (1.16)
Vi | J(RCW)? +(@1-LCW?)?
RCw
w) =—arctan -———— .17
p(W) r[ HCWZJ (1.17)

La maniére la plus simple de réaliser physiquenuenfiltre est d'utiliser un circuit RC
(Figure 1.4). Comme son nom lindique, ce circigt eonstitué d'une résistance R et d'un
condensateur de capacité C. Ces deux élémentspkm#s en série avec la sourgedu

signal. Vin

1[“"'Yt:n ut

1 i
1/(jcw)
l

Figure 1.4 : Filtre passif RC
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Le signal de sortiegvest récupéré aux bornes du condensateur. Poauvetrla fonction de
transfert de ce filtre, il faut travailler dansdemaine de Laplace en utilisant les impédances

des éléments. Avec cette technique, le circuit etgvun simple diviseur de tension, et on

o 1 (1.18)

obtient : H(jw) =—2 .
vV, 1+ ]RCw

Dans cette équatiopest un nombre complexe, la racine carrée de \,est la pulsation du
circuit ou fréquence radiale, exprimée en rad/s.

Comme la fréquence de coupure d'un circuit RC w@t:.RiC ou f :L

¢ 2mRC

Alors nous avons un filtre passe-bas analogiquelia 1 réalisé avec un circuit RC.

Ici o, est la pulsation de coupure, &} est également la pulsation propre du circuit.

Elle est l'inverse de la constante de temga circuit (majorée de la constante).2Ainsi, on
obtient la fonction de transfert typique du filtpasse-bas du premier ordre. Avec cette

fonction de transfert, on peut obtenir les diagrasmie Bode :
. Le gain en décibels : Gy, = —200og| H (W) | :—10[[bg(1+ (wRC)Z)
+ Laphaseenradians: ¢(w)=—arctafwRC )

On distingue alors deux situations idéales :

100 ————

S
|
g
|
_‘g -100F - - - - 5
|
-E 200} - - - - 1
|
-300----4-----
|
-400 ‘
o] 0.1
Normalized Frequency (xrtrad/sample)
Y \ \ I \ I \ I \ \
| | | | | | | | |
@ _100 777777777 - — — — — e - — — — — R - — — — L |
| | | | | | | | |
@ 200 - - - F N P T FR - - (A S
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~
E 300} - - - IR e e — R REEEEEE A
| | | | | | | | |
B B R e e
| | | | | | | | |
_500 1 1 1 1 1 1 1 | |
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Normalized Frequency (xttrad/sample)

Figure 1.5 : Diagramme de Bode du filtre RC
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« Lorsquew<<w,,ona:

G = 6t ¢ =0(lefiltre est passant)

« Lorsquew>>w_, ona:

G =— 20Iog(ﬂJ et ¢=90° (le signal est alors filtré)
w,

C

On remarque que pow=w,, ona G,; =—3dB.

On peut obtenir un filtre passe-bandssipavec le circuit RLC décrit sur le schéma de

la figure (1.6). On trouve alors la fonction dertséert suivante :

h(jw) =

v, _ 1
Ve 1+j(w%_}/RCW)

1 1 /L
Avec: w,=——— et = |—
° JLC Q=R\c
On a ainsi :
. 1
h(jw) =— ”
i, )
Aors  [h(j)|= !

(M)

On trouve que argh(jw)) = —arctar(Q [ﬁx - %())
C L.

Ve K W

r ]

Figure 1.6 : Schéma d'un filtre passe-bande RLC

(1.19)

(1.20)

Electrotechnique, M’sila 2008.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Circuit_RLC

Chapitre | Généralités sur les différdiltees électrigues

Un filtre passe-haut peut étre implémenté de fegmalogique avec des composantes
électroniques. Par conséquent, ce genre de fiftpplique sur des signaux continus en temps
réel. Les composantes et la configuration du diftcxeront les différentes caractéristiques du
filtre, telles que l'ordre, la fréquence de coupateson diagramme de Bode. Les filtres

analogiques classiques sont du premier ou du sexoinel.

Il existe plusieurs familles de filtreaadogiques : Butterworth, Tchebychev, Bessel,
elliptique, etc. L'implémentation des filtres demefamille se fait généralement en utilisant
la méme configuration de circuit, et ceux-ci possgda méme forme de fonction de transfert,
mais ce sont les parametres de celle-ci qui changemc la valeur des composantes du

circuit électrique

[.3.1.3- Filtres actifs:

Les filtres actifs se caractérisent pasdge d'au moins d’'un composant actif (par
exemple transistor, amplificateur opérationnelaatre circuit intégré...) (Figure 1.7).
Ces filtres ont l'avantage de pouvoir se passebal@nes qui sont chéres, difficilement
miniaturisables et imparfaites (angles de pert&ssymances propres, sensibilité aux parasites).
De plus, ils ont un gain qui peut étre supérier(ds peuvent amplifier). Ce type de filtre
convient bien aux signaux de faible amplitude efalele puissance. Les filtres actifs sont
donc largement utilisés dans les amplificateurdaaet instruments électroniques de toutes
sortes.
Co6té inconvénients, contrairement aux filtres pgassils nécessitent une alimentation
électrique et sont limités en amplitude (saturagtidwjourd’hui ils peuvent couvrir de larges
bandes de fréquences. Les composants actifs (@irgsiles résistances dans une moindre
mesure) peuvent introduire du bruit parasite, ce ayddela d'un certain seuil, peut étre
génant. Toutefois ce bruit peut souvent étre nsaitri
Dans cette catégorie de filtres on peut a la riguanger les filtres a capacités commutées,
qui sont a mi-chemin entre les filtres passifsctifa
Il est également possible de réaliser un filtrespdsas avec un circuit actif. Cette option
permet d'ajouter du gain au signal de sortie,-@afite d'obtenir une amplitude supérieure a
0 dB dans la bande passante. Plusieurs configngapermettent d'implémenter ce genre de
filtre [1]
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Figure 1.7 : Représentation d’un simple filtre acti.

Dans la configuration présentée ici, la frequereealpure se définit comme suit :

En utilisant les propriétés des amplificateurs apénnels, et les impédances des éléments,

on obtient la fonction de transfert suivante :

1

vV, _— R, B
R 1+]jR,Cw

H(jw) = .21)

Yo
Vi
En basse fréquence, le condensateur agit commegauit ouvert, ce qui est confirmé par le
fait que le terme de droite de I'équation précéaéend vers 1. La formule simplifiée ainsi

obtenue nous donne le gain dans la bande passante :

V,
H (W)W<<Wc :V—O = Rl

(1.22)

En haute fréquence, le condensateur agit commercumtdermé et le terme de droite tend

vers 0, ce qui fait tendre la formule vers zéro.

H (w)

v
W W, = ﬁ =0

Avec la fonction de transfert, on peut démontrez tgiténuation dans la bande rejetée est de
20 dB/décade ou de 6 dB par octave telle qu'attpondu un filtre d'ordre 1.

Il est fréquent de voir un circuit d'amplification d'atténuation transformé en filtre passe-bas

en ajoutant un condensateur C. Ceci diminue langgpdu circuit a haute fréquence et aide a
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diminuer les oscillations dans I'amplificateur. Raemple, un amplificateur audio peut étre
un filtre passe-bas actif avec une fréquence dpuwreude l'ordre de 100 kHz pour réduire le
gain a des fréquences qui autrement oscillerai&ette modification du signal n'altére pas les
informations « utiles » du signal, car la bandei@au@ande de fréquence audible par
I'numain) s'étend jusqu’a environ 20 kHz, ce quilasggement inclus dans la bande passante

du circuit. Nous avons alors :

. v -1JLC
H(jw) === Y T (1.23)
Vi, 2 _
I W _JWi_
L LC
1 1
Avec : w=—- , Q==L
°JLc RV/C

Le module et la phase de ce circuit sont :

1

Vo
J(RCW)? +(@1-LCw?)?

Vi

[Hw)|=

Plusieurs types de filtres existent pour réalisefiltre actif du deuxieme ordre (Figure 1.8).

. RCw
Les plus populaires sont les structures MFB et VGM®) :—arctar(—mj
-LCw

Figure 1.8: Un filtre passe-bas actif du second onek.
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Les applications en électronique sonttiples. Un circuit passe-bande peut servir a
éliminer le bruit du signal, si I'on sait que Igrsl a des fréqguences comprises dans une
gamme de fréquences déterminée. C'est aussi umitcpasse-bande qui permet, en

radiocommunication, de sélectionner la fréquenderacoutée [5].

1.3.1.6- Avantages du filtrage analogique :
* Filtrage passif :
. Réalisable jusqu’a des fréquences élevées (quelgde} ;
. Pas d’alimentation ;
. Systéemes adaptés aux grandes séries.
* Filtrage actif :
. Fréquence de coupure programmable (filtres a cpeammutée) ;

. Systemes intégrables (filtres a capacité commutée).

[.3.1.6- Les inconvénients du filtrage analogique :

* Filtrage passif :
.Faibles tolérances des composants ;
.Systemes difficilement intégrables.

* Filtrage actif :
.Filtrage limité a quelques MHz ;
.Alimentation nécessaire ;
.Excursion de la tension de sortie limitée ;

.Nécessite des composants preécis.

[.3.2- Les filtres numériques :

Un filtre numérique se caractérise patrétement entierement numérique du signal.
Au préalable, le signal analogique est filtré pafilire antirepliement puis il est numérisé par
un convertisseur analogique-numérique (CAN) quiégglement integre un échantillonneur-
bloqueur, c’est-a-dire qu'a intervalles régulierapfdelés période d’échantillonnage),
I'amplitude instantanée du signal est échantilloehéaintenu puis quantifiée. On n’observe
donc pas le signal en permanence et ces filtrggssEnt donc assez mal face a des signaux
(méme parasites) de fréquence plus élevée que pellaie (en l'absence de filtre anti-

repliement).
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Un filtre numérique traite un flot continu d'infoations (comme par exemple celui d'une
caméra vidéo) et calcule en temps réel un nouvdel de données sortantes, qui
correspondent au signal filtré désiré. Les donrmdessortie peuvent apparaitre au méme
rythme ou a un rythme différent des données emsant

En bout de chaine, le signal analogique est readhgiar un convertisseur numérique-
analogique (CNA) suivi d'un filtre de lissage. Lires numériques ont l'avantage de
pouvoir étre intégrés dans des circuits numérigmasiaturisables a l'extréme, tels des
processeurs (Digital Signal Processors, DSP erncphet). Les filtres analogiques ne sont

pas supprimés pour autant (anti-repliement etdspi]

Les caractéristiques du filtre numériguat invariables dans le temps, mais cela ne
garanti pas que les caractéristiques d'un appgueén utilise seront invariables. Les CNA et
CAN ne sont jamais parfaits et leurs caractérigiquarient d'un lot de composants a l'autre.
Méme si I'appareil ne possede pas de convertigg@en@coit une information numérique, la
filtre puis la transmet en numérique) alors se desprobleme de la gigue d'horloge (les
oscillateurs ne sont jamais parfaits) et de laByomsation des données. Autre fait important,

il existe deux types de filtre :

+ le filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF),

« le filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII)

Si les premiers sont toujours stables, ce n'eslepeas pour les seconds
Toutefois, les filtres numériques ont évidemmens dinitations (arrondis de calcul,
amplitude limitée, repliement de spectre...). Partreoits offrent 'avantage de pouvoir étre
reprogrammeés (éventuellement a la volée) pour dratg caractéristiques rapidement, sans
changer de circuit matériel (sauf si le filtre nuimgée est réalisé par un ASIC).

lIs permettent d’obtenir des caractayistis spectrales dont certaines ne peuvent étre
reproduites par aucun filtre analogique (actif an)t par exemple, ils peuvent étre tres
sélectifs ou éliminer toute une série de composahtgmoniques (filtre en peigne). C’est
uniquement une question de calcul mathématique ndotpue la fréquence maximale du
spectre du signal que traite un filtre numériqué dester bien inférieure a la moitié de la
fréequence d'échantillonnage (Théoréme d'échamtiiga de Nyquist-Shannon), et que par
conséquent le filtre numérique n'est pas adapté ges signaux étalés sur une trop grande
bande de fréquences. Il a fallu attendre la moaté@uissance des capacités de calcul des

processeurs pour voir apparaitre ces filtres adgrachelle. lls sont dorénavant tres utilisés
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dans I'électronique moderne ou l'analogique cédepds au numérique. La plupart des
signhaux étant numériques ils sont traités directéroemme tels

Le filtre idéal avec une discontinuité dans sa fimmcde transfert n'‘est pas physiquement
réalisable, car sa réponse impulsionnelle rs#teeait que I'évolution du signal de sortie

anticipe I'évolution du signal appliqué en entrg®es{eme non causal).

[.3.2.1- Les propriétés principales du filtrage nunérique :
- Linéarité
Un filtre linéaire est caracdé par I'existence d'une fonction h(t) telle tpue
réponse du filtre a tout sibd'entréee(t) est:

s)=[_ h(t).eft-7).dt

Il s'agit bien du produit dengolution des fonctions h et e que I'on peut aussi
notés=hle
Ou h est appelée la réponpalsionnelle du filtre. La connaitre permet de

caractériser totalement ledil

- Stabilité:
Un systéme est stableamies la fin d'une perturbation appliquée eréentr
la sortie retrouve sa posititéquilibre initiale h(t) O] -~ 0
Il existe différentes fagode vérifier la stabilité d'un systeme. Si I'on
conndit(t , )l faut s'assurer qu'elle tend vers 0 lorsquntitvers l'infini. A
partir de la fonction de triams il faut que tous ses péles soient a paréeies
négatives. Les pOleskdép sont les valeurs de P qui permettent d'annuler le
dénominateurdgp . )
Le critere de Routh Hurwigrmet de vérifier la stabilité d'un systeme dont on
connait la fonction de tramstd ( p) ,sans avoir a calculer ses poéles.
La Figure (4) résume les si% possibles du comportement de la réponse

impulsionnelle en fonctionldeosition des pbles dans le plan complexe [5].
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Figure 1.9 : Pbles dans le plan complexe et stali#i

[.3.2.2- Avantages du filtrage numeérique :
* Filtres RIF:

- Toujours stables ;

- Phase linéaire si symétes doefficients d'ou, pas de distorsion de phase ;

- Possibilité de réaliser misortes de filtres en dessinant seulement leigaba
* Filtres RII:

- Beaucoup moins de calculs par rapport a un FIRvébant au niveau des
Performances.

[.3.2.3- Inconvéniens du filtrage numérique :
* Filtres RIF:

- Beaucoup de calculs par rappam RIl équivalent au niveau des performances ;

- Le délai de groupe ou la norédirité de phase du filtre peut étre important si le
nombre d'opérations (coefficjeadt éleve.
* Filtres RII:
- Pas toujours stables ;

- Parfois la phase est non lirédiou une distorsion de phase ;
- Il n'est pas toujours facile aliger.
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1.3.3- Les filtres piézoélectriques :
Les qualités piézoélectriqgues de certamsériaux, comme le quartz, peuvent étre
utilisées dans la conception de filtres. Les fitée quartz possédent un facteur de qualités

élevées et une trés bonne stabilité en température

l. 3.4-Filtres SAW:

Un filtre SAW (de l'anglais Surface ActadVave, « onde acoustique de surface ») est
un systeme électromécanique utilisé généralememd das applications utilisant les ondes
radio. Les signaux électriques sont convertis erdeormécanique par un cristal
piézoélectrique. Cette onde est retardée lors geagmgation dans le cristal, puis reconvertie
en signal électrique. Les sorties retardées saptmbinées pour produire une implémentation

d'un filtre & réponse impulsionnelle finie

[.3.5- Filtres atomiques:

Pour des fréquences et une précision @iexees, il est possible d'utiliser les modes
vibratoires d'atomes. Les horloges atomiques etitisles lasers a césium comme filtres a trés
haut facteur de qualité afin de stabiliserrdeoscillateurs primaires. Une autre méthode,
utilisée pour des fréquences élevées et fixesesisinaux radio tres faibles, est d'utiliser un

laser a rubis

I. 4- Gabarits des filtres:
Les indiceg et , sont associés respectivement aux grandeurs défimsstes limites de

la bande passante et la bande atténuée (ou arc®tupée) (Figure 1.10). L'axe des abscisses
peut étre gradué en fréquences (f) ou en pulsatiens27 f ). La bande de transition est
comme son nom lindique, la bande située entrafa® passante et la bande atténuée. Plus
elle est étroite, et plus le filtre se rapprochéfitlte idéal (Sélectivité = 1), mais plus l'ordre
du filtre sera élevé. Pour les filtres passedeaet coupe-bande, la pulsation centrale est
définie comme la moyenne géométrique des pulsatidmslimite de bande passante
(w, etw,,) [5].
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Figure 1.10 : Gabarit d’un filtre.

I. 4.1- Centrage des gabarits:
Les filtres passe-bande et coupe-bandedbétre centrés avant toute normalisation ou

transposition (Figure 1.11).

Un gabarit est centré lorsque les pulsations desing, = ,/w,, W, et W, = /W, (W, ,

sont égales. Dans le cas contraire, il faut ceréregabarit, en modifiant une ou plusieurs
pulsations. Ces modifications vont obligatoiremdahs le sens de rendre le gabarit plus

contraignant, donc de diminuer la bande de tramsla plus large.
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Une solution intéressante consiste a réduire laldate transition la plus large, de facon
symétrique, en modifiant les deux pulsations [5].
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Figure .11 : Exemple de centrage de gabarit

Le gabarit fixe les limites de la fonctide transfert du filtre réalisé. Le gabarit étant
défini pour chaque application, il en existe urfaité.
Afin de faciliter les calculs en vuede la réalisatides filtres, on peut moyennant un
changement de variables (transposition) se ramener filtre passe-bas, puis par un second
changement de variables (normalisation) se rangenergabarit dont la fréequence (pulsation)
a la limite de la bande passante vaut 1 (sans)unité
La fonction de transfert d'un filtre ré&écrit sous la forme d'un rapport de polynédmes
complexes. Il existe de nombreuses fonctions madkiqoes, appelées fonctions
d'approximations, pouvant répondre a I'exigence gdbarit normalisé. Les principales
fonctions d'approximations sont les suivantes :
1Fonction de Bessel ;
2Fonction de Butterworth ;
3- Fonction de Tchebychev et Tchebychev inverse ;

4- Fonction de Cauer.
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I.5- Conclusion:
Un filtre modifie certaines parties dsignal d'entrée dans le domaine temps et dans le

domaine fréquence.

D'apres la théorie de Fourier, tout algiel peut étre considéré comme composé d'une
somme de signaux sinusoidaux (en nombre infinésegasaire) a des fréquences différentes.

Le r6le du filtre est de modifier la phase et I'itnde de ces composantes.

Un filtre est un Systéeme Linéaire Inaati dans le Temps permettant de diviser le
spectre (espace fréquentiel) afin de conserverounglusieurs parties (bande) de ce spectre.
Le filtre idéal permet de transmettre sans disborsine partie du spectre (bande passante) et
bloque toutes les autres parties (bande coupéeg, @v passage discontinu entre ces deux

parties.

L’étude des signaux nécessite un formaismthématique ou stochastique qui permet
d' une part, la représentation et d'autre I'anaties caractéristiques : durée utile d'un signal,
largeur utile d'un spectre, puissance moyenne slgmal et la classification du signal et sa
représentation. Le signal est physiguement unedgranmesurable : tension électrique,

courant électrique, pression d'un fluide, tempéeatiune enceinte, ...etc.
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[I.1- Introduction :

Le filtrage des signaux est une opérat@esentielle en traitement du signal (filtrage
anti-repliement, détection synchrone,...). Cetterafion peut étre réalisée soit par des
systemes analogiques (filtre RC, composants oigasoustiques...), soit par un algorithme
informatique a condition que les signaux soientssdorme numérique. La méthode
numérigue est d'autant plus intéressante que las@guie et la rapidité de calcul des
microprocesseurs sont élevées. Elle est partiemtient utile en Physique ou les données
expérimentales sont souvent sous forme de suitegmgues.

Comme pour les signaux a temps contileugtincipal traitement opéré sur les signaux
a temps discret sont les traitements linéairesriaves dans le temps que nous appellerons
également filtrage. Nous ferons ici I'hypothese ué&aitement des signaux discrets se fait
avec une précision infinie. Toutefois, il ne faasgperdre de vue que l'utilisation de systemes
numérique impose une quantification en nombredebits des signaux et des paramétres du
filtre provoquant des effets indésirables tels lguieruit d'arrondi, la saturation et, dans le pire

des cas, des instabilités [8].

[1.2- Définition d'un filtre:

Un filtre est un circuit électronique qui réaliseeuopération de traitement du signal.
Autrement dit, il atténue certaines composantes dignal et en laisse passer d'autres. Un
exemple connu du grand public est I'égaliseur audio

Un filtre modifie certaines parties d'un signalntfée dans le domaine temps et dans le
domaine frequence. D'apres la théorie de Founet,dignal réel peut étre considéré comme
composé d'une somme de signaux sinusoidaux (enraomfini si nécessaire) a des
fréquences différentes. Le rble du filtre est dediiier la phase et I'amplitude de ces

composantes [9].

[1.3- Définition du gabarit d'un filtre :

C'est une représentation graphique des conditionge$ amplitude — fréquence,
nécessaire pour réaliser un filtrage donnée. ihdtd la bande de fréquence a lintérieur de
laquelle le gain doit étre maintenant quasi coristast-a-dire avec une marge tolérable. II
donne les limites entre lesquelles, le gain peudtdie, ainsi que les fréquences au dela
desquelles le signal devra subir une atténuatiénifigpue Comme montre sur la figure (1l.1)

9.
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Figure II.1 : Gabarit d'un filtre .

[1.3.1- Parametres de spécification :
« f1 etf2, fréquences de bord (bandes coupée et passante).
* Taux d’ondulation maximum en bande passante, sowuéfimi par -20 log10 (18,) dB.

e Atténuation minimum en bande coupée, souvent aefiar -20 10g10d;) dB.

[1.4- Causalité et stabilité d'un filtre :
Comme pour les filtres a temps continu, nous allapporter deux restrictions a la

relation générale de convolution qui sont la chidgset la stabilité :
M N
S(k) = Zx(n).h(k—n) = Zx(k—n)h(n) (1n.1)
n=0 n=1

Celles-ci vont permettre de réaliser physiquemartiline a temps discret.[10]

[1.4.1- Causalité :
Un filtre est dit causale si et seulen®@rd une entrée nulle pourt<0O correspond une

sorties=H(e) nulle pourt<0, autrement dit si et seulemenhée) est nulle pour tou0. Une

telle réponse impulsionnelle h et dite causale.[11]

[1.4.1.1- Principe de Causalité :

Le principe de causalité suggere que le fonctioremena'un filtre s'accomplisse en
temps réel. Cette définition n'est pas trés rigegge mais nous ne possédons pas tous les
outils mathématiques pour le définir plus précisém&our comprendre intuitivement le
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principe de causalité il est préférable d'analyses effets qui sont relativement simples a
assimiler sur un exemple pratique. Pour ce fageemons sur le filtre passe-bas a moyenne
mobile et examinons précisément les indices deanditions utilisés dans son expression. On
note que le calcul de I'échantillon d'indicéait intervenir les échantillons d'indice n-1 etln

Si I'on considére et c'est toujours le cas, qodi€e n correspond a I'échantillon courant (celui
qui vient immédiatement), un probleme apparait itablement sur la signification de
I'échantillon n+1. En effet, puisque n est l'instaourant, le terme f(n+1) de I'équation (11.2)
constitue une valeur futur :

_ f(n-)+f(n)+f(n+l)
3

Cela ne pose pas de probleme dans l'exemple soedlstrement. Les données étant

g(n) (11.2)

sauvegardées, tous les points sont disponiblesnatants n et n+1. Pour les applications en
temps réel, il n'y a cependant pas de choix, oa@draint d'utiliser uniquement les valeurs
courantes et passées. Le filtre basé sur ces sagmirappelé filtre causal alors que celui
nécessitant une ou plusieurs valeurs futures eabdicausal (c'est le cas du filtre MA).

Notons que les filtres naturels du monde réel swétessairement causaux. Cette
derniére remarque permet de souligner un autretayardu TNS qui est de permettre la
construction de filtres (non causaux) ne pouvard @gie réalises par d'autres technique.
Reprenons le cas du filtre MA, et remarquons gpeut rendre le filtre causale en décalant
vers l'avant l'instant d'arrivée du signal de soinsi, on obtient :

f(n+)+f(n)+f(n-1
3

En remplacant n par n-1 dans I'équation (I.3), obtient de facon parfaitement

y(n+1) = (11.3)

I'équivalence [12].

_f(+f(n-D+f(n-2)

y(n) 3

(I1.4)

[1.4.2- Stabilité :
Un filtre linéaire est dit stable au sens striehtfée Bornée — Sortie borée) si a toute
entrée bornée correspond une sortie bornée. ditestable au sens large si :
Ch(t)x MOt O R. (1.5)
Une condition nécessaire et suffisante pour gultre foit stable au sens strict est que

sa réeponse impulsionnelle vérifie :

ﬂhﬂﬂﬁt<+w (11.6)
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. , P(z . , .
Soith un filtre causal tel quid ,(z) = —— . Alors h est stable si et seulement si les zéro de

Q(z

~— | —

sont de modules < 1.

En effet, si la réponse impulsionnelle véril_féom(t)]jt < +oo et si x(t) est un signal

borné tel quéX(t)(kx A, alors la sortie y(t) vérifie :
ly(t)] = I_wwm(e)ﬂb((t - 9YHo < Aj_wwm(e)[ue <00 (I.7)
Réciproquement, comme le signat@) = e 9" est borné, la sortie associée a ce signal
vérifie :
ly(0)] = U h(@)x(—H)dH‘ = [" (6 < o. (11.8)

Un filtre stable au sens large peut @istable au sens strict et réciproquement. En
effet, si h(t) est égal a I'échelon unité u(t)filee est stable au sens large mais instable au
sens strict et si h(t) &(t), le filtre est stable au sens strict mais ibtau sens large.

Un filtre & temps continu est dit a phaseimale s'il est stable et si tous ses zéros sont
a partie réelle négative.

Un filtre est & phase linéaire si I'argaige sa fonction de transfert est une
fonction linéaire [9] :

(& = Arg [H (2)] = a(§) [11.9]

[1.5- Les filtres numériques :
[1.5.1- Introduction et définition :

On appelle «filtre numérique» un systéntdisé pour modifier la distribution
fréquentielle d'un signal numérique selon des $§ipations données. Un filtre numérique
peut étre vu comme un procédé de calcul permetiaritansformer un signal numeérique
d'entrée (ségquence de nombres) en un signal numeédg sortie (seconde séquence de
nombres) pour obtenir la modification voulue dunsig Le probleme du filtrage numérique
consiste donc a déterminer I'équation régissante cétansformation des signaux
numeriques, qui d'une part doit représenter lamg@dréquentielle spécifiée et d'autre part
peut étre effectivement réalisée. La transformafi@ut étre implantée sous forme de
logiciel (algorithme) ou matériel (circuits éleatiques).

Les filtres numériques sont pour les signéchantillonnés, les équivalents des filtres
analogiques pour les signaux continus. En raisordékeloppement des circuits intégrés

rapides, les filtres numériques deviennent plusr@ssants que les filtres analogiques, en
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apportant de nombreux avantages tels que : pracigidilité, stabilité, adaptabilité et facilité
de commande.

Le probleme se pose de la méme maniére que pofiitttes analogiques. Il consiste a
réaliser un filtre donnant une réponse fréquesmtiel(f) donnée (prédéfinie a l'aide d'un
gabarit : plan de Bode, etc.), une réponse imputgte h(t) fixée ou éventuellement une
réponse indicielle voulue. Dans le cas généraledefittres, la valeur de la sortie numérique
Y(KTe) = yk a linstantkT, est fonction de I'entréer{kT,) =xx au méme instanKT, desn

entrées numeériques précedent¥)=xx pour tout i€ {k -1,... k-N} et de plus, des sorties

numeriques précédentgdiTe) =V, pour tout] {k-1,...k — N figure (I.2)
Y = Fonctior(xk s Xicg s X geeeennn Xeen s Yier s Yieo ,....,yk_N) (1.10)
Entrée Sortie
des échantillons des échantillons
—> X > > Vi
) O > Yk
Filtre
numérique
X2 > | Yk-2
v Y
: v
XN Yi-n

Figure 11.2 : Représentation schématique d'un filte numérique.

Les notions de filtrage numérique abordées conocembhgrincipalement des systemes
linéaires invariants, la sortie d'un tel systéntdiés a I'entrée par l'opération de convolution.
Cela impose gque la fonction générale précédenteaidies échantillons de sortiesoit une
combinaison linéaire deéléments d'entrée ou de sortie précéderdsyx [7]:

N N
Ve =28 %~ 20 Yy (I1.11)
i=0 j=1

Cette équation générale des filtres numériqueapgstiée équation aux différences. A partir
de cette expression, nous pouvons distinguer deandgs familles de filtres Figure (11.3) :
les filtres non récursifs pour lesquels tous lesffaments bi sont nuls et les filtres récursifs

pour lesquels au moins un coefficigntest non nul. Ces derniers sont encore définis cmm

Electrotechnique, M'sila 2008. E



Chapitre |l Le filtrage numérique

des filtres possédant une boucle de contre-réadfioar les filtres non récursifs, I'équation

est donc limitée a :

N
Ye = D @ X,y (1.12)
i=1
entrée Filtre sortie
» Non-récursif —>
Xk Yk
entrée sortie
Filtre
_’ . | -
Xk récursif " Yk

A

Figure 11.3 : Filtres non-récursifs et récursifs.

Mais dans le cadre des systemes linéaikesiants, nous pouvons utiliser I'équation

de convolution discrete, qui est liée aux échamtglde la réponse impulsionndiie

Y = D hix (11.13)
Cette équation de convolution améne anaéfieux types de filtres numériques : les
filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF) ourfils a moyenne ajusté&A) pour lesquels
il sera possible d'utiliser I'équation (11.13) glgit étre alors limitée au domaine d'existence

de la réponse impulsionnelle, soit la forme :

N

Ve =3 hx, (11.14)

i=0

Ainsi les filtres a réponse impulsionnelieie pourront étre réalisés directement a
partir des filtres non récursifs. En effet, I'éqoiat(ll.14) correspond a I'équation (1.12)
pour laquelle les coefficients sont les valeurs échantillonnéds de la réponse
impulsionnelleh(t). Il est important de noter que ces filtres peuveissaétre réalisés a partir
de filtres récursifs.

L'autre catégorie de filtres numériques adle des filtres dits a réponse impul-
sionnelle infinie(RIl) ou filtres générauARMA),pour lesquels la relation (11.14) ne sera

pas applicable. Il sera nécessaire d'utiliser #6qn générale (1l.11). Il est possible de
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définir une catégorie particuliére des filtres nuiopdes a réponse impulsionnelle infinie,

appelés filtres autorégressi{fR) pour lesquels nous avons la relation suivante :

N
Y =% _ij Y- . (1.15)
=1

Enfin, il ne faut pas oublier que, comme pour idset analogiques et puisque nous
disposons d'une transformée de Fourier discret®)TIFest possible d'appliquer le produit
dans l'espace des fréquences discrétes aprés UihetTln retour dans I'espace des temps
discrets par ungansformée de Fourier discréte inverse. Nous aaoms le méme schéma

que celui présenté sur la figure (11.2).

{xi} Filtre {y«}
Temps —»{ numérique —>»
TFD TFD™
Fréquence l T
ai=HiX;

{Xi} — L »{Yi}

Figure 11.4 : Réalisation d'un filtre numérique par transformée de Fourier
discrete.
La conception et la réalisation des fdtreumériques doivent étre abordées selon les
trois aspects essentiels suivants :
* Modéle du filtre numérique : modele obtenu par agial avec un filtre
analogigue ou modéle direct dans des cas spédfique
* Synthese du filtre numérique basée sur l'équadar différences (cas
général), I'équation de convolulion pour les fdtr@ réponse impulsionnelle
finie ou la transformée de Fourier discréte ;
» Réalisation du filtre numérique : algorithme ou @msants électroniques
numeriques.
Nous allons introduire un autre outil pettant un traitement plus facile des signaux
discrets, en particulier dans le cadre des filtresériques dont la synthese est basée sur

l'utilisation de I'équation aux différences : lartsformée ed [13].
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[1.5.2- Filtrage numérique simple - lissage tempoie

Avant d'étudier la mise en place de filtre numéeigu partir des relations (I.11) et
(1.14), la capacité de calcul qu'offrent les sys& numériques permet de réaliser des
opérations numeériques de filtrage linéaire simmgeme la moyenne temporelle glissante
d'ordreN.
Ce type de traitement numérique va permettre deseéaun «lissage »du signal d'entrée
conduisant par exemple a la suppression d'un bsitluel ou a l'atténuation d'un bruit de
type impulsif. Par contre ce type de traitementt peadifier fortement le signal informatif.
La plus courante de ces techniques est donc la rmey&mporelle glissante d'ordre N,
appelé aussi profondeur de lissage, qui s'exprane p

Yo =2 Xea (11.16)

i=0

[N

Nous pouvons remarquer que cette opération comespd'équation aux différences (11.12)
des filtres non récursifs pour laquelle les co@fitsa sont tous égaux aN. L'utilisation

de cette technique de lissage temporel sur un Isiignbruit blanc donne de bons résultats.
Soit un bruit blanc uniforme d'amplitude variantren1 et +1 avec une moyenne nulle et
un écart type d@.6, 'amplitude du bruit peut étre diminuée jusquaintervalle f0.6, +
0.6] avec un écart type de 0,18 dans le cas de l@Qingateoyennées (Figures (11.5)-(lI1.6)).
Plus le nombreéN de valeurs moyennées sera grand, meilleur seiiasiegke, par contre le

signal informatif est lui aussi moyenne et perdalde l'information.

0 5 10 15

Figure 11.5 : Bilan uniforme en fowtion du nombre N de valeurs moyennées.

Amplitude

Amplitude maximale

Amplitude minimale

Figure 11.6 : Résultat sur I'amplitude d'un traitement par lissage temporel d'un

bruit blanc uniforme en fonction du nombreN de valeurs moyennées.
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I1.6- Filtres numériques synthétisés paH (2) :

A partir de la fonction de transfdr(z), obtenue selon les différentes transformations
possibles, diverses structures peuvent étre wdfliséstructuradirecte (implémentation de
I'équation aux différences), structucanonique(structure directe avec minimisation des

composants) et structuem élémentsimples.

[1.6.1- Structure directe :

Cette structure est l'application directe des esgoms de la transmittanéfz). Dans
le cas d'un filtre non récursif, une des structyressibles est celle représentée sur la figure
(11.7) qui traduit I'équation (11.12).

Xk

T

A 4

A 4
—
|
_l

ao ai ar ag

........... s\ %

Figure 11.7 : Structure directe d'un filtre numériq ue non-récursif.

De méme, I'expression de H{dur un filtre récursif dans le schéma de la figiik8),

traduit directement I'équation générale (11.11).

[1.6.2- Structure canonique :
Cette forme permet de minimiser le nombre d'élémeiitisés dans la réalisation du

filtre. L'équation générale peut s'écrire soustaike :
[ Y(2) =H{z). X{z)=WQ) . V@)

N
Avec : wW(2) = zaj z7 systeme non récursif (11.17)
j=0

Vv (2) = e

N
i=

Dbzt

i=0

. Y@= {i a .z‘l}.\/(z)

j=0
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A 4

—
—

|

1
A4
—

_____ —3 5
<

Figure 11.8 : Structure directe d'un filtre numérig ue récursif.

En prenant la transformée Erinverse, on obtient I'expression yleen fonction de la valeur

intermeédiairev qui est utilisée pour construire la structure déltre dans la figure (11.9) :

N
Y=Y a,V, (11.18)

j=0
Le résultat montre qu'une seule structure retarché@sessaire pour la réalisation de ce filtre

numerique.

[1.6.3- Structure en composants simples :
Il est possible d'exprimei(z) a partir d'éléments de base ou de composants srdple

premier ou du second ordre d&(z)Figure 11.9):

Premier ordre:

H.(z) = 1_5# (11.19)

Second ordre

i, Z_1+0'i0

H i (Z) - B2z 2+ Bz +fiy

(11.20)
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\
2 « T T > T

X
lysd

&
<
&
<

&

<

OB OO

;\\
pd

{ >
VYVVVY

Yk

™M

Figure 1.9 : Bicture canonique d'un filtre numérique récursif.

Ces deux éléments simples peuvent facilement deiteaen structure directe ou canonique.
Pour une fonction de transfert quelconque, il sulé I'exprimer en fonction de ces éléments de
base pour réaliser ensuite une composition « preduil « somme » de ces élémehtsfonction
de transfert H(zpeut s'écrire sous deux formes :

- produit de composants simples :
H() =k []H,(2) 120
- somme de composants simples :
H(z) = k1+zr:Hi(z) 11.22)
i=1

Dans le cas d'une écriture sous forme « produibuis obtenons une structure série ou
dite en cascade (figure (11.10)) et dans le casedformulation « somme », nous obtenons une
structure paralléle (figure (11.11)). Comme noasdns vu dans le domaine analogique, cette
adjonction de composants de base n'est réalisais) directement, uniguement parce que
nous sommes dans le domaine numérique ou il n'yas g¢e probleme d'adaptation

d'impédance [9].
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Xk
K, > é_’ Comf'osant
1

Composant

A 4

H>

Composant
H,

Figure 11.10 : Structure série ou en cascade a partd'éléments de base

du premier ou du second ordre.

Xk

Composant

H,

Composant

H,

A 4

Composant

By

Vﬂ" v

H;

Figure 11.11 : Structure parallele a partir d'éléments de base

du premier ou du second ordre.

I1.7- Structure des filtres récurrents

Yk

Supposons que nous ayons a réaliser un filtre riqoedH) caractérisé par une relation

entrée-sortie récurrente du tyjis]:

N M
yn :Zak yn—k +ZbK Xn—k
k=1 k=0

Lescoefficients ( a,; k=1...N) correspndert da partie autorégressivee la relation

.(11.23)

récurrentetandisqueles (bk : k=0...M) définissensapartietrans\ersale La transforméenz
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dela réponsempulsionnellelu filtre (fonction de transfet) estla fractionrationnelledonnée
par:

M _
Y(z) _ 2o biz"

= .23
X (2) 1—Z£':1akz'k )

H(2) =

Lorsque le filtre est réalisable, sa zorde convergence est de type

R, ={Z/M - Rna}, R.<1 qui est le module maximal des pdles-g). Il existe une infinité

de moyens algorithmiques pour calculer la sortidilthe par programmation, par exemple d’'un
processeur spécialisé (DSP, Digital signal proagsBlous représenterons une telle structure par

son graphe de fluence.

[1.7.1- Opérateurs élémentaires du graphe de fluerc

Les opérations élémentaires que I'on egpsavoir effectuer sont les suivantes :

-I'addition de deux séquences ;

-la multiplication d’'une séquence par une constante

- l'opérateur de retardx,) - (x,,) , que nécessite l'utilisation d’'une case mémaiegitre
d’'un DSP).

Pour représenter un algorithme de caltun filtre, on utilise la notion de graphe de
fluence, graphe pour lequel les nceuds représelgsndtapes de calcul et pour lequel les
branches valuées et orientées symbolisent une rés apérations élémentaires. Une
convergence de plusieurs branches vers un seul napeésente une addition. La
multiplication par une constante a est représepééda valeur de la branche, tandis que le
retard sera figuré par .

Deux nceuds particuliers existent darggdghe de fluence, le nceud d’entrée(xiné et le
neud de sortie dg,). A une relation entrée-sortie spécifie par les
coefficient{a, ) et(b, Jpeuvent  correspondre  plusieurs graphes et donc iephss

implémentations possibles. Suivent le critere defopmance recherché, une architecture
particuliere de graphe pourra se révéler optimabmns la suite, pour représenter I'architecture

du filtre (H), on supposera sans perte de généralitéNew.
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[1.7.2- Optimalité de I'architecture :
[1.7.2.1- Formes directes l et Il :

L'implémentation plus simple du filtrél) est donnée par la figure (11.12). Elle est
dénommeée forme directe I. elle fait ressortir legxdparties, transverse et autorégressive, du
filtre. [14]

HLO) s TS, i |

0.9 F .

0.8 &

0.7 F £ (-34B) .
06 | .
0.5 | i
04 | .
0.3 | .

0.2+ e

BR

0.1 =
D . |8,
0 ¥

Figure 11.12 : Gabarit du spectred’énergie d’un filtre passebas

() (b)

Figure 11.13 : Forme directe | du filtre
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Cette architecture a plusieurs défauts. fgarticulier, on peut remarquer qu’elle
nécessite l'utilisation de 2M délais. La simple s@tation que les parties transverse et
autorégressive du filtre peuvent étre permutéesielda forme directe Il qui économise M

registres. [15]

> WP
2 h
_— b
s DV Rl >
Ty y
-d g
—— >
77
-84 by
~ 4 I B
;L. 'ﬂh'-f_‘ | O .1 ,L
; ¥
2—1
-dy = | -':}-HF
(c) (d)

Figure I1.14: Forme directe Il d'un filtre

Il. 7.2.2- Formes transposeées | et |l :

Un résultat de la théorie des graphedesshéoreme de transposition. Ce théoreme
stipule que si I'on construit le graphe transpoiéel structure de graphe, la fonction de
transfert du systeme ne change pas. On transpog@pie donné en changeant le sens de ses
branches et en intervertissant entrée et sortieédeau. On peut alors associer aux formes
directes | et Il les formes transposées | et lgFe 11.15).

Quelle architecture de filtre est alors la plugcate ? Nous avons vu qu'utiliser les formes |
et Il permet d’économiser de la mémoire. Un autspeat du calcul numérique est la
guantification des valeurs manipulées : un proagsseanipule des nombres avec une
précision finie. Il se trouve que la forme transgg®d occasionne souvent moins d’erreurs
arithmétique (exemple : soustraction de tres gramdnbres qui donne des résultats
imprévisibles) et est ainsi plus utilisée que latres formes d’'implémentation (matlab en

particulier utilisée cette architecture ) [10].
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Figure 11.15 : Forme transposée | d’'un filtre

[1.8- Filtrage par FFT :

La rapidité de I'algorithme de FFT et de FFT inverse permet d’ervisager d’utiliser
I'équivalenceconvolution et multiplication dansle domainefréquentiepour limplémenter
informatiquement
Un filtre.supposonsque I'on ait deux séquencesconvoluer Ces algorithmes
permettenten fait d’effectuerla cornvolution circulaire de ces séquencesjui peut

différer dela corvolution classique, commaousallonsle mortrer.[16]

[1.8.1- Filtres numériques basés sur la convolution

Pour réaliser ces filtres a convolution, les ceafits du filtre, qui sont représentés par
les N valeurs de la réponse impulsionnelle discrétiséet des constantes dans I'algorithme
de calcul ou stockés en mémoire (EPROM) dans lad'cam réalisation matérielle du filtre.
Dans ce dernier cas, deux structures peuvent @ébpeees :

- structure directe figure (11.12).

- structure transposeée figure (11.13).
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[1.9- Filtres numériques avances :
[1.9.1- Filtres numériques de la valeur médiane:

Les filtres numériques classiques linéaires ont panction de base d'éliminer certaines
composantes fréquentielles qui génent l'interpmtatlu signal informatif. Pour cela il est
nécessaire que les fréquences a éliminer se sitlaarst une zone de fréquences hors de la
zone occupée par le signal utile. Pour répondretta timitation, il est possible de mettre en
place des traitements non linéaires, appelés admsnt « filtres » numeériques non linéaires.
Un de ces traitements non linéaires est le fileelalvaleur médianeétant donné 12 + 1
échantillonsx,, la valeur médianemeqk de cet ensemble est I'échantillon qui se trouve au

milieu de I'ensemble ordonné selon un ordre croissa

Ordre croissa

{Xko Xkt -+« Xic-2N} > fX'k-1, - - Xkean ; @VEC %X}

D'ol : Xmed, =X k-N
Ce type de filtre numérique non linéaire permetcdaserver les transitions rapides mais
maintenues d'un signal et d'éliminer complétemesttthnsitions de type impulsion courte. Si
nous reprenons les exemples du paragraphe (ll&.2ssage temporel », ils mettent
parfaitement en évidence cette caractéristiqueltde de la valeur médiane : le signal créneau
est conservé sans modification et I'impulsion deéewnité est éliminée. Le traitement du
signal du deuxiéme exemple montre aussi que ge fittodifie moins fortement le signal
informatif en conservant en particulier certaimassitions rapides.
De facon plus générale, le calcul de la valeur ars'effectuait sul\2-1 échantillons,

cette technique permettra de sauvegarder toutesiticans rapides suivies par un plateau dont
la durée est supérieure ou égalN.& (Te : période de®chantillons). Dans le cas contraire

cette transition sera éliminée.

[1.9.2- Filtres numérique multicadence :

Les systemes étudiés, jusqu'a présent ne meteeatuvre qu'une seule fréquence ou
cadence d'échantillonnage 4/T est possible de trouver certains applicationsle signal
d'entrée du filtre et le signal de sortie ne fayrmtient pas a la méme cadence (systeme
multicadence).

Considérons deux exemples :

- Filtrage passe-bas le signal de sortie aura par définition mémerditement effectué

Electrotechnique, M'sila 2008.



Chapitre Il Le filtrage numérique

une fréguence plus basse et donc pourra étre éldrard a une cadence plus faible;

- Modulation: le signal de sortie qui sera lI'onde porteussignal informatif va avoir
une fréquence plus élevée que le signal inforrdagiftrée.

Dans les deux cas, on cherchera a adapter le &ilti® cadence la plus petite afin
de minimiser les temps de calcul. Dans le cas oseih réalisé une réduction de la
fréquence d'échantillonnage, l'opération est appelédécimation »et dans le cas
ou une augmentation de la fréquence d'échantilgmrsra réalisée, I'opération est appelée
«interpolation». Les opérations de décimation {amlein échantillon sur n échantillons) ou
d'interpolation(rajouter n échantillons entre 2 échantillons) tvoonduire a des déformations
spectrales.

Considérons l'exemple inverse de la décimation.t $oi signal x{t) échantillonné
a la fréquenceT,; et le signal de sortigit) dont nous voulons diminuer la fréquence
d'échantillonnage jusquale, (avec Te, = Te/4). Cette opération ne sera possible
gue si le spectre du signal initial est limité domprou par une opération de filtrage a
la fréquence 1/2, c.a.d. a la fréquence T8 En effet la décimation est équivalente
a une opeération d'échantillonnage et, si le spedue signal a échantillonner a cette
nouvelle cadenceTs, na pas son spectre limité a la fréquenceTd/2le phénoméne

de repliement va se produire.

[1.10- Comparaison des filtres RIF et RII :

La premiere question qui se pose pour la méthodetaesation d'un filtre discrete est
celles du choix d'un filtre RIF ou d'un filtre RWn grand nombre de facteurs entrent en jeu ici,
de sorte qu'il n'est pas toujours clair a I'avaesavoir quel sera le choix final.

Pour prendre une décision bien pesée, il peut garéttre utile de considérer les deux
solutions: un filtre RIF et un filtre RIl On évaladors les deux possibilités pour savoir laquelle
donnera la meilleure solution pour une applicatamticulaire. Ce sont ici des facteurs tres
pratique comme la complexité, la consommation digeela rapidité de calcule, la facilité
d'intégration et la disponibilité de certain modulde circuits qui peuvent faire pencher la
balance [17].
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Chapitre Il

Le filtrage numérique

Filtre RIF

Filtre RII

1. Fonction de transfert

Possede seulement des zéros

Possede a la fois des polles et des zéros

2. Réponse en fréquence

les méthodes de conception normale so
adaptées aux réponses en fréquen
arbitraires; par exemple aux filtres ave
plusieurs bandes passantes, au
différentiateurs et aux filtres de
caractéristique de fréquence spécifique da
la bande de transition

ntes méthodes de conception sont €

cgénérale adaptées a la réalisation de filt

cpasse bas, passe haut, passe bande et ¢
nbande

ns

re
oup

3. Caractéristique de phase

- On peut seulement approcher une phase
- Possibilité  d'une phase exactementllnea're; st on Ut'l'se, pour cela un L
linéaire egallsateur de phlase séparé, la complex|té
- Décaleurs de phase (filtres passe tout)du filtre - peut sen resenture d_e fagon
notable. La spécification du filtre se
impossible rapporte exclusivement a la caracteéristique
d'amplitude.
- Possibilité de filtres passe tout
4. Stabilités

Filtres toujours stables.

Filtre instable s’il y a des pdles a I'extérieur

du cercle unité

5. Aide a la conception

Un ordinateur de taille moyenne est e
générale nécessaire pour les procédur
itératives de conception de filtres.

n : . : R
elé n'est pas nécessaire d'utiliser u

ordinateur plus gros si on utilise leg
formules de conception "toutes faites" pol
les filtres continu, et par exemple Ig
transformation bilinéaire; une calculatrice
de poche est alors souvent suffisante

D

-

6. Complexité

Proportionnelles a la longueur de la répong
impulsionnelle.

sdas de la relation directe entre [
complexité et la longueur de la répons
impulsionnelle (infini par définition); on
peut réaliser des filtres de selectivité élevg
avec un hardware de
relativement basse.

cmoplexité

e
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Chapitre Il

Le filtrage numérique

Filtre RIF

Filtre RII

7. Structure

La structure récursive (rare) et I3
structure non récursive sont possible
toutes les deux; la mieux connu et |
structure transversale (non récursive)

1 Seul la structure récursive et possible; |
dorme la plus largement utilisée est I3
aconnexion en cascade de cellules ¢
premier ordre et du second ordre. L
répartition des poles et des zéros entre et
différentes cellules est une
importante de la procédure de conception

partie

=~ o

j8Y)

es

8. Sensibilité aux interférences

L'état initial des cellules mémoire et
tout signal interférant de courte duré
(par exemple par lintermédiaire de
l'alimentation), peuvent affecter le
signal de sortie sur une durée égale a
longueur de la réponse impulsionnellg
(ceci ne s'appligue que pour de
réalisation non récursive).

En principe, [l'état initial des cellules
ememoire et tout signal interférant de court]
» durée peuvent affecter le signal de sort
sur une durée infinie.

la

Uy

9. Quantification

les effets de la quantification, par exempl
dans la réalisation d'un filtre numérique
jouent un réle secondaire. A I'exception d
la structure récursive qui nécessite ausg
une compensation exacte des poles et d
Zéros aprés guantification.

eA cause de la quantification des ccefficient
,de filtre, un réle peut en principe passeg
ed'une position de l'intérieure du cercle unit
si une position de l'extérieure de ce cercl
ext par suite engendré l'instabilité.

Les effets de la quantification peuvent aus
conduire a des oscillations indésirable
telles que des cycles limites et de

oscillations de dépassement

<28 D D=0

(2]

10.Filtres adaptatifs

La structure transversale est trés bie

rLes filtres adaptatifs sont surtout basés s
des structures en treillis et en échelle.

adaptée a la réalisation de filtre adaptatif

11. type de filtre

RIl

RIF

Méthode de calcul des
coefficients

Fonctions modeéles

Ex: transformée bilinéaire

Fentetage,(rectangulaire,

Hamming...)

Tableau Il.1 :La comparison entre les filtres numérgue RIl et RIF
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Chapitre Il Le filtrage numérique

[1.11- Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons étudie les principasctéristiques des filtres
numeriques et leurs applications.

Apres les généralités mathématiques, les prin@palassifications et structures des
filtres numériques sont faites selon la durée foudnfinie de la réponse impulsionnelle d'un
filtre. Ceci se justifie par la différence de caéaistiques entre ces deux types de systeme

nécessitant des méthodes de synthese et de riéalidéterentes.
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Chapitre Il Synthese dé®f numérigues RII

[11.1- Introduction :

Nousvenonsde voir commentanalyserle comportementd'un filtre numérique dont la
fonction de transfert H(z) (ou I'équation de récurrence)est connue. Nous avons pu
déterminer laréponse temporell@ une entrédixée (impulsion, échelon, ..... Jet la réponse
fréquentielle au régime sinusoidal permanefiout ceci, supposeque le filtre soit déja
déterminé. Or, en générdk probléme qui se poseest l'inverse, on désire déterminer la
fonction de transfertH(z) (ou la relationde récurrence) d'un filtre qudoit avoir uneréponse
temporelleimposéeou une réponsefréquentielleentrant dans un gabarit précis. On dit alors
gue l'on fait la synthésedu filtre numérique. liexiste de nombreuses méthodgermettantle
synthétiserun filtre numérique récursif. Elles s'appuient ga@frement sur un filtre analogique
priscommemodele :

- Le filtre doit avoir une réponseimpulsionnelle ou indicielle imposée: ce sont les
méthodeglelinvariance impulsionnellet de I'invariance indicielle.
- le filtre doit avoir une réponse fréquentielle entrant dans un gabarit donné

C'est la transformation bilinéaire.

l1l.2- Les Principales caractéristiques des filtresnumériques RII:

Leprincipede définition du cahiedescharges d'un filtreécursif se déroulede la méme

manierequepour un filtre norrécursif[9].

Les filtres a réponse impulsionnelle infinie soatactérisés par :

« Un filtre récursif est un filtre qui se réalise par cablage ou prognation de

I'équation aux différences récursive :

S =he the,the,+...-aS,-385,—... (I11.2)

« Laréponse impulsionnellede cet algorithme est de longueur infinie. C'astadison
pour laquelle le filtre numérique (Ill.1) est diréponse impulsionnelle infinie (RI1).
+ Ce filtre a poufonction de transfert :

_S(2) _by+bzt+b, 277+
E(z) 1l+a z'+a,z%+...

H(2)

(111.2)
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Chapitre Il Synthese dé®f numérigues RII

. Les péles et les zéros :

Il est utile de se souvenir que pour empM(f) en se déplacant sur le cercle unité
depuis la fréquende= 0 jusqu'af = 1/2T, la proximité d'un z€éro coincidera avec une cllute
gain du filtre et que celle des pbles apporterayain. Vu de loin, un couple pble-zéro sera

neutre.

Un filtre récursif est un filtre qui estalisé au moyen d'une structure récursive, c'est-a
dire une structure qui boucle sur elle méme. Letlate calcul numérique étant réintroduit
dans la structure, ce type de filtre aura génémateman rapport signal/bruit moins bon que le
type RIF

La figure (lll.1), montre le principe de filtrage ke passage de I'analogique au numérique.
Nous avons un exemple du filtre passe-bas d’ordre 2

|’Entrée ‘
= [Filtre | Fitr discret Filtre
T lPawmba: [1CAN [T CNA M Passe b \\—
—— Sotie |
prmmmsmmsmessmaseeieaaamea "5 IR iscrety Lontinye
1 1 —_— n .
3 thela !
R I
| continue :
p =, Fillie | I
]’ Passe-Bas | (oAl !
|

Figure 111.1 : Principe du filtrage d'un signal continu par un filtre numérique.

[11.3- Les différentes étapes de la modélisation ete simulation des filtres RII
(I'organigramme) :

La procédure de résolution numérique de notre ifraeafin d’étude, est resumée dans

I'organigramme de la figure (l1.2) suivante :
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Signal analogique

A

Systéme et analyse des
signaux numériques

Non

Oui

Filtre
analogique

1

Echantillonage Entrée les parametres
¢ de filtre (R,C,L)

Parameétre du filtre

(a =...,b =...) |

Approximation

C'est un filtre

RIF

Oui

A

Non Structure de filtre

A 4

Approximation
des parameétres du filtre RII

| A

Synthése du filtre RII Synthése et analyse de filtre

l

Analyse de la performance Non

Non

!

. Oui Oui
Stabilité

Non

1
¢

Qualité desrésultats N/AzQ,

Réalisation et application du filtre
choisé

Fin

Figure Il.2 : Organigramme général de la résolution numérique de RII
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Chapitre Il Synthese dé®f numérigues RII

[11.4- Réalisation d’un filtre passe-bas d’ordre 2:

[11.4.1- Filtre analogique :

La fonction de transfert analogique de la segtiasse-bas est donné par

W2
H(p)=KE—7 -
P2+( %JEP*W;

Expression dans laquell® représente le facteur de qualité de la sectionedorsl degré.

(@)

Les poles deH (p) sont complexes &, = 05 (ce qui correspond @, <W,) (Fig.lll.3).
La fonction de transfert dans le domaine fréquéesedonnée par :

W2
H(f)=K O : (11.4)

— (@O + j(w%pj@_[lﬂ OF +W?

H(f)

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Qp

Figure 111.3 : Variation de H(f) pour diverses valeurs du facteur de qualité.
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Chapitre Il Synthese dé®f numérigues RII

[11.4.2- Calcul des parametres de filtre a partir de la fonction de transfert :

Nous avons une fonction de transfert de la forme :

4.396[""
H(p)= .5
(P~ 57y (6912 (P + 43966 ()
15776
H(p)= 1.6
(p) P2 +(6912) [P + 4.396[&"" (1116)

Alors nous avons calculé les paramétres électrigurants :
. La fréquence utilisée f, =5kHZ ;
. La premiere résistance du circuit :R =10002 ;
. La deuxieme résistance du circuit R,=10002 ;
. La premiére capacité du circuit :C1= 2.8935[&'F ;
. La deuxiéme capacité du circuit : C2 = 7.8617(&°®°F ;
. La pulsation naturelle :W, = 31415938 ;
. La pulsation de coupure W, = 6.6302[&" ;
. Le facteur de qualité :Q, = 0.9529.

[11.4.3- Approximation :

Le but de l'approximation est de transformer de<cHjations portant sur
I'affaiblissement ou le déphasage d’un filtre e donction de transfert qui les vérifie. Nous
nous intéresserons plus particulierement ici gofapimation de I'affaiblissement. Si la phase
ou le délai de groupe du filtre doivent égalemerspecter des spécifications précises, il
faudra se souvenir de corriger la phase des obtemuajoutant des cellules correctrices de
phase [18].

Electrotechnique, M'sila 2008.
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[11.4.4- Circuit analogique du filtre :
Nous avons deux types [19] :
[11.4.4.1- Circuits de Sallen -Key a gain fixe :

Les circuits sont équivalents au schéma de ladigiik4) suivante :

£
=
&
N
T

Cz —_—

Figure 1l1.4 : Circuit de Sallen et Key a gain fixed'un filtre passe-bas d’ordre 2
[11.4.4.2- Circuits de Sallen -Key a gain variable

Leurs schémas sont présentés dans laf{gus). On voit gu’ils ont la méme structure
que les circuits précédents sauf que I'amplificaguveur est remplacé par un amplificateur
a gain variable [19].
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Cz — R3

Figure 111.5 : Circuit de Sallen et Key a gain variable d’un filtre passe-bas d’ordre 2

[11.5- Quelques techniques de la synthése des fids :

Nous cherchons a concevoir un filtre dugiba un certain cahier des charges: un rejet
des fréquences supérieures a une frequence dereadiqmnée, ou d'une bande de fréquence
parasite, etc. ... . Il s’agit donc de choisir atipade ces spécifications, la fonction de
transfert H (z Jadéquate, que l'on cherche sous forme d'une fractibonnelle ez . On
supposera que la fréquence d'échantillonnage est He Les contraintes de stabilité
requiérent que les pbles Hesoient dans le cercle unité. De nombreuses méthadstent
alors: nous contenterons d'exposer les principegdislues méthodes classiques.

On spécifie souvent les caractéristiques désiréesfiltre sous la forme d'un gabarit portant

sur son spectre d'énergie. Dans un tel gabarig agons:

- Une bonde passante et une tolérangeour IaqueII(HH (V) | —1‘ <9.

- Une bonde de rejet et une tolérargepour Iaquellt{zH (v)| <0,.
L'approche traditionnelle de la synthése desefltnumériques est de partir d'un filtre
analogique a fonction de transfert analogique ¢fiemmée de Laplace) connue et d'en déduire,
par une meéthode a définir, la fonction de transtéftz) d'un filtre numérique équivalent.

Dans un premier temps, nous rappelons les propridtétrois types de filtres analogiques

classiques [14].
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[11.6- Transformation d'un filtre analogique en fil tre numérique:
Disposant désormais d'outils analogiquasus cherchons a déterminer leurs
homologues numériques. Nous exposons la méthaaeadance a impulsion et la méthode

de transformation bilinéaire pour la synthese dess RII.

Nous allons voir quatre méthodes permettant degradeH(p) aH(z):

« méthode de I'approximation de I'équation différeltwi;
« méthode du bloqueur d'ordre zéro ;
« méthode de l'invariance de la réponse impulsioanell

+ méthode de la transformation bilinéaire.
[11.6.1- Méthode de I'approximation de I'équation différentielle

Il s'agit d'écrire I'équation différerlieliée aH(p) et de remplacer chaque dérivée par
son approximation numerique. On remplace donc ahafiffiérentielle par une différence.
Il revient au méme de remplacer par une expression en Il est mieux d'utiliser la

transformation d'Euler, que utilise I'approximatgimple d'une dérivée, soit:

d_s‘ | as(t) _ s[kT]-s[(k-)T] (17)
dtt:nT At-0 At T

Cette méthode revient a fairegl:—tS = %

_ -1 A"
On obtientH(z) a partir deH(p) en remplagan par(l Tz j Cetp" par (1 -|-Z j

La transformation inverse est donnée par (Figilu@) I

z=—1 (111.8)
1-pT
Nous pouvons aussi, prendre des approximationséeentles dérivées:
d_s_sk+1_sk+1 d25_5k+1_25k +Sk—1
= , > = . (111.9)
dt 2T dt T
z-7" z-2+z7"

Ce qui revient a remplacer p par , p2 par T—2 ,
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L
Y

z=1{(1-p-T)

Figure 111.6 : Application du plan p sur le plan z

Chaque pdle (ou chaque zéro) pn= px est remplacé par un pdle (ou un zéro) en

z, . C'est une application du plan p vers le paqui transforme la partie négative

1-p T
du plan p a l'intérieur d'un petit cercle du ptade rayon 1/2 et de centre (0, 1/2). La stabilité
est conservée. Il n'y a pas de recouvrement dutrepéapplication bijective). Cependant,
I'analogie plan p- plan z n'est conservée que |@suirés basses fréquences, au voisinage du
point de tangence des deux cercles. On ne pousraypdhétiser un filtre numérique réjecteur
a partir d'un filtre analogique réjecteur avec eattéthode, sauf aux trés basses fréquences

(cercles tangents).

Notons que :

H(ZZ:EJZm‘T H,L_’ H(p)p=j2ﬂf (111.10)

Cette méthode, qui est peu utilisée pour la commepdes systéemes numériques, elle est

largement utilisées pour les systemes a la bastomlttionnement des filtres a capacités

commutées.
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[11.6.2- Méthode du bloqueur d'ordre zéro :

Dans cette méthode, on suppose que les réponsf{@ i un signal d'entrée(t) et a ce
méme signal d'entrée échantillonné puis bloquépneé pas tres différentes (Figure 111.7) [20]

H(p)

Figure 111.7 : Méthode du bloqueur d'ordre zéro.

Cela revient a supposer gdép) est precédé de I'échantillonneur-bloquBs(p).

w

/| Bip) | Hp) /
.

H

Et donc a calculer :

H(2) =0[B,(p) H(p) | = - 27 D{Lﬂ (.11)

Pour les mémes raisons que celles de l'invarianpalsionnelle, cette méthode ne peut étre
utilisée que pour les filtres analogiques a banadtde. Afin d'éviter tout phénomeéne de

repliement (recouvrement) de spectre.

Notons gque nous retrouvons les caractéristiqudstarcontinu quand — 0.
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111.6.3- Transformation bilinéaire :

La transformation bilinéaire est la méthode la ptosiramment utilisée pour réaliser

des filtres discrets a partir de filtres continbgy( 111.8) :[21]

* z étant égal &'°

*p= Iog( 2) se développe en série sous la forme :
5
p=2|2-1,1(z71 I (I11.12)
T z+1 3l z+1 5\z+1
La transformation bilinéaire en développementtiénadu premier ordre est donnée par :
2(z-1
=— .13
P= T[z+1j ( )

Une autre facon de justifier la transformation r@hire, est de la voir comme issue d'un

systeme discret réalisant I'approximation d'unégrale par la méthode du trapéze:

dn]=d(n-OT]+T e[nT]+e2[(n—1)T] donne la relation :

S(2) =7 s(g) +TEA T2 E@

(I11.14)

2
ol
e[nT
AT
S (BT 4T g

Figure [11.8 : La transformation bilinéaire
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) S(z2) _Ti1i+zt . . . . 1
Par conséquent =— - I'équivalent numeérique de l'intégrateur analogiguest
E(z 21-z P
T1+z"
donc— T
21-z

En inversant cette équivalence, on retrouve la sfoamation bilinéaire (Fig.l11.9) :
_2z-1

T z+1

p=2i/T
L 1
& P Z
p:ijm
' =0
2+ p T -
=2—§’?’ = p=-2j/T

Figure 111.9 : La correspondance graphique entre leplan p et le planz
La correspondance graphique entre le plahle plarz est donnée par la relation suivante :

z=2+ pT

T (111.15)

Le point p= 0 se transforme ere =1 , tandis quep=+ o se transforme erz=-1.

La partie stable et négative du plprna pour image l'intérieur du cercle unité du pian

A partir de systémes continus stables, on obtientdles systemes discrets stables .

L'axe imaginaire du plap se trouvant projeté sur la totalité du cercle &nitette méthode
conduit a une compression de la bande passantétrduainalogiqueF(p) vers les basses
fréquences, et a un gain nul a la fréquence derimagmatérialisé par un ou plusieurs zéros
en -1).
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. 2z-1 ., o . . L
La transformatiorp =?T1 n'étant pas linéaire, il est nécessaire de conepdasiécalage
z

vers les basses fréquences pour une fréquenceytiare en faisant un prédécalage. C'est a
_2+pT
dire : Z= 72— T

Les étapes nécessaires pour la démonstration sominéds comme @ Suit:

. 2+ pT | . .
La transformationz = 20T établit une correspondance entre les pulsatiamgrniquesv,
- P
du plan z et les pulsations analogiques w, du plan p.

Dans le domaine fréquentiel, I'équation (lll.15Vidat :

2+ jw T
T 2-jw,T (I11.16)

= égalité des modules: 1 =1

e w,T

L s T T T
= égalité des phases:w, T :arctarEW; J— arctarE V;a j =2 @rctar{wg j

:>WaT—ta W, T = W, —Eta W, T
5 5 " 7T 5 (111.17)

Deux cas peuvent se présenter pour toute transfiommiilinéaire induit ce "gauchissement”

ou déformation en fréquen¢dérequency warping(Figure 111.10):

»Soit les caractéristiques du filtre se situent daadasses fréquences et cette distorsion est

tolérable ;

sDans le cas contraire, il faut leompenser par un pré-décalage des caractéristiques

du filtre analogique.
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Fs

LS Y lanalegoue)
b )

2L

i OO
o Onumdrigu désire)

: L
e = -1 o 1 =2 R +

-1

/]
/]

_i9=(_u;fT

| A

p==2j/T

e 24+p- T
d—p. T

Figure 111.10 : Présentation des deux cas de la trassformation bilinéaire.

L’équation de pré-compensation du gauchissemdnt)lmontre que le domaine fréquentiel

analogique(p,w, )qui s'étend de- a +oo sur I'axe imaginaire, se trouve intégralement

projeté sur le domaine fini compris entre -180%H80° du cercle unité (Figure 111.11).[17]

et ce par quoi
ije passe... o 4

¢

|
£}
(™
|

cavrant dapplicquer la
tratapformation biliti éaire

T

Figure Il1.11: Pré-compensation du gauchissementdi a la transformation bilinéaire
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On souhaite que le filtre numérique suive un cerg@barit numérique caractérisé par des

fréquences ou pulsationg . Pour obtenir ce gabarit numérique, il faut prépenser les

effets du gauchissement et calculer la fonctiortrdesfert du filtre analogiquE(p) sur la

base d'un gabarit analogique caractériseé par Egudncesf, =%tan(ﬂfnT) ou les

. 2 w, T
pulsationsv, =—tan :
T 2
La fonction de transfert numérigu$(z) qui sera obtenue par application de la transformée
bilinéaire correspondra, en amplitude et en frégaeaux spécificités du gabarit numérique

recherché.

Comme pour les autres méthodes, on retrouve lestéaistiques du filtre continu 3i - 0

(Figure 111.12): H(Z)Z:ejznfT D-p],%—’ H(p)p:j27Tf :

p=2i/T
A p ,
»= ih,rﬂ-:l
* e
T A=
s
r= —_ p=-2jT

Figure 111.12 : Calcul de la fonction de transfertdu filtre analogique a partir du filtre

numeérique.
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[11.6.4- Méthode de l'invariance de la réponse impisionnelle :
Le principede cetteméthodeestle suivant:

* on détermine laéponseémpulsionnelledésiréen(t)

* on échantillonnecetteréponseémpulsionnele & lafréquencefe eton en déduit lasuite
{hi}

* on recherche lafonction de transfert H(z) du filtre numérique qui a pour

réponseémpulsionnelle lasuite{ h, } .

[11.6.5- Etude des filtres numériques récursifs parla méthode des pbles et des zéros :

Afin de faciliter I'étude des filtres résifs, et d'améliorer leur stabilité numériquesst
commode de représenter respectivement le numératdardénominateur des filtres récursifs
comme étant le produit de filtres du premier or@ine p6le ou un zéro) et du second ordre
(paire de polles, ou de zéros, complexes conjugu#és)factorisera donc la fonction de

transfert sous la forme suivante [21] :

K(z=z2)(z-2)...(z-z))
(z=p)(z=Pp,)...(z= py)

H(2) = (111.18)

Lorsqu'un zéro est placé sur un point donné du @tan, la réponse fréquentielle sera de 0 au
point considéré. Un péle quant a lui produira ua @il point correspondant. Sur la figure
(111.13), le cercle complet correspond a une fréguged'échantillonnage (-180° correspondant
a -fe/l2 et 180°a fe/2). Des poles proches du ceniie sont a I'origine de larges pics tandis
que des zéros proches ou sur le cercle unité pedudes minima. Il est donc possible, par
un placement judicieux des péles et des zérostetiohun filtre sélectif simple.

Nous remarquons que :

*  Pour que les coefficients du filtre soient el faut que les pdles et legros soient réels
(sur I'axe des réels) ou par paires de complexasigoes.

* |l existe une relation "empirique” entre la largde la zone de transition et la position des

R . L R | argeur
poles sur un rayon éventuellement mfenemal—(% ar .

e

valable uniquement si= 09
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Figure I11.13: Etude des filtres récursifs par la méthode des pbles et des zéros.

[11.7- Synthese des filtres a réponse impulsionnadlinfinie RII :

Dans quelques cas particuliers, les §ltRdl peuvent étre synthétisés directement au
moyen du placement de leurs pdles et de leurs.Zéaagalisation d'un filtre numérique passe
par la recherche d'une fonction de transkfz) dont la bande passante correspond a des

spécifications fréquentielles exprimées par un gak{gigure 111.14) [22].

Bande Bande de Bande
passant transition atténuée

1+&y
1-8,

Figuhié. 14 : Reéalisation d’'un filtre RII.
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La méthode la plus utilisée consiste a détermaméorction de transfert d'un filtre analogique
H(p) répondant a ce gabarit, puis a lui appliquer ug¢hode de transformation qui donnera
la fonction de transfert du filtre numeériqud(z). Il est essentiel que cette méthode de
transformation conserve la stabilité du filtre aiqge ses caractéristiques fréquentielles et/ou

temporelles importantes pour le concepteur.

[11.7.1- Quelques types de filtres RII:

Les filtres largement utilisées sont regroupés datebleau (111.1) suivant :

L Bande de L
Caractéristigues Bande passante o Bande atténuée Phase
transition
. Régularité de = modérément non
Butterworth trés plate large Y : .
utterwo P g I'atténuation linéaire
Tchebychev ondulations au étroite atténuation non linéaire
y choix uniforme
r ondulations NP L o
Cgug ou . trés étroite grandes variations non linéaire
elliptiques importantes
R excellente o
Bessel plate tres large . S bonne linéarité
régularité

Tableau I11.1 : Les principaux filtres et leurs caractéristiques

Les réponses en fréquence de ces filtres danaslgpasse-bas d'ordre 5 sont représentées
dans la figure (111.15) suivante :

0 — 1
'—‘—-—_-Q\,h
N Bessel
. 5, o
Butterworth
—30
T chev

—40

—co

. -B) dB/octave
CdB) |__——T= -100]B/{édade

0.1 1 2 10

0.5 I 5

Figure 111.15 : Réponses en fréquences de trois fiks usuels.
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[11.7.2- Les différentes formes deH(2) :

Nous avons quatre méthodes permettant de padeskkp) aH(z). Appliqguons ces méthodes
pour le cas du filtre passe-bas de second ordrartér pe la fonction transfert analogique

(I.5) avec F,=10khz :

- Méthode impulsionnel :

0.00010587 - 186[& %

H(Z)= .19
(2) Z?-1.195Z +0.501 ( )
- Méthode d'Euler :
-009 -009
H(2)= 6.1852@ [Z +4.854e (111.20)
Z°-1195[Z + 0501
- Méthode des trapézes :
-009 2 -009 —-009
H(Z)= 2.185[¢& EZ +7.252[& " + 271[e (111.21)
Z°-1195[Z + 0501
- Méthode bilinéaire :
2
H(Z)= 0.098¢Z +1) (11.22)

Z?-1.223Z + 0.5251

[11.8- Application de I'étude aux filtres de Butterworth :

Un filtre de Butterworth est un type dedgle de filtre linéaire, concu pour posséder
un gain aussi constant que possible dans sa basdarnie
Les filtres de Butterworth furent décrits pour leemiere fois par l'ingénieur britannique
Stephen Butterworth [17].

[11.8.1- Les caractéristiques principales des filtes de Butterworth :
Le gain d'un filtre de Butterworth estles constant possible dans la bande passante et
tend vers 0 dans la bande de coupure. Sur un diageade Bode logarithmique (Fig. 111.16),
cette réponse décroit linéairement vessde -6 dB/octave :
* (-20db/décade) pour un filtke premier ordre,
* -12db/octave soit -40dB/deegabur un filtre de second ordre,

* -18dB/octave soit -60dB/deegmbur un filtre de troisieme ordre, etc.
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Bode Diagram
200 e —— :

-200 - b

-400 - ]

Magnitude (dB)

-600 - .

-800 L L L

-360 -

-720 -

-1080

Phase (deg)

-1440 -

-1800 = L L L Ll L L L o
107 10" 10° 10" 10°
Frequency (rad/sec)

Figure 11.16 : Diagramme de Bode d’un filtre de Buterworth

[11.8.2-Fonction de transfert des filtres de Buttemworth :

Comme pour tous les filtres linéairespietotype étudié est le filtre passe-bas, qui peut
étre facilement modifié en filtre passe-haut oacglen série pour former des filtres passe-
bande ou coupe-bande.

Le gain d'un filtre de Butterworth passe-bas demlest :

G, (w) =| HAJW)F; (11.23)

2n
+| W
1 WC)

Ou G, : estle gain du filtre,
H : la fonction de transfert,
j :l'unité complexe,
w : la fréequence (angulaire) du signal (eald/s )

w, : la fréquence de coupure (angulaire) du filtre3(dB).
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En normalisant I'expression (l11.23) , c’est-a-dérespecifiantw, = 1nous aurons :

. 1
G, (w) :| Hn(JW)| :?
W

(111.24)

Les (2n-1) premieres dérivées d& sont nulles pouw= Q impliquant une constance
maximale du gain dans la bande passante [18]. Aukel fréquences :

| H(jw)|’, =20Ch ogl0(w) (111.25)

Alors la pente du carré du gain dans un diagramer@atle est de 20dB/décade (Fig.111.17).

ol ‘
20 F
f@ 7, | SUCRE—— U I R I B
o Ist order
'3 2nd order
O 3rd order
-60 4th order
5th order
K11 ]| E— ........................................... .......................................... h,
-100
0.01 0.1 | 10 100

Frequency (rad/s)

Figure 111.17 : Variation du gain en fonction de lafréquence pour différents

ordres du polynéme de Butterworth
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[11.8.3- Polyndbmes de Butterworth:
La fonction de transfert normalisée dfiline de Butterworth peut étre écrite sous la

forme suivante [19]:

1
H,.(s) = % (111.26)

Ou B, (s) est un polyndme de degné

La table suivante donne les premiéeres valeurs sipagnomes :

N Bn(s)

1s+1

2 52+1,414s+1

3 (s+1)(s?+s+1)

4 (s2+0,7654s+1)(s2+1,8478s+1)

5 (s+1)(s2+0,6180s+1)(s2+1,6180s+1)

6 (s2+0,51765+1)(s2+1,4145+1)(s2+1,9318s+1)

7 (s+1)(s?+0,4450s+1)(s%+1,247s+1)(s2+1,8022s+1)

8 (s2+0,3986s+1)(s2+1,111s+1)(s?+1,6630s+1)(s?+1 9602

Tableau Il1.2 : Table de Butterworth.

[11.8.4 : Détermination de I'ordre n de Butterworth
On pose [2] :
1
A=—:
R

p

Aa:i :
Re

Le choix deN est donné par I'expression (111.27) suivante :

(I11.27)
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[11.8.5- Synthése d’un filtre de Butterworth :
Nous cherchons a réaliser un filtre passe-basgala unité qui ne comportant pas

d’oscillations dans la bande passante et satisfiaggagabarit suivant :
R,=-1dB; F,=700HZ ;
R,=-200dB ; F,=300HZ ;

A partir de I'équation (111.27), nous avondN= @& est l'ordre du filtre de Butterworth.

Le Filtre analogique de Butterworth de 'orde= @8t caractérisé par :
W, = 4.2899(&"%®rad /s ;

+,=Fp="700Hz ;
W,
+3dB= 2% pi

Le diagramme de Bode normalisé dans le cas analegig cette ordre est représenté dans la
figure (111.18) suivante :

Bode Diagram
500

-500 |- B

Magnitude (dB)

-1000 - B

-1500

-720 |- B

-1440 - 4

Phase (deg)

-2160 - B

-2880 =
-1 0 1 2
10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Figure 111.18 : Diagramme de Bode normalisé dans leas analogique.
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Nous constatons que la méthode transfaomatlinéaire, est la meilleure méthode pour
trouver I'équivalence entre les filtres analogigides filtres numériques, lorsqu’il ‘agit des

filtres d’ordres supérieurs.

Pour le domaine numérique, la caractéustides poles est représenté dans la figure
(111.29) suivantes :

1t I 1
”O/G O O: \\\\\
o) ‘
0.8 e ; . 8
O ‘
,O |
0.6 //O 1 \\ |
/O : \\
0.4+ O | | y
2 e |
.g 0.2+ o | ‘, :
U) ] | \
© O ! |
0, | | J\ _
% o | |
£ 02t © | / 1
o D : //
'0.4* Q : // 7
\Q : //
\O | //
-0.6 - < | :
© |
~O |
-0.8- \\\\Q : // _
~Q |
1t Qo - ,
! ! | ! !
-1 -0.5 0 0.5 1

partie réelle

Figure 111.19 : Position des pdles dans le plan coptexe (cercle de rayon 1).
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Les autres caractéristiques avec leurs variatiom$ eprésentées dans les figures (l11.20,
.21, 11.22, 111.23, 111.24 , 111.25 et 1ll.26)pour L= 256.

i
l

Bt -4-- L 77777777 iy
l l
| |
| |

|
1
o i aE R
|
|
|
!

A5k -

|H| [aB]

Figure 111.20 : Réponse impulsionnelle de la trangdrmation bilinéaire sans prédistorsion

50

Oi-A-w//\/ -

-100 - B

[H| [dB]

-150 - B

-200 - 1

-250 - B

_300 L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Figure 111.21 : Réponse fréquentielle de la transfamation bilinéaire avec prédistorsion
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60

40 .

H| [dB]

0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Figure 111.22 : Variation de la réponse fréquentiele.

Réponse impulsionnelle du filtre réel
1400 T T

1200

1000

800

600

400

Anplitude

200

-200

-400

-600 ! |
o] 0.005 0.01 0.015

Time (sec)

Figure 111.23 : Réponse impulsionnelle du filtre réel.
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x 10

Time (sec)

Réponse indicielle du filtre réel
Figure 111.24 : Réponse indicielle du filtre réel.
Fonction de transfert - réponse en amplitude

x 10°

Chapitre Il

(gp ua) asueniwisuel |

250 300

150
fréquence

0

5
Figure 111.25 : Réponse en amplitude de la fonctiorde transfert.
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Fonction de transfert - réponse en phase dans la bande passante

-100

-150

-200

-250

Phase (en degrés)

-300

-350

-400

1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
fréquence

Figure 111.26 : Réponse en phase de la fonction deansfert.

Le filtre passe bas de Butterworth présem spectre bien monotone, sans ondulation.
Pour un ordre élevé, la réponse de ce filtre sprame de celle d'un passe-bas analogique
idéal. Pour le gabarit spécifié, ce filtre resteae stable. Cependant, nous remarquons que

ces pbles sont assez proche du cercle unité qequprésenter un risque d'instabilité.
Pour cette partie de notre travail nous remarqaossi que :

+ Les filtres RIl possédent des pbles et des zéros.

« La réponse impulsionnelle des filtres RIl peut &rge si un ou plusieurs pdles sont a
proximité du cercle unité, ces péles sont a I'aegilu TPG (temps de propagation de
groupe).

« Les filtres RIl sont stables si tous les pbles solintérieur du cercle unité.

« Les filtres RIl sont sensibles a la quantificatides coefficients et aux erreurs

d'arrondi.
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+ Les filtres RIl peuvent étr@btenus par analogie avec les filtres continud.es
méthodes sont plutdt limitées a la réalisationillee$ passe-bas, passe-haut, passe-
bande et réjecteur.

« Laréponse en phase ne peut étre linéaire que diemapprochée.

« Le gain en continu est donné en faisaat= 1 dans la fonction de transfefri(z).

Ce gain ne peut étre nul pour un filtre passe-bas !

« Legain en hautes frequence§.e. a la fréquence de ShannonTlj2st donné en

faisantz = -1 dans la fonction de transfet(z).

Ce gain ne peut étre nul pour un filtre passe-haut

111.9- Conclusion :

L'objectif de cette manipulation est denthétiser et de mettre en oeuvre un filtre
numérique dans le but d’extraire un signal moyensdan bruit. Le signal a traiter est un
signal basse-fréquence, issu d’'un capteur dorgildef rendement ne permet pas d’obtenir un
bon rapport signal sur bruit. La fréquence d’écilanhage estFe=8 kHz On sait que
I'acquisition est fortement perturbée par un bdgittype haute-fréquence.

La synthése qui correspond a la réalisation systéme (électrique, électromécanique,
Microinformatique, ...) laquelle réalise la fonctiae transfert. Diverses approches ont été
proposées pour l'approximation du filtre. Les phasdernes font usage de programmes
informatiques qui se chargent généralement derthége du filtre, ceci sur un mode itératif.
Ces solutions permettent de garantir une synthgeale au niveau de l'ordre du filtre et de
sa sensibilité face a la dispersion des élémentacauaux imprécisions de calcul. Cette fagon
de procéder se justifie surtout pour des filtresdie élevée (supérieur a 10 environ). D'autres
approches, de type analytique, ont été proposéies. ont relativement faciles a mettre en
oeuvre face aux méthodes itératives, par contna, gpes ordres élevés, les solutions obtenues

sont plus onéreuses et plus sensibles que lessfibbtenus avec les méthodes itératives.
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Chapitre IV Analyse détsds numériques RII

[V.1- Introduction :

La conception, I'analyse et la synthésm diltre commence par la définition de son
gabarit. Qui fixe les spécifications et les caimtes de conception a respecter en fonction
des signaux a filtrer [24,25].

Du fait que les signaux dans le processusyiithése et d’analyse sont discrets, leurs
réponse en fréquence en bandes de base est gaeatise répéte donc autour des multiples
de la fréquence d'échantillonnage.

L’analyse en traitement de signal offre dembreux avantages, elle permet d’obtenir
différentes valeurs trés précises sur les systéomesme leur forme, taille, ....), d’évaluer et
de quantifier les différents types de propriétés.

Pour ce chapitre, nous avons utilisé comppdition, les filtres de Chebychev.

IV.2- Définition :
Les filtres récursifs sont décrits par une équatiemécurrence de la forme [26] :

p q
Yi :Zblm(k—i _zai Wi (IV.1)
i=0 j=1

Si on appligue la transformation en Z a cette égoabn obtient :

Y(Z):(Zp:b, [z-‘J[x (z)—(ia [Z")D’(Z) (IV.2)

Ou {1+Zq:ai [Z”}D’(Z):[Zp:bl Q‘iJD((Z)

La fonction transfert d’un filtre récursif a dorecforme générale suivante [23]:
p

> bz

H(z)=—= (IV.3)
1+ > a,0z
j=1
IV.3- Analyse des filtresautorégressifsdu second ordre (filtre passe-bas) :
A Partir du chapitre Ill, 'équation (111.24) miplie et devisé parZ ), nous pouvons
ecrire :
-1 -2
H(Z)= 0.0986+(2D0.986DZ )+0.0986EZ _Y(2) (V.4)

1-1.223027+0525102 %  X(2)

S|
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= Y(n)=1.223Y(n -1) —0.5251¥ (n - 2) + 0.0986{ X (n) + 20X (n —1) + X (n - 2))

IV.3.1- le schéma bloc du filtre proposé :

Nous avons réalisés le schéma bloc du filtre Ri&@ir de la fonction de transfet(Z). Les
différents types sont représentes sur les figuxe4,(1V.2 et IV.3).

Unit Delayl

Gain2

N |- |-

1
—p| -

0

z
Unit Delay2

Figure IV.1 : Schéma transposé du filtre.

—x

Unit Delay3

1

Gain

Gain3

Unit Delay4

1
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»| 0.0986
(+
\ +
* +
+
b0
\ 4
1
Unit Delay3| -
\4 al z
1
Unit Delayl| -
z 1.223 |¢
0.0986*2
bl \4
1
v Unit Delay4 ;
1 -a2
Unit Delay2| -
z
0.0986 0525
b2
Figure IV.2: Schéma direct |
;| 0.0986 ;/-\
+
| b0

Unit Delayl

- Unit Delay2

-a2

-p{ 0.0986

b2

Figure IV.3 : Schéma direct Il.
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IV.4- Application des techniques d’analyse aux files de Chebychev :

Pour un degré fixé, la pente de leur gala fréquence de coupure est beaucoup plus
grande que celle des filtres de Butterworth. Maigiiix & payer est une ondulation du gain

dans la bande passafus.

IV.4.1- Approximation de Chebyshev :

Nous définissons l'atténuation de filtres de la m@mensuivante :

A*(w,)= =1+£°[C?(w,) (IV.6)

[H (w,)|°
.
1+€2 [T (W,)
£ :Constante donnée : Facteur compris entre O et 1 ;

Avec : |H(wn)|2:
C, : Polyndbmes de Chebychev.

IV.4.2- Polyndmes de Chebychev :

Ce type de polyndme est donné sous la forme géngwnalante:

Cn (X) = 2 [Cn—l(x) - Cn—2 (X)

Avec: C,(x)=1 ; C,(x)=x.
Pourx=w,, nous avons :
C:O(Wn)z 1 CZ(Wn)ZZM/r?_l '

C,(w,)=w, ; C,(w,)=4W>-3W,.

IV.4.3- Dimensionnement du filtre de Chebychev :

Cherchons les paramétres du filtre par rapport aomditions Anax, Amin €t .
L'affaiblissement maximal Aexdans la bande passante est atteint lorS€q(w, )= , c'et-a-
dire :

100og(L+ £? )= A, = delta, =R
Donc :

Anax
£=\y101° -1 (8)
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L'affaiblissement minimal Aindans la bande bloquante est atteint lorsguay, . Alors nous
avons [17]:

100og(l+£? [T (w,))=A,;, =delta,=Ra

F W _
ou w., =?” est une constante donnée égale au rapev&tqw représente la
S

S

pulsation normée de réjection.

L'ordre N du filtre est choisi selon la condition suivante :

Amin
Iog(lo 10 —1] - 2og(€)

2og(w, )

N= entier=

(IV.9)

IV.4.4- Analyse d'un filtre de Tchebychev de type®t 2 :
Pour le méme exemple du chapitre Ill, nemshaitons réaliser un filtre passe-bas dont

les caractéristiques sont les suivantes :
R,=-1dB; F,=700HZ ;

R,=-200dB ; F,=300HZ ;

A partir de I'équation (111.10), Nous avons cdkuordre du filtre de Chebychev et les

différentes fréquences (pulsations):
N=17 ;
W, = 4.3982[&""rad /s ;

W,,=1.9822[&""%rad /s ;

Les variations des déférentes caractéristiques dygpes de filtres sont représentes sur les
figure (IV.4, IV.5, IV.6 et IV.7).
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Chapitre IV
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Nous remarquons bien une ondulation de la cougbgain dans la bande passante pour
Chebychev 1, au contraire de Chebychev Il. La ceutb délai de groupe de Chebychev |
ressemble assez a celle de Butterworth (a spéaiisainchangées). Celle de Chebychev i
est beaucoup plus plate, si I'on fait abstracties changements de signe brutaux de la phase
dus a la présence de zéros sur I'axe imaginaires Na préférerons donc a l'approximation
de Chebychev | pour les signaux sensibles a ualaige de phase non linéaire (signaux
vidéo, Signaux informatiques). Nous constatons gadiltre respecte bien le gabarit fixé. |l
ne présente presque pas d'ondulation hors banpased'ondulation du tout dans la bande
passante. Bien qu'il posséde des péles proche®rdie anité. Sa réponse impulsionnelle
nous indique qu'il se stabilise trés vite au baibd3 second. Nous remarquons aussi que la

phase de ce filtre, est presque linéaire danardd passante.

IV.5- Analyse d'un filtre passe-bas a partir de I'équation de récurrence :

Pour cette partie du chapitre, nous awdilisé une impulsion comme signal d’entrée.
Les déférentes caractéristigues sont présentéekesudigures (IV.8, IV.9, V.10, V.11,
V.12 et IV.13).

0.9 | 4

0.8 -

0.6 -

0.5 s

0.3+ s

0.2 -

Figure IV.8: Forme du signale d’entrée.
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0.6
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Figure IV.9 : Variation du signale de sortie.
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Figure IV.10 : réponse impultionnelle du filtre pour N=38.
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Figure IV.12: Positions des Podles et des zéroslddonction du filtre.

Electrotechnique, M'sila 2008 EE



Chapitre IV Analyse détsds numériques RII

Log Magnitude filtre RIl 2nd ordre
10

-10

IH®)I (dB)
-20

f.(hz)

Figure IV.13:Variation de I'amplitude du filtre a | ’intérieur du Gabarit prototype.

D’aprés ces différents résultats de simulation migmé des filtres de Chebychev, nous avons

remargueé les points essentiels suivants :
- |h(wn)|zoscillen fois entrel et ((1+ 52) dans la bande passante poyr=0,..., ; 1
- Les ondulations sont constantes ;
- Aw, =1, l'atténuation ne vaut pas forcément -3dB comme s filtres de Butterworth ;
- Les filtres de Chebychev ont une coupure phipsde que les filtres de Butterworth, mais
ils ondulent dans la bande passante ;

- Leurs phase est moins linéaire que les filtreBditerworth dans la bande passante, et donc
gue les signaux sont plus déformés avec ces fiines/ec les filtres de Butterworth.

(2 |
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IV.6- Autre technique pour améliorer 'analyse des fitRil :

Dans le domaine du traitement du sigrtaduetout dans la partie du traitement d’image,
nous avons plusieurs techniques pour amélioreuddit§ de la résolution des phénomenes
réels [27].

IV.6.1- La quantification :

En traitement du signal, la quantificatiest le procédé qui permet d'approximer un
signal continu (ou a valeurs dans un ensemble etisler grande taille) par des valeurs d'un
ensemble discret d'assez petite taille, L'appboaka plus courante de la quantification est la
conversion analogique-numérique mais elle doit &vetbppement de sa théorie aux
problemes de quantification pour la compressiorigeaux audio ou image.

La quantification est I'opération qui discrétise Emplitudes du signal d’entrée. Elle amene a
définir pratiguement une amplitude élémentaire, pas de quantification g, dont les
différentes amplitudes discretes sont des multipiggers. La valeur de q définit la résolution

de I'opération de quantification (borne infériedies amplitudes quantifiées) [21].

IV.6.1- transformée de Fourier rapide(FFT) :

La FFT, ou transformée de Fourier rapiei, I'un des quelques algorithmes dont la
publication a provoqué une véritable révolution gl champ technique. Généralement, on
désire voir différents effets de la TFD en termespiécision d'analyse et de résolution
fréquentielle. Un algorithme de transformée de Fowapide est réalisé par la fonctitih.

Cet algorithme est particulierement rapide lorstpudaille des signaux analysés est une
puissance de 2 (64, 128, 256, 512, 1024, 204380n.)prendra donc soin de travailler sur des

signaux dont la longueur est une puissance de 2.

IV.7- Conclusion :

Les filtres numériques représentent une grandelsssgau niveau de la manipulation
des paramétres caractérisant les filtres. Ils denglus en plus utilisés dans les domaines de la
reconnaissance de parole, dans la compressioanjwaimsi dans la récupération des trames
effacées en diffusion audio sur Internet. Des resttess se font actuellement pour la réduction
du temps de calcul de ses filtres en se basanaqhrysique des composant pour mettre au
point des dispositifs ultrarapides. Cela concemd&drdware. Pour le software, les travaux

sont poussés vers I'amélioration des algorithmeaseal’complexité de plus en plus faible afin

Electrotechnique, M'sila 2008 57


http://fr.wikipedia.org/wiki/Traitement_du_signal
http://fr.wikipedia.org/wiki/Convertisseur_analogique-num%C3%A9rique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Convertisseur_analogique-num%C3%A9rique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Compression_de_donn%C3%A9es
http://fr.wikipedia.org/wiki/Imagerie_informatique

Chapitre IV Analyse détsds numériques RII

de diminuer le temps de calcul.

Les filtres numériques présentent parpoap aux filtres analogiques [28,29] les

avantages et les inconvénients suivants :

L Avantages :

- Les filtres numériques sont insensibles aux dar extérieures (chaleur, humidité, etc.)

- Certains filtres numériques sont impossibless tidficiles ou tres cheres a réaliser de
maniere analogique (exemple: les filtres FIR).

- Les filtres numériques ne sont pas sensibles mox idéalités d'un amplificateur
opérationnel. Ainsi, un filtre RIl du 10éme ordi Bout a fait envisageable.

- La problématique du bruit change d'aspect: darfdttage numérique on parle de 'bruit de
quantification' et de 'bruit de calcul'. Le premést lié au nombre de bits employés pour la
quantification (8 bits, 16 bits, etc.). Le secorstl eégligeable si I'unité de calcul est de type
‘floating point’. De toute maniere, le bruit nung@e est localisé: on sait d'ou il vient et il reste

stable.

CInconvénients :

- Les filtres numériques nécessitent un filtragalegique anti-repliement a I'échantillonnage
eta la restitution.

- Les performances d'un filtre sont directementpprtionnelles a la puissance de l'unité de
calcul (processeur ou DSP).

- Beaucoup de problemes peuvent apparaitre sid'aiei calcul est de type ‘fixed point'. Les
parametres d'un filtre nécessitent parfois une ldopi&cision pour étre opérationnels, ce qui

ralentit les performances.

Nous constatons apres cette étude, qoeeideure maniére de caractériser un filtre est
d’identifier sa réponse impulsionnelle dans le dim@demporel ou bien son gain complexe

dans le domaine fréquentiel.

2
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Conclusion générale

Le traitement des signaux et des imagasau ces derniéres années un développement
important tant sur le plan théorique que sur l& plas applications. Les télécommunications
et les domaines connexes tels qu'image et parakgitteent un réservoir inépuisable de sujets

de recherche et de développement.

Nous pouvons citer comme domaines d'applicatiom$gion et la réception des signaux
de communication sur cables électriques, sur filmpBques ou par ondes hertziennes,
l'analyse, la synthése et la compréhension du lsigtal ou des signaux musicaux, l'analyse
des signaux biomédicaux (électrocardiogramme, rélestéphalogramme, ...), des signaux
sonar en acoustique sous-marine. Un autre domaiperiant est celui des signaux radar ou
le signal émis est déformé par une cible ou unachstavant d'étre mesuré par le capteur.
C'est la déformation du signal par l'obstacle gonrgra une information utile sur cet
obstacle. Dans certains domaines d'applicationsstiinécessaire de disposer de plusieurs
capteurs, dont la géométrie constitue une antesomls(stéréophoniques, localisation de
sources de bruits, mesure de signaux en géophysiquen sismique). Dans d'autres
applications, nous avons d'autres variables queergs, comme en traitement d'images
photographiées par satellites, les images mesuedesadiologie (scanner, résonance

magnétique nucléaire, ...).

Le filtrage numérique est couramment sgildans les systémes temps réels embarqués
(par exemple dans l'automobile, 'aéronautique'atrdspatiale). Il permet de modéliser au
niveau logiciel des comportements (comme la retteert'équilibre) qui étaient autrefois
assurés par des filtres mécaniques (hydrauliquas egample), puis par des filtres
analogiques. Cependant, la modélisation de ceedilau niveau logiciel peut poser des
problemes, comme par exemple la stabilité du flensalrtie en présence d'arrondis. Notre but
est alors de prouver I'absence d'erreurs a l'eéc@gssentiellement des débordements de

nombres a virgule flottante) dans un programme ecenmgnt du filtrage numérique.

Nous utilisons l'interprétation abstrgtaur construire des domaines adaptés au filtrage.
Nous pouvons ainsi raffiner des analyses existagmbes tenir compte de ces filtres. Nous
associons a chaque famille de filtres, un domastrait. Ce domaine est essentiellement une
boite noire, qui associe a l'approximation du fitentrée du filtre une approximation du flux

de sortie. Le domaine se charge alors de repéwteddes instances des filtres de cette

Electrotechnique, M’sila 2008 @



Conclusion générale

famille, et d'utiliser les contraintes que l'analysdécouvert sur les entrées, pour inférer les

contraintes sur les sorties de ces filtres.

En pratique, nous ne connaissons pasilaendu systeme observé, nous somme juste en
mesure de produire la sortie correspondant a utréeesdonnée. Toutefois, nous allons ici
nous placer dans la phase dite de « simulatiofest €a-dire dans la phase de validation de
I'algorithme : Nous choisissons un filtre dont armmnait la réponse impulsionnelle ainsi que
le gain complexe, nous sommes alors en mesure & er partir d’'une entrée, la sortie

correspondante, de ce fait on va estimer le gaimpbexe du filtre en appliquant I'algorithme.

Dans ce travail notre intérét s'est porté surdétdes filtres numériques a impulsion
infinie, ainsi que leurs applications en commandetdque des systemes non linéaires. Nous
avons utilisé différentes techniques de simulagsons Matlab, pour calculer les différents
parametres du filtre numérique et nous avons étaidi comparaison de leurs performances

au moyen des méthodes de synthese.

Lors de cette étude nous avons appliquée les methiel synthétise pour des filtres RIl
de Butterworth. Pour obtenir un bon filtre il fgubuvoir réduire les bondes de transition et
augmenter l'atténuation en bandes d'affaiblissesiantltanément

Une fois la synthése effectue en précision infimeys avons procédé a une analyse.

Nous avons choisi les filtres de Chebychev comnpiGgiion numeérique.

Et comme perspective, il est mieux de complétetec&tude par des travaux

expérimentaux et de comparer des résultats poigevaiotre modéle.
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Annexe A Transformée de laplace

A.1- Introduction

La transformation de Laplace est treséisag par les ingénieurs pour résoudre les
equations différentielles et déterminer la fonctide transfert d'un systeme linéaire. Par
exemple, en électronique, contrairement a la déositipn de Fourier, davantage utilisée par
les universitaires et qui est utilisée pour la dateation du spectre d'un signal périodique ou
méme quelconque, elle tient compte de I'existehae régime transitoire précédant le régime
permanent (exemple : la prise en compte de I'atlursignal avant et apres la mise en marche
d'un générateur de fréquence) [5].

Il suffit en effet de transposer I'équation difféielle dans le domaine de Laplace pour
obtenir une équation beaucoup plus simple a masipul
Par exemple, lors de I'étude d'une machine a cowamtinu : dans ledlomaine temporel

devient :

e(t):RE(p)+L¥ Al

Dans le domaine de Laplace devient :

Hp=RI(p+plLI(D [A2]

Ceci n'est valable dans ce cas que si les conditivtiales du signalt) sont nulles.

En mathématiques et en particulier en analyse ifamatlle, la transformée de Laplace d'une

fonctionf définie pour tout nombre régd = 0 est la fonctiori- définie par:

+o00

F(p)=L{f®} =] f@O&™ A3

0

A.2- Inversion de la transformée de Laplace

L'inversion de la transformation de La&elss'effectue a 'aide d'une intégrale dans le

plan complexe. Pour t positif, elle est donnéelpaelation suivant :

O =L{FP) =] F( e "
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Ouy est choisi pour que l'intégrale soit convergeogegui implique que soit supérieur a la

partie réelle de toute singularité Bp).

A.3- Quelques transformées usuelles

La transformée de Laplace n'est valideppue deg supérieurs &~ c'est pour cela que
toutes les fonctions qui suivent dans cette tableléau A.1), sont multiples ou composées de

u(t) (fonction échelon unité) [17].

Fonction Domaine temporel Transformée de Région de
X(t) :L—l{ X( p)} Laplace convergence
X(p)=L{x0}
1 délai idéal ot-7) e ’P
1l-a | impulsion unit€ ot ) 1 Op
retard a la
niéme puissance (t—7)" _, - _ -7 p
2 décal N - S Ref) -0
avec décalage : (p+a)
fréquentiel
Puissance
o n 1
2-a nieme v [m(t) —— Ref) -0
n! p
2-a.l puissance
- td 1
iéme mi(t - Re(p) = 0
q D MO e (P)
échelon unité
1
2-a.2 u(t) 'y Re(p) > 0
, e’ rp
2-b échelon retarde U(t — T) Re(p) ~ 0
Y
1
2-c rampe t [u(t) w7 Re(p) > 0
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Transformée de laplace

retard avec

. t"
2-d décalage @t —
, q e [u(t) (pra)™ Re(p) > —a
frequentiel
décroissance
2-d.1 | exponentielle gt [m(t) > i - Re(p) > —a
approche
3 exponentielle (]_—e"m) [ui(t) o pa+ o Re(p) > 0
sinus
4 sin(wt) [u(t) > \ivwz Re(p) > 0
cosinus
5 cos(wt) [u(t) o7 EWZ Re(p) > 0
sinus
6 hyperbolique sinh(a t) [u(t) o2 C_: - Re(p) > |a|
cosinus
7 hyperbolique cosh(a t) [u(t) o7 faz Re(p) > |a|
Décroissance
8 exponentielle | o=t [gin(wt) Cui(t) ( +av)v2 o Re(p) > —a
d'une onde P
Décroissance
9 exponentielle o p+a R
duneonde | € EOS(WOTU(D) (p+a)?+w? e(p) > —a
cosinusoidale
10 niéme racine Yt () p (/i EI'(1+ %) Re(p) > 0
11 logarithme In(tij [u(t) -t—;[ln(to p)+y] | Re(p)>0
0
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Fonction de

12 Bessel W“(p+ P +W2)_n
3, (wt) (t) — P({:(g)i?

du premier type

d'ordren

13 Fonction de

Bessel modifiéd w" (p +4p° - w? )
|n(Wt) [(t) 2 2 RE(}J) = ||..:.-‘|

du premier type
d'ordre n

14 Fonction erf (t) [u(t)

d'erreur

ep%erfc( p/2) Relp) >0

P

Tableaux A.1: les transformées de Laplace

Avec :

« u(t) représente la fonction de Heaviside.

« o(t) représente la Fonction de Dirac.

« [1t) est la Fonction gamma.

« ['est la constante d'Euler-Mascheroni.

« testun nombre réel, il représente typiquemerdrigs,
mais peut désigner n'importe quelle autre quantité.

« P estun nombre complexe.

« a pB, 1, etw sont des nombres réels.

+ nestun entier.
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Annexe B Echantillonnage

B.1- Introduction

Dans cette partie on décrit la maniere d’obtene veprésentation discrete du monde
continu, et on tente d'expliquer la correspondaeoére les représentations discretes et
continues, leurs équivalences approximatives etitonnelle (problémes de bruit génére,

pertes d’'information) [7].

B.2- Passage du monde continu au monde discret

Comme décrit dans I'introduction, 'opéoat de discrétisation est double, dans le
temps, et en amplitude. La discrétisation du tewapd’abord étre décrite, nous aborderons
ensuite celle des amplitudes.

B.3- Ecriture de I'opération d’échantillonnage
Soit un signal continu s(t). L’échantilieayge revient a prendre des valeurs de ce signal,

mais uniqguement a des instants discrefs= k.T, (fig. B.1). Ces instants étant définis par
une fréquence d’échantillonnafe=1/T,, ou encore un pas d’échantillonnage Te (Fig. B.2)

S ()=s(t) Y 8t -KT,)={s} B.1]

KOz

o(t) est appelée impulsion (ou distribution) de Dirda.répétition a des intervalles réguliers
est appelée peigne de Dirac (ou encore "Cha”)esftenotée [10]:

K:Z_:wa—(t =~ KT)=¢r [B.2]

k
j s(1) et s™(1)

S(f)

Fig. B. 1: Signal temporel et son spectre.
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v

s(1) ){ s (1)

A

[T,

Fig. B.2 : Schéma bloc de I'échantillonneur.

L'échantillonnage transforme le signal de départina dans le temps, en un signal discret
dans le temps.e théoreme d'échantillonnage a pour objet la résmiutie ce probleme, en

raisonnant dans le domaine spectral. Si nous pauvompartir de la transformation sur
S (f) :TF[S* (t)J de retrouver le spectre de dé@(rt) :TF[S(t)]. Il y a donc conservation

de l'information de départ.

B.4-Théoreme d'échantillonnage:

Il s'agit d'exprimerS (f )en fonction deéS(f) Nous avons les cas suivants :

. Premier cas :
SO =S, O= sO)B-kT) =S SKT) B -KT,) B3]
k=—co K=—oo
S(f)=3's THat-KT)] = 3, 2! -
k=—so Kemso

La derniére égalité indique queS (f est une fonction périodique dd, de
périodicitéf, =1/T,, et on reconnait dans cette écriture un développéeen série de Fourier

dont les coefficients sont expliciteme(kT,) = s, , les échantillonnages dans le temps(te

Ceci permettrait d'écrire (fig.B.3):

fe/2 * .
s =s(KT) =T, ,S (f)@exf2j rrk f / ] (B.5]

2|
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¥ —

Fig. B.3 : Spectre périodisé du signal échantilloréhavec repliement des spectres
voisins dédoublés

. Deuxiéme cas:
La transformée de Fourier d'un peigne de Diracs¢ibs une propriété particuliére.
Puisqu'on obtient encore un peigne de Dirac :

TR[w, ©]= v, (1) B.6]

e
Cette propriété peut étre justifiée intuitivementteaduisant la périodicité du peigne, c'est-a-
dire gqu'il possede un développement en série dedfoiEn calculant les coefficientp, de
Fourier de la série, nous trouvons gu'ils sont égaux &/T, , et on obtient l'identité de

Poisson, a partir de laquelle on trouve aisémenEld'un peigne.

+00 1 +00 -
> O(t-kT,) = = D el =y (1) [B.7]
k=—00 e k=-o

En utilisant le résultat sur la TF d'un peigne, otienth une autre expression du spectre de
S*(t) :

THs (] =THs®)]* THW, @]

=T—t[8(f)*wfe(f)]

EDNCOR(EIA

e k=—c

:Tiiosu -k f,) [B.8]

e k=—00
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La derniére égalité permet de définir les conddialans lesquelles le signal échantillonné
contient l'information du signal de départ. En gften voit que dans la banb‘efe/z; fe/2],
S'(f)est le spectre de dép&(tf , auquel on ajoute la réponse du méme spectre ldans

bandes de fréquence décaléek fe[- f,/2+k f,; f,/2+k f_|, pour tous les entieks

- Théoreme d'échantillonnage
Si un signai(t) est échantillonné dans les conditions suivantes:
#* Le spectresS(f)des(t) est a support borné, c'est-a-dire §@=0 si f_ > f

max !

#* La fréquence d'échantillonnage est choisie telee 2~ f ..

Alors les échantillons{Sk - S(kTe)}sz contiennent toute l'information initiale dt).
Dans ces condition, les contributionsSa(f dés bandes décalées 8ef sont nulles, on
dit qu'il n'y pas de repliement (aliasing en arg)laiet le motif périodique des (f )

correspond exactement au spectre borné&@e (fig. B.4) [16].

Fig. B.4: Spectre du signal échantillonné sans rapment

2
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B.5- Commentaires:
Restitution & partir des échantillons pour réolt&{if ) a partir de&s' (f ) il suffit d'effectue

un filtrage d'une des bandds f,/2+kf,; f,/2+k f,] pour k=0, cela correspond :
s(t) =TF |s"(f) Trect, ,(f)]

=s(9) *TI—’llrecpe /z(f)J

= Lﬁ: S, [O(t - kTe)}* {Tisinc(m/Te)} [B.9]

e

:Ti ZSK (8t - KT,)]*[sinc(at/T,)]

= Ti i s, sinc[m(t - kT,)/T.]
e k=-o

Cette écriture fait penser a un développement ga dé Fourier, mais au lieu d'utiliser les

fonctions exp{2Ei EK%} comme dans le cas des s(t) périodiques, nousans les

fonctions sinc[l_I EQt—K'I%} (et s(t) n'est pas périodique !, mais son gpedbit étre a

support born€). Ces dernieres fonctions constitaagrsi une base pour le développement en
une série de {s(t)}, ensemble des fonctions dorddectre est a support borné. On vérifie
aisément que le développement est valide aux ilsstdiéchantillonnagés(t) = KT, =sk).
Pour les autres instants, il faut y croire, ow@sfier numeériquement sur un exemple.

Cette opération de restitution ou le signal d'ovggiest exprimé en fonction de ses
échantillons modulant des fonctions "sinc”, estelge interpolation de Shannon.
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Annexe C Transformée en Z

C.1- Introduction

La transformée ez est un outil mathématique de traitement du siggal, est
I'équivalent discret de la transformée de Lapladie. est utilisée entre autres pour le calcul de
filtres numériques a réponse impulsionnelle infisieen automatique pour modeéliser des
systemes dynamiques de maniere discréte [16].

La transformée de Fourier discrete est un cascpéidr de la transformée eh Sa définition

mathématique est la suivante : la transformatio est une application qui transforme une

suite s (définie sur les entiers) en une fonctiod'ie variable complexe nommeée z, telle

que :
2 :Z{ s(n)}: is(n) z" zD{zDC& is(n) ™ converg% [C.1]

La variablen représente en général le temps discrétisé, labhlarcomplexe z ne représente
rien de particulier, il s'agit d'une création puesabstraite. Lorsqu'on travaille sa(n) on

dit que l'on est dans le domaine temporel. Lorsgtravaille surS(z)le domaine est appelé
frequentiel par analogie avec la transformée dei€éQumais strictement parlant on est dans

un domaine parfaitement abstrait. La causalitélésrminer selon la valeur de

Si On<0, s(n) =0, on parle de signal causal.
Si On>0,s(n) =0 , on parle de signal anti-causal.

C.2- Convolution

La transformée ehd'un produit de convolution est le produit dessfarmeées ed :

Z{x(n) * y(m)} = Z{x(m)} Z{ y(n)} C.2]

C.3-Transformée en Z inverse

La transformée en Z inverse est donné par
1
x(n) =Z 1 X(2)f =——¢ X(2) X" [@z
(M =2{X(2)} 2m-§c (2 3]

Ou C est un chemin fermé parcouru dans le sens invéeseaiguilles d'une montre et

appartenant entierement au domaine de convergence.
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En pratique, ce calcul s'effectue souvent a I'didéhéoréme des résidus et la formule devient

dans le cas d'un signal causal :

X(n) = Z Re S{Zn_lx (Z)}Z:Zi [C.4]

z, = poles de z"™ X (z)

C.4-Transformées en Z usuelles
Les transformations largement utilisées en élestiotique, sont réesumées dans le tableau
(C.1). Tel qued|n] représente Iimpulsion de Dirac &fn] la fonction de Heaviside appelée

aussi échelon unitaire [17].

Signalx(n) Transformée enz X(2) E&Tgﬁgzndcee
1 o] 1 c
1
5 u[n] — |z| - 1
1
3 a" [wn] o 2| - |a
. i az™t
na ElU[n] (1_az_1)2 |Z| s |a|
1
5 ~a" m[-n-1] 1-azt 2| < |a]
i i az™t
-na Dlj[—n—l] m |Z|< |a|
1-2z7' [tosfw,)
7 0
cosw,n) [n] =27 bosi,) + 22 z| - 1
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, 27 Bin(w,
8 sin(w,n) [[n] e Ed;osg/vo))+ 2 2| - 1
: 0
) 1-az™ [tosiv,)
9 a" [tos(v,n) [[n] 1-2a” Tosiy )+(;2 5 2| - |a|
0
. a.z™ [3in(w,
10 a" [3in(w,n) m[n] 1-2az" Ed:os@v()i)az 2 |Z| ~ |a|
0

Tableaux C.1: les Transformées en Z
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