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RESUME

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I'étude de I'équivalentre eeux codes correcteurs
d’erreurs.
Deux codeCet C sont dits équivalents s'il existe une permutatioe S, telle que
c(0 =C.
La détermination de I'’équivalence entre deux codes a pauessentiel la classification des
codes.
Deux code sont équivalents par permutation s’iles sontxégaune permutation prés a leur
coordonnées.
Dans ce travail on présente une étude capable de calculepegimutation qui transforme
I'un des codes a I'autre en utilisant trois méthodes diffies
- En utilisant les matrices géneratrices des deux codesfsouss standard.
- En utilisant les permutations sur les positions.
- En utilisant I'Algorithme de NICOLAS SENDRIER si la signae et totalement

discriminante.
MOTS CLES: corps finis, groupes de permutations, matrices, codectaurs d’erreurs.
ABSTRACT : In this memory, we are interested in studying the equivadretween two

error correcting codes. Two cod8and C were equivalent if there exist

a permutatiow € S,asc(C) = C.

The determination of equivalence between two codes for ia paspose of the classification
codes.

Two code permutation are equivalent if they are equal to empttion meadows to their
coordinates.

In this work we presents a study able to calculate this peatiout that transforms one of the
codes to another using three methods diffirentes

- Using matrices generations of both forms of standard codes

- Using the permutations on positions.

- Using the algorithm NICOLAS SENDRIER when the signaturd #otally descriminent.



KEYWORDS: finite field, permutation of groups, matrix, error-cocteg code.

INTRODUCTION GENERALE

Presentation du mémoire
Il est possible de définir la notation d’équivalence de deadtes correcteurs d’erreurs de
plusieurs maniere.
® Comme équivalence par matrices.
® Comme équivalence par permutations des positions du codesosymboles figurant des
positions fixées.
® Comme équivalence par le groupe de permutation et d’aufgmgine de code.
Dans ce travail, on s’intéresse a I'étude de tout les cagpets.
L’étude de I'équivalence de deux code est un probleme impben théorie des codes
correcteus d’erreurs, deux codes équivalents ont mémastey méme distance minimale et
méme distribution des poids.
Déroulement du mémoire
Ce mémoire est composeé de trois chapitres.
Dans le premier chapitre on présente les notions fondatesrtancernant la théorie des
groupes, les corps finis, les espaces vectoriels et lesaaatr
Nous avons étudié avec plus de détails les groupes de péiosigales matrices car ses
notions représentent I'outil mathématique nécéssaire lggude de I'équivalence des codes
correcteurs d’erreurs.
Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les notionsrfeerttales de la théorie des codes
correcteurs d’erreurs ( code linéaire, description miglieedes code linéaire, distance
minimale, construction de nouveaux codes, code dual...).
Dans le troisiéme chapitre on utilise trois méthodes potérdéner 'équivalence entre deux
codes correcteurs d’erreurs.
Dans la premiére méthode on a utilisé les formes matrisielieécrivant les matrices
génératrices des codes sous forme standard pour dététenpemmutation qui transforme
'une a l'autre.
® Dans la seconde méthode, on a utilisé les permutation duetalessi les permutations
des symboles figurant en position fixées et comme cas pemi@n a étudié.
® Lecas (n=d, k= g)ouonadéemontré que le code qui vérifie cette propriété est
équivalent a un code de répétition.
® Lecas (9= 2) etce code contient seulement deux mots on a pu démontié goenbre
des codes inéquivalents a un tel code vérifie la propriéédutente est égalg a).
® Dans le dernier cas, on utilise comme cas particulier uneasige totalement
discriminante, pour la détermination de la permutationéguivalence et on a pu
donner un exemple qui réalise I'Algorithme présenté par®UES SENDRIER dan§l13].



CHAPITRE/
Définition et propriétés élémentaire

1. INTRODUCTION
Ce chapitre est un chapitre de préliminaires. Il s’agit Ejpdésenter la terminologie et les
principales notations tout en ciblant les objets etudiés.
Les définitions et résultats énoncés dans ce chapitreitgerdtles mots clés concernant cette
études. D’autres éléments viendront les compléter au dagslifférents chapitres.
2. GROUPE
Dans cette section, nous rappelons les définitions et lisgions usuelles de la théorie des
groupes.
Définition 1:
Soit Gun ensemble non vide.
Une loi de composition interne s@ est une applicatiop de G x GdansG.
Notations 2:
Limageo(x, y) de(x,)) € Gx Gpare notéxpy ouxysi aucune confusion n’est a craindre.
Définition .3:
Soit Gun ensemble non vide muni d’une loi de composition interrfaaepar (x, ) — xy
G possede une structure de groupe (ou par abus de langageegi@in groupe) si cette loi
est associative, i.e quelque soient les élémentszde G : (x))z = x()2)
® G possede un élément neutrpour cette loi, i.e pourtout € G: xe= ex = x.
@® Toutélémentk € G posséde un symétrique unigu¢oux—t) de Gtel quexx = xx = &
Exemple 1:
Soit £un ensemble non vide, 'ensembf£) des bijections dé& sur Emuni de la loi de
composition des applications, est un groupe symitriqué.de
Si Eest fini, de cardinab > 1, on noteS; le groupe symétrique dg, les éléments dé&, sont
appelés des permutations fe
Remarque 4:
1- Si la loi deGest commutative, c’est-a-dire pour toytye Gon a:xy = Jx, le groupeG
est dit commutatif ou abélien.
2- Si le cardinal deG est fini; Gest dit fini et le nombre de ses éléments est appelé 'ordre de
G, et noté|G|.
Définition 5:
Soit Hune partie non vide d’'un group®, alors A est dit un sous groupe dgsi:
i-x,ye H=xye H
i-xe H=>xte H
oux~! désigne I'élément symétrique aedansG.
Soit Hun sous groupe dé&, pour tout élément € G, on définit 'ensemble
Hx = {xlh € H} appelé la classe a gauchexdmoduloH.
De méme, on définikH = {x/1h e H} la classe a droite demoduloH.
Désignons pa[(GH)g respectivementG H) d] I'ensemble des classe a gauche
(respectivement a droite) modutd
Lemme 6:
Soit /un sous-groupe dé, il existe une bijection déG H) s sur(G H) .
preuve:



Puisge pour, y € Gon a:

Hx=HysxyyleHe ) lyle He xtH= yiH

On vérifie facilement que la correspondande — x1H est une application bijective de
(GH)gdans(GH)s <

Si Gest fini, les ensemblgs& H) s est(G H) g sont donc finis de méme cardinal, ce dernier
est appelé l'indice dé/dansGet noté[ G : H].

Théoréme (de lagrange) 7:

L’ordre et I'indice d’'un sous group#&/d’un groupe finiGsont des diviseurs de I'ordre de ce

groupe et on a:

(G: H =13

Groupe cyclique 8:
Il est clair en utilisant la définition 1.5. de voir que I'ersection d’une famille quel conque
(H)) =1 de sous groupes d’'un groujigest un sous groupe d&
Lemme 9:
Soitx un élément de5, il existe un plus petit sous groupe d&contenant.
preuve:
Soitx un élément du group& . Soit (H;) =, la famille non vide des sous groupe Ge
contenank. SoitH = n H, qui est un sous groupe decontenant.
el
Si L est un sous groupe dgcontenank, L est'un desH,, doncHc L. <
Le plus petit sous groupe décontenank est appelé le sous groupe Gengendre paz, et
il noté g(x). L'élémentx est dit élément générateur ge(x).
Exemple 1:
1- Le sous groupe d&,+) engendré pan € Nest 'ensemble des multiples delansZ.
2- Le sous groupgu3) dez/4 7 est{0,1,2,3}.
3- Le sous groupgu(2) dez/4 7est{0,2}.

Définition 1:
Un groupeGest dit cyclique s'il existe un élémentde G qui sera appelé générateur tel que
G= gUx).

Il est aisé de vérifier qu'un group@ est cyclique de générateusi et seulement si:
Tout élémentyde Gs’écritx®ou s € Z; c’est-a-dire que:

x.x.x...x (s)foissis>0
gix) = {x°Ise Z} avecx® = xLxlxl. (-9 foissis< 0
esis=o0

Théoreme 10:
Soit Gun groupe cyclique
1- Si Gest infini a lorsGest isomorphe &.
2- SiGestfinid’ordrek > 1 a lorsGest isomorphe @/k 7.
Groupe symétrique S, 11
L’étude des codes équivalents a un code donné est basétsdel@u groupe de
permutations de ce code, ce groupe est un sous-groupe daegspmétrique d’'un ensemble fini
utilisé pour indexer les positions des mots du code. Le graliputomorphisme d’un code donné
montrera ce dernier comme groupe de permutations d’'un eotie. Ce résultat particulier est
inspiré par le théoreme de CAYLEY qui permet de représertegtoupes comme groupe de
permutations.
Théoreme (de CAYLEY) 12:
Tout groupeG est isomorphe a un sous-groupe du gro(fies), o).
preuve:
Soitf: G— S G) définie par:f(g) = 7,



ou fy(x) = gx pour toutx € G.

Pour toutx de G.Pour ungy € G, sige G, I'équation erx, gox = g possede une solution
uniquex et il en rélulte que?, est une bijection d& sur G. on vérifie facilement quéest une
injective.

Comme pour tous:

x,0.9€ Glglx) = g = 1f(Qx) = F(F(x)) = fgo Fyx)

On constate quéest un isomorphisme dé sur { G) ou A G) et sous groupe€S G),o) <

L'ordre de S,13:

Pour toutn > 1, le groupe symeétriqus, est d’ordrer? ou:

n=nxn-1)x...... x2x 1

une permutatiow de S, et noté par:

o= ( 1 2 k /7 ) aveco (k) = ixetix € {1,2,...,1 pour toutk € {1,2,...... , 17y
11 I2 Ix In
Groupe de permutation 14:

Si Gest un sous-groupe d€ £) donc Get dit un groupe de permutation de

Le cardinall£] de Eest le degré dé& et le cardinal G| de Get 'ordre deG.

Nous noterongx I'image g(x) dex € Esous I'action de la permutatiape G.

Si gx = x, nous disons qugfixe x (ou x est fixé parg).

Nous noterongd I'élément neutre de £) et g le symétrique dey.
Proposition 15:

Sighe SE),alors:(gh™ = Itg™.
preuve:

Il suffit de vérifier que/rig? est le symétrique dghdansSE). <

Proposition 16:

Si Gest un groupe de permutations BeAlors il en est de méme powiGx: pour toute
permutatiornk de £on a:

xGxl = {xgxtge G

preuve:

Il suffit de montrer quecGx* est un sous-groupe dg€ £).

Soienta, B € xGx1, alors ils existenty, g € Gtels que:

a=xgpxletp=xgpx?

a-f=@xax)xgx™) = x(gxxg) - xt = x(rg)x "t € xGe?

a—l — (xglx‘l)‘l _ ng—.lx—l

Donca™? € xGx?

par conséquentGx~! est un sous-groupe d&F£), pour toutx € JE). <

Action d’un groupe fini sur un ensemble 17:
Définition 1:

Soit Gun groupe (de loi notée multiplicativement)/£tn ensemble non vide.On dit qug
opeére sulEsi Gest isomorphe a un sous-groupe du groupe symétifiae(groupe de
bijection), ce qui équivalent de dire.

Définition 2:

Le groupeGopére sur I'ensembl& s’il existe une applicatio: Gx £ — Eoud(g x) sera
notéegy qui satisfait, pour tough, g» € G,x € Eaux conditions

- n(x) = Lgpx .

ii- 1x = x, ou 1 est 'élément neutre d&

Exemple 1:

S, opére sud, . En éffet:

Sh x ﬁ - ﬁ

(0,x) > 0+x=0(x)

Preuve:

On a bien



V(0,6) € S,Vx e 1,n:
o+(0x)=0+0(x) =00(x) =0co00(x) =(co0)(x)
l.ex=1(x) =«x
Exemple 2:
Soito € S, notons(c) = {c”,n € Z} le sous-groupe d&, engendré pas.
Alors (o) opere suf, 7par I'application
(o)yxLn—1.n
(6"x) > c"+x =0"(x)
preuve:
On a bien:
v (m,mz?,6" - a"(x) = (6"(c"(x))) = 6" c"(x) = (" 6")(x)
lygex=1/x)=x <
Remarque 3:
En généralgix = gox n'entraine pagn = .
En effet, dansS,, considérong; = (1,2) eto2(1,3).
Ona:o1(4) = 02(4) = 4 pourtanto; + o».
Définition 4:
Soit Gun groupe opérant sur un ensemble
La relationRdéfinie sur&par:
xRy« dge G: y= g, estune relation d’équivalence.
La classe da € £modulo cette relation est appelée l'orbitexdet sera notée pats - x ou
orfx)
telle que : orlx) = G-x ={gxlge Gy ={ye Hiye G: y= g«;}.
preuve:
Réflexivité:x = 1x d’ou xRx
Symétrie: skRyi.edye G: y= g, alors:
dhe G:x=hy
Il suffit de choisirs= g*. En effet,hy= gy = glgx = (g*g)x = 1x = x.Donc: yRx
Transitivité:
sixRyet yRzalors, on a:
y=gvetz= hyouz= hg« = (hgx d'ou xRz
La classee de € £ modulo cette relation est appelée I'orbitexdet sera notée pag - x ou
bienorl(x).
G-x=A{grlge G} ={ye Hige G: gx = /}.
Exemple 1:
Soit G = S,. Si S,0pére suKl,... /7 dans ceci il n'ya qu’une seule orbite, en éffet, soit
x € [1,n].
Vyelndoe S, : y=ox).
3. CORPS FINIS
Les corps finis représentent, I'outil le plus utilisé daasHéorie des codes correcteurs
d’erreurs.
Dans cette section, on donne quelques propriétés, fondaleses corps finis qui seront
utilisés par la suite.
Définition 1:
Soit(£+,+) un corps.
Le corpsEsera dit finis si lg A est fini. Si|£ = g € N le corpsE et généralement noté,.
Ou la caractéristique d’un corps (fini ou non) est le plust@eitier, non nujptel que:
p+1=0o0uO0 et 1représentent respectivement I'élément unité chsa:
pl=1+1+1+......... +1 (pfois).
s’il n’existe pas un entier non nul vérifiapt- 1 = 0, on dit que le corps est de caractéristique
nulle.
Exemplel :



L’anneauZ/pZ est un corps si et seulemenfsést un nombre premier.
Dans ce cas, il sera désigné fias
Propriétés 2:

La caracteéristique d’un corps fifii, est un nombre premigret ce corps contient un sous
corps fini isomorphe & .

On dit par abus de langage glig est un sous corps d&,.

Preuve:
En effet, sipn’est pas premier, aloggs’écrit de laformep=s-f, 1< s< pl< t< p.
Onadoncp-1=st-1=0
=(s:1)-(z:1)
Et commeF ; est un corps, donc integre et par ssitl = Oouz-1 = 0.
Ce qui contredit le fait qu@est la caractéristique d&,.
4. ESPACES VECTORIELS

Dans cette section nous rappelons quelques définitioresssaires de I'algebre linéaire, qui

seront utilisés par la suite pour définir les codes liné&aire
Notations 1:

Soit Vun espace vectoriel sur un corfpg

V" désigne I'ensemble des- uypletgvi, v, ... vi)) avecy; € V, dim VVdésigne la dimension
de V'sur le corps,,.

Proposition 2:

SoitF 4 un corps; 'ensembl& muni de I'addition définie par

(x1,x2,...,xn) + U1, )2, ..., Vn) = (X1 + V1, X2+ Vo,...,xn+ Vn) €t la multiplication par
scalairei € F,.

Alx1,x2,...,xn) = (Ax1,Ax2,...,Ax,) €st un espace vectoriel de dimensiosurF .

Sous espace vectoriel 3:
Soit Wun sous ensemble d’un espace vectoWasiur un corps 4, West un sous espace de
si et seulement si pour toptv € WA € F,on a:
Lu+veW
i. Aue W
Exemples 1:

Soit V' = [F3, alorsW; = {(g0)/ae F,} estun sous espace die

De mémeWs = {V = (x1,x2,...,xp) € F{/x1+x2 +...x, = 0} est un sous espace dty.
5. MATRICES

Dans cette section, nous présentons les notations sur tesesajue nous utiliserons tout au
long de ce document.

Pour étudier les espases vectoriels , les applicationsiftes partout ou interviennent des
coefficients , on utilises une représentation sous formmalgice, rectangulaires ou carrés .

Définition 1:

On appelle matrice & éléments dans un cathstout tableau rectangulaire ou carré
d’élémentsa; € F§ (oua; < A), on convient de réserve le premier inditau numéro de la
ligne et le deuxiéme indice j au numéro de la colonne contdi@émenta;.

On note les matrices parM da;) , 1< /< p,1</j<gq

al a..... g

e 8pg

On appelle matrice rectangulaire de type gtoute matrice formant un tableau rectangulaire
de plignes etgcolonnes .

On appelle matrice carrée d’ordotoute matrice formant un tableau carrémlgnes etp
colonnes.

On appelle i-eme ligne d’une matri¢e;)(/, /) la j-eme colonne du tableau (formé par les
élementsa, a;........ apj)-

On appelle diagonale principale d'une matrice carréesioégm a;)(/,/) la diagonale du

ou



tableau carrée ( formé par les élémeats @........ app) -
Matrices particuliéres 2:
certaines matrices qui possédent une ou plusieur propsetgifiques , ont recu des nom
particulier :
1. Une matrices nulle est une matrice carrée ou rectangudaint tous les éléments sont nuls

Exemples 1:
000
00 00O
My = My = M3 = 00O ,etc.......
00 00O
000

2. La matrice unité d’ordre n est une matrice carrée dontlé&aeént de la diagonale
principale sont
gi=1, 1</<n ettouslesautreg,;=0,/+ /.

Exemples 2:

h=),l= A
1= y 12 = 0113—

3. Une matrice scalaire est une matrice carrée d’omre

o o r

P R O

o o o
o)
D
3]

(@),1</i<n,1<j<n tellequeg;=d, 1</<n.eta;=0,/+/.

Exemples 3:
100 00O
Ml:(cz)g)Mzz 000 Mz = 000 ,etc......
0 03 0 0 4
4. Une matrice ligne est une matrice ayant une seule ligne :
Exemples 4:

My = (213) M, = (3202
5. Une matrice colonne est une matrice ayant une seuleamtonn
(@),1<i<pet ,j=1.

Exemples 5:
0
1
2
My = 2 My =
3
3
4
Rang d’'une matrice3:
Définition 1:

On appelle rang d’'une matricé = (&;) le rang de I'application linéaire associée a cette
matrice.
Matrices équivalentes , matrices semblables 3 :
Définition 1:
Deux matriced et Bde méme typg@ x gsont équivalentes s’il existe deux matrices carrées



inversibles Pet Q
telle que B = PAQ- Avec P d'ordrepestQd’ordreg.
Proposition 2:
La relation binaire/®Rdéfinie sur I'espace vectorieH(p, g) des matrices de typex gpar
«ARB»équivalenta 8 = PAQ pour deux matrices carrées inversibl@et Qest une
relation d’équivalences.

Preuve :
Tout matriced € M(p, g) vérifie A = /,A/p donc « est reflexive .
Soit deux matrices équivalentdset B, alorsB = P A. Q:Pet Qetant inversibles , on
endéduit que :
PLBO' = A, donc & est symetrique .
Soit trois matrice#, B et Ctelle que ARBet BRC.Alors B= PAQet C= GBS, dou
C= GPAQ)S= (GP.A.(QS .comme(GA et (QS sont inversibles ,il en résulte que
«R» est transitive .
Donc c’est une relation d’équivalence sur I'espace veetdi(p, ). <
Exemples 1:

2 10 0 -6 12 1 0000
18 4 13 9 2 01000
A= et B=
10 4 11 3 -2 00100
6 8 4 -2 -8 000O0O
A est équivalentes a la matrice B, elle verifie
A=PBQ avec.
(32 5 0 2 )
2 131
4 0 1 2
2 3 0-1
P= et Q= 02 -3-1-=2
2 1 0 5
24 1 1 -1
2 0 20
3 -2 4

\ 0 0 )
Matrices semblables 3:
Définition 1:
Deux matrices carrées d’ordre n sont semblables s'il exisgematrice inversiblePtelle que
B = PAP!
Puisqued = PAP! , la relation est reflexive .
PuisqueB = PAP! entraine A = P1AP , la relation est symetrique .

Puisque 8 = PAP! et C= QBQ! » entraine C= (PQA(PQ™ , larelation est transitive

Donc la relation similitude des matrices carrées d’ordre aree relation d’équivalence dans
'anneau des matrices carréis, .
Exemples 1:

23 21 -17
Soit les deux matriced = 3 et B= 36
14 13 -11 23

5 3
Verifient bien la relation de similitude ave = PAPL, P= ( 3 o )

Transposé d’'une matrice 4:
Définition 1:



On appelle transposée d’'une matri€ez;, /) de type (p, g) la matriceB = (b;) de typegx p
, obtenu en echangeant lignes et colonnedda;; = b;
on note paB =' A =! (gy) = (&).

Exemples 1:

2

A=(210),A=| 1
0

A:(4 1)’%:(4 5)
5 3 13
Echelonnement d’'une matrice 5:

De fagon generale, les méthodes directes ( méthode de @ivepmple ) visent
essentiellement, la transformation d’'un systeme linedares le but de le resourdre par un
systeme lineaire échelonné equivalent et qui facilite $alion .

Exemplel:
Soit La matriceA/ telque:

1 1 111 10
A=| 2 927 |A®=| 06 24 |A®=| 01 4 |AD=
2 4 8 02 6 00
1
0

H
o O =
o — O
ENNN

00
10
001

Matrices échelonnées 6:
Soit A une matrice de typpx g. On noteL, ses lignes pour ¥ / < p.
Une matrice est dite échelonnée si les deux conditions stasaont vérifiées.
1. Toutes les lignes nulles sont situées en bas de la matrice.
2. Chaque élément distingué est situé a droite (strictenderitélément distingué de la ligne

précédente.
Ainsi A = (&) est une matrice échelonnée, s'il existe des éléments nsn nul

&1jry &y - @, OUJ1 < o <...< Jr
avec la propriété suivante
ag=0pour(Ni<nj<jiet(iyr>r
Dans ce casy, &, ---, &, sont les éléments distingt_jéséc_e _ N
Une matrice échelonnééest dite sous forme canonique ligne si les deux conditions
supplémentaires suivantes sont vérifiées:

1. Chagque élément distingué est égal a 1.
2. Chaque élément distingué est I'unique élément non nud ttarte sa colonne.
Méthode de GAUSS 7:
La méthode suivante permet de réduire par les lignes unécamdtr= (&;) a la forme
échelonnée.

1. Appelery; la premiére colonne contenant un élément non nul.

2. Echanger les lignes de telles sorte que ce premier élémantul apparaisse dans la
premiére ligne, dans laeme colonne, c’est-a-dire tel qag, # 0.

3. Utiliser a;, comme pivot pour obtenir des zéros en dessous gec’est-a-dire, pour
chaques > 1, appliquer I'opération élémentaire.

a
—él,]lLl + al/-lL,- — L,‘OU—alellLl + L,‘ — L,’

4. Reépéter les étapes 1,2 et 3 avec la sous-matrice forméetds tes lignes, a I'exception

AB —



de la premiére.
5. Continuer le procédé jusg’a ce que la matrice soit mise &mme échelonnée.
Exemples 5.6.3:
Soit la matrice A/ telque

11 1 11 1 10 -3
AD=| 3927 |A®=| 06 24 |[A®=| 01 4
2 4 8 02 6 00 -2
10 -3 100
A =1 01 4 [A®=| 010
00 1 00
CHAPITRE I/

Les codes (le but des codes correcteurs d’erreurs)

1. INTRODUCTION

Les codes correcteurs d’érreurs sont utilisés pour cardgs érreurs quand des

messages sont transmis par le biais d’'un canal de commiamcamportant des parasites.

Par exemple nous pourrions vouloir transmettre une infaomdinaire (un flot deoset de
19).

A travers un canal parasité aussi rapidement et aussi suteme possible.

Le canal peut étre une ligne téléphonique, une liaison devaamcation par satelite, une
liaison radio haute fréquence.

La perturbation (le parasite) pourrait étre une erreur hoepdoudre, parasite thermal,
imperfection des équipements etc... et pourait conduiesadeurs de telle sorte que
l'information recue est différante de celle transmise.

L’objectif d’'un code correcteur d’erreurs est d’encodarder) les données, par le rajout
d’une certaine quantité (volume) de redondonce au mésdadelle maniere que le méssage
oroginal peut étre récuperé ci quelques erreurs se produisesysteme général de
communication numérique est reproduit dans le chémat IriElme modele peut étre utulisé
pour décrire un systeme d’information stockées ou ( mise @maire) si I'accumulation
moyenne est considirée comme un canal.

Un exemple typique est une unité de bande magnétique coampaies en-téte écrits et lus.
Voir fig (1.



sourcedu bruit

Méssage—Meéssageencodermot de passecanal —vecteur recudécoderr —Meéssage

décoderutilisation

Observons un exemple trés semple dans le quel les seulsgassgge mous transméttons
sont "oui" ou "non" représentivement par O et 1.

encodeur i ;
message | oui . 0000 01001 décoder oui
— | ou=00000| — | 01001 — - — | utilisateur
(our) ou (non) 01001 00000= oui
non=11111

Ici deux erreurs se sont prodiutes et le décodeur a décodetew recu 01001 comme le
mot de passe le plus "proche" qui et 00000 ou "oui".

fig)

Définitions et propriétés 1:
SoitF un ensemble fini dit alphabet
Un codeCsurF de longueur est un sous ensemble B&. Un élément deCsera dit types
de code de longueur.
2. LES CODES
Définition 1:
® SiFF estun groupe additif , alor§ est un code additif s'il est un sous groupe additifife
® SiF estunanneau, aloG est un code linéaire s'il est un sous groupe additiFdet
stable par rapport a la mutiplication par un élémenfFdésupposons que la multiplication
dansF est commutative).
® SiFF estun corps alor€ est un code linéaire de longuemet de dimensiork s'il est sous
espace vectoriel de dimensiéandeF 7.
Notations :
On notera un mot de code1,x2,...,x,) € F” par concatenation sous le formex,... x,.
Exemple 1:
Soit l'alphabetF = {1, 3}
La partieC= (133,311,111 de[F3 est un code de longueur 3 S
Codage 2 :



SoitF, un corps fini, on appelle codage une application injecije; IF{; - Fg
Dont le codeCest 'image dejci.e
X1 X2 ... Xk ¢_c) X1 X2 ... Xk Xw1 ... Xn

“ J “ U\ J
Y Y v

k k -k
cette application associe a un bloc de longkwson mot de code de longeade la maniére
suivante :
les A premier symboles sont les symboles d’information, etlesk symboles restants sont
dits symboles de contrble.

Exemple 1:
Soit I'application injectivapc: F3 — F3
0 - 000
1- 111

dont I'image (Imp¢) est le codeC = {000,111 < F3, qui est dit code de répétition.
Distance de Hamming 3:
Définition 1:
La distance de Hamming entre deux mats (xixo..... xp) et
y=0A)o...... V) deF”, que I'on noterad (x, y), est le nombre d'indices
e {1,...,nytelle quex; différent dey; i.e
dx,y) =| {iel{l,...mlx; +y} |
Exemple 1:
® SoitF={0,1},x =101,y= 010,dx,y) = 3.
® SoitF={1,3},x=133,y=111,dx,)) = 2
® SoitF={gb},x = aaaay = aabbdx,y) = 2..
Le poids de Hamming 4:
Définition 1:
le poids de hamming d’'un mat = (xl VX2 ,...,xn) deF7de longueur, notéw (x) ,estle
nombre de ses composantes non nuligs) = |[{/x; = O}|.
Exemple 1:
DansF3, on am(1101) = 3,m (0011 = 2.
Distance minimale d’'un code 5:
La distance minimale d’'un cod€est la plus petite distance entre deux mots distinct de ce
code, on la note pad= min{alx, /x,y € Cetx # y}.
Theoreme[4] 1:
Un codeCde distance minimale/corrige au pluse= [ £% ] erreurs et en détecté- 1.
Preuve:
Le codeCne corrige pagerreurs si et seulement Six € F”, 3¢ ce Cc+ ¢ dx,y) < tet
adx,0) <t (1)
et celaentraing< dc ) < dcx) + dx, 0 < 2t soitd< 2t (2)
Laréciproque est vraie, en affet,(&) est verifiée, on peu toujours trouver deux mots de code
cet csitues a la distancd I'un de l'autre, et les notec = (¢, C,...., ¢,) et
c=(0,0,...,C0Ca1,...,Cn) quitte a permuter les coordonnées. Il existe deux entiers
naturelspet ginferieurs ou egaux atel qued = p+ g < 2¢, et le mot
x=(0,0,...,C0,Cpi1, ..., Cprg, Cay - .. , C) Verifie biend(x,c) = p< tetdx,0) = g< tcela
preuve (1).
En conclusionCcorrigeerreurs si et seulement st 2 4 et cela équivant a< [ £ .
O
3. CODES LINEAIRES:
Dans cette partie, on s’interesse a une classe de codesuagaptopriété importante, la
linéarité en d’autre mots I'applicatiapc : F&% — F7 (¢cest lineaire) ce qui permet d’endéduire
par la linéarité quepc: Ff — F7 = C=Im(¢c) < FJ.



Définition 1:
Un code linéaire de longueur est un sous espace vector@t F7, on noterak la
dimension deC.
Un code linéaireC de longueurs, de dimensiork, et distance minimale@ est souvent noté
C(n k a).
CommecCest un espace vectorial @, six € C y e C alorsx — y € C, il enrésulte que la
distance minimale du cod€est

d=min{dx,y) = Mx—YIx,ye Cx # yy = min{mx)/x € Cetx + 0}.

Discription matricielle des codes linéaires 2:
Matrice génératrice 1:

Soit C= C(n, k) un code linéaire suUF 5, une matrice génératria6 de C est une matrice
dont les lignes forment une base @eune matrice génératria®@ est donc de typé xn et de
rangx.

Si{c.¢c..... ¢») estune base dé, alors tous les éléments du code linéaits'écrivent
sous la forme:

C={ceF}:c=aGaeF%

Une matriceG de typek x 1

(2
G: g.l 1a: (a:)!aj.l'“lak—l)
— gk_l p—
9o Goo Qo1 gon1
G- gl _ Q1o Q11 gl,.n—l
B k1 i B 1,0 Gk11 - Gk1n1 i
Qoo ... Qo1
Soita= (&, a,...,a&1) a- G= (&, a,...,ak1) : :
Gko Gk-1.m1
=agot+t ah +... +&-10k1.
Exemple 1:
Soit {1100,0111,101Pune base d’'un code linéaiEc IF 4. Alors
1100
G=| 0 1 1 1 |[.etlamatricegénératrice ducode
1010
Exemple 2:
, . L o 01111
Soit G la matrice génératrice du code binaCetelque G= pour
10010
déterminer les mots de code on utilise I'applicationp définie par:
¢ : F3 — T3
01111

(x1,x2) — (x1,%x2) -

1 0010
C=Im(p) c F3 = {00000,01111,10010, 111PAinsi le codeCest de paramétrgs, 2, 2.



Et on a par exemple, le méssage 11 est codepall- G= 11101.
Matrice de contrdle 2:
Définition 1:
Une matrice de contrdlé/ d’'un code linéaireC est une matrice de typger— k) x n et de
rang(n1— k) vérifiant :C= {ce F ;/ H.‘c = O} on tire de la définition, que= ker(#) et
rang H) = n- k, aveckla dimension deCsurF, .

Mo ho ... fTom
: h . h
He ‘ _ o - 11
| e || Pekro o Prkapn
Exemple 1:

supposong=2,/1=6 ,k=3 (donc M=23 = 8)
C le code linéaire de parametris 3] dont la matrice de contrdle est donnée par :

110100
H=| 101001
011001
CommeC=kerH, c={c1,6,63,64,65,C6 y € H=Hlic=0 <
a+c+c=0 Co =—C2~ C3
a+a+6=0 < Cs=—C1—C3
C+0+ 06 =0 C2=-0-0C

ce Co c=(0,0,0-01— G, —CL— G3,—C2 — C3)

= (1,0,0-1,-1,0) + &(0,1,0,1,0,2 + ¢(1,0,0-1,-1,0)

< c¢=(,0,0,1,1,0+ ¢(0,1,0,1,0,3 + ¢3(0,0,1,0,1,3

=S CcC=0WInNn+oWwv+ c3li

Donc C est le sous espace fi& surF , engendré par les vectewrs, Vv, ,v3 0U C1, G2, C3
décrivelF .

Sile messaga = 011 est transmis , alors le mots de code corresponde€11110.

Le codeC contient 2 mots de code

{000000,001011,010101,011110,100110,101101,11001Q@00Y.

Exemple 2:
Soit 'ensemblg{1100,0111, 101pune basse d’'un code linéaire
1100
onaCcF % de matrice génératric€ estG=| 0 1 1 1
1010
Donc l'application associée est définie par :
Dy :F3-TF3%
1100
Dg: (x1,x2,x3) = (x1,x2,x3)| 0 1 1 1
1010

@g(Xl,Xz,Xs) = (Xl + X3,X1 +X2,X2 + X3,X2>

D'ou C= Im@4«F3) = {0000,0110,0111,1010,1011,1101,0001

Pour obtenir le cod€ apartir de la matrice de controlé en calcule tout d’abord I'espace
nul deG.

Soit ye F % ,0nay e nul deG siseulementsiG.y=0



1100 || % Vit =0

0111 | 7 |=0e| pepim=o0

1010 || Vit ys=0
Va

les solutions du sg/stémg e€1000,1110Q < F % ,donc la basse est I'éléme(it110) donc la
matriceH = [1110] .

Soit @,: F4->F}
X1

X2
(X1, X2, X3, Xa) — [1110] — X1+ X0+ X3
X3

X4

Et par conséquent, on a

C=ker (D) = {x € Fg X1+ X2+ Xx3 = 0}

On a par exemple : 011& C card;(011) =1+1=0

(1111) ¢ Ccar1+1+1+0

4. CODES SYSTEMATIQUES

Achaque motx = (x1,x2,....,xx) du message on adjoimt— Asymbolesx, .,,x, . ,...... Xn
dépendant linéairement des pour obtenir le mot de code= Ax), les symboles ajoutés son
appelé bits de contréle .

Onac=x-G= (xixa....xs) - (1, /A)

Ou (/k/A) désigne la matricek x 17 obtenus en écrivant cote a cote la matrice iderjitde
taille ket une matrice quelconqué.

1 0 ... 0 ao ... ... a k-1
C=x+G= (xaxa....xx) * 8‘10 a]_,n'—k—l
o .. ... 1 = - % |
= (X1X2. .. X4X fs1... X 1) B B
Définition 1:
Un codeCsera dit systématique, s'il possede une matrice génédditaforme
G= (/,1A)

Commece C< Jxe Fh: c=xG=x (/,/A)

/
ol % = —t Aty +1 Alx = 0.
t4

onaurace C= (' Allpx) fc= (" Allyrk) -
Autrement ditCest inclus dans le noyau de I'application lineaire de mattc= (—A%/,«).
On notraC c ker(H)

CommeH est une matrice de ramg- k, on aura dinC = dim kerH = ket C = kerH.

On vient donc de montrer que la matriegest une matrice de controle d&



9o 1 0 &o &, n-k-1
0 0 . .
G=wim=6-| * |=| " .
| k1| 0 . 1 an . @elnkd
_ i ) i
—ao ~&k1,0 10 0
DoncH = (—Allys) = H = f f
—&nk ~ak1nk1 | O . 1
L _j41 /;k _
Exemple 1:
111000
Soit Cle code défini par sa matrice génératriée=- | 1 0 1 1 0 1 |onapplique
011110
I'algorithme de GAUSS &.
111000 111000 10110
G=| 101101 "5 010101 "8 01010
011110 011110 00101
100110
Pl 010101
001011
Exemple 2:

L’enCOdagef(Xl,Xz,?Q) = (Xl ,X2 ,X3,X1 +X3,X2 +XxX3,X1 + X2+ X3,X3> définit un code
systéematiqueC de paramétreg’, 3] surlF,

1001010

I'écriture (a1, ¢, ....,¢7) = (x1,x2,x3)| 0 1 0 0 1 1 0

0011111

Met en evidence une matrice génératricelet I'on déduit la matrice de contrdle.

1011

0110
H:

111]|0

0010

Exemple 3:

Soit Cle code lineaire de parametrigs 4, 3] dont la matrice génératice est donnée par:

00O
100
010
001




1111111 1 0101
1000101 0 00 (111
1100010 0 10110
0110001 00O 011
L 4
D’ou la matrice de controle est donnée par:
1110|100
H=| 0111|010
1101001
— /3
_Af

5. CONSTRUCTIONS DE NOUVEAUX CODES
Parfois il est interéssant de trouver des nouveaux codegiagmcodes déja connus, pour
améliorer les paramétres du code original, c’est le casagsscetendus (extented code) des
codes poingonnées (tronqués) (punctured code), et des caxtmurcis (shorted code).
Le code etendu 1:
Soit AN, k, @) un code lineaire. On considére le code lineaire etefidu+ 1, k) de distance
minimaledou d+ 1, ou chaqule mot de codé= (c1, G, ..., Cn Cm1) €St telque
I+

c=(a,0,...,cn) € Cetd. ¢ =0, onaalors tous les mots code dele poids pair.

A =1 A
La matrice de contrdlé/ de C's’obtient en ajoutant a la matrice de contréléle Cune ligne
de 1 et un colonne avec un 0 danc tes k< premiers positions et un 1 dans les &+ 167

Exemple 1:
1001011
Soit C= (7, 3,4 un code de matrice génératrice= 0101101 |etde
0011110
1000111 ]
matrice de controlés = 0100011 aloreC = ((8,3,4) telque
0010101
0001110
10010110
G=| 01011010
00111100
10000111
01000011
H=| 00100101
00010110
11111111
_Exemple2: N




101 1
Soit C= 4, 2,3 un code suif; de matrice génératricé = |: 0111 :| et de

-1 -110 A o
matrice de contrblé/ = aléreC' = (15, 2, 3 telque
-1 1 01
1 1 111
A 1011 O .
G= etH=| -1 -1 100
011-1-1
-1 1 010

2. Le code poingonndtranqué) (punctured code) parappot,&@ < {1,2,.../ notéC": le
code de longueun— | 7] obtenu en supprimant les coordonnées indicées par les g ohe7.

3. Le code raccourci(shorted code) parrapport/anoté Cr : le code de longueur— |7]
obtenu en utilisant 'ensemble des mots@aul sur 7, et en suprimant les coordonnées ddns

Exemple 3
100111
Considerons le code binaig6, 3, 2] de matrice génératricé=| 0 1 0 1 1 1
001111
1001
est choisisong™ = {4,5}, evidamment, la matrice du cod& estG’=| 0 1 0 1
0011

Pour détermineCr, nous devons isoler les mots de ca@dont la £t la 5" cordonnées
sont nul. On exclu aisément les lignes@et la somme de ces trois lignes.

Il reste 'ensemblg/(000000, (110000, (101000, (011000} puisque les mots d€ sont
{000000,111111,100111,001111,101000,011000,110000101.

En suppriment les cordonnées dafsious obtenons le code engendré par:

1010
Gr=
0110

6. DUALITE
Notonsx = (x1,x2,...,x5) €ty = (1,), ..., V) deux mots dé&'7, avecrn > 1.
Définition 1:
Le produit scalaire euclidien stij est la forme bilinéaire symétrique qui a touet ydeFy
associe I'élement

n
(x ,y )= x;y; deF,
1
Exemple 1:
le produit scalaire euclidien siij de x = 1101 ety= 1111 est :
(x ,y)=11+1.1+0.1+1.1=1
Définition 2:
1- Deux motsy, ydeF7 sont dit orthogonaux gix ,y ) = 0
2- Soit C un code linéaire de longuene dual ou I'orthogonal de& est 'ensemble :

Ct=<{yeF],Vx e C:{x,y)=0} -
Pour un code linéair€ le dual C* est aussi un code linéaire stig si de plusC est de

matrice géneératiqué, et de matrice de controle alors C+ serait de matrice génératriéé et
de matrice contr6le&5 I'orthogonalité permet de déduire que



=

G'H=H'G =0
Enfin remarquons que & est un codg 7,k ] alorsC* est un codg 77,n— k |, car :
dmC+dimC+* = n.
Propriétés 3:
Soit G, et G, deux codes.
(G) =G
(Cl + Cz)l = CJi N CJZ‘ avecCl + Cz = {Cl + Cz/Cl € Cl et € Cz}
il peut arriver que pour un codg, le dualC*+ contienrC.
Si Cc ¢, alorsCest appelé un code auto-orthogonale.
Si C= C, alorsCest appelé un code auto-dual.
Exemplel:
Soit le codeC = {000,011,101, 119de longueur 3 sufF, le dual C+ de Cest
C-={yelF3 y=abcvce C(cy) =0}

b+c=0
atc=0 ,b+c=0=<{b=c=1loub=c=0
at+b=0
doncys = 111,)» = 000 d'ouC = {111,000
Exemple 2:

Soitle codeC = {0000,1100,0011,113}1de longueur 4 suf; le dual C de Cest
C = {0000,1100,0011,1121on remarque quéer = C
7. POLYNOME ENUMERATEUR DES POIDS
soit C=An, k) un code linéaire , le polyndme homogéne de deux variablessuivant :

Welx,y) =3 x "9y @
aC
est appelé polynbme énumérateur des poid€de
En effet :

n
Wex,y) =22 x "My ™9 =3 A"y
=C =1
Ou A, designe le nombre des mots de paidsinsC.
La suiteAo, A1, ... A, est appelée distribution des poids du cdde
Sinous r%mplagamspar 1, nous obtiendrons aussi un polyndme énumeératé(s) avec

W()) =>_ A;Y qui est le plus utilisé.
=0
Exemple 1:
Soit C= {000,011,101, 119de longueur 3suF ».
Le dualC+ de CestC* = {000,11% et les polyndmes énumeérateur sont respectivement :
Wcx,y) = x 3+ 3x)?
Wox,py) =x3+y3.

Exemple 2:
Le codeC = {00,113 de Iongueur 2 sUF, est auto-dual ca€ = C et
Welx,y) = We(x,y) = x> + 2.
Exemple 3{16]
Soit G4 le code de Golay de matrice génératr@e- [ /12, A] défini par:
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On re,_marque qués, = Gya donc Gy4 est auto-dual, en appliquant la formule le plus étulisé
"

=n
WC(,V) :Z Acyj
1
ONna We,()) = 1+ 759 + 257)12 + T5QA6 4 24

CHAPITRE Il

Détermination de I'équivalence entre deux codes

1. INTRODUCTION :

La notation d’équivalence entre deux codes est liée a lamal groupe de permutation.



Elle peut étre définie en plusieurs niveaux .

Supposons que nous ayons deux codes. Il s’agit de trouvgrarnautation telle que I'image
du premier code par cette permutation est le deuxieme cddes’'&yit de permutation nous
dirons que les codes sont équivalents par permutationnsnaos dirons simplement équivalents
ou isomorphe.

Deux codes équivalents ont la méme distance minimale, mé&trébdtion des poids, leurs
groupes de permutation (ou d’automorphisme ) sont isonasph

Tout cela nous a incité a nous intéresser a la déterminaéid@guivalence de code.

2. GROUPE DE PERMUTATIONS DES CODES

Soient 77 un entier positive non nul gune puissance d’'un nombre premier ; soun
ensmble ordonné de cardinaltilisé pour indexer les coordonnées des motB £i¢dans la suite
nous prenong = <{1,2,...,/; )

une permutation € S, agit sur les mots d&; comme suit :

-si ¢ = (¢;),., estun mots dé&7, alors :

o (0= (Co(o),-e/ = (€0 CoyCan)

Notation 1:

Soit C un code de longueursurF , notons perm( C') le sous ensemble de tous les
élémentsy de S,telsque o (C) = C

Perm(C) ={c€ S, : o(O) =C}.

Proposition 2
L’ensemble pern( C) , muni du produit usuel des permutation , est un sous groug de
Preuve:
D’apres la définition d’un sous -groupe , il suffit, de dértrenque:Vo1,02 € pern{C),

o, +0, € Perm(C) etot € Perm(C).
Sic,,0, € Perm(C) , nous avons
o, * 0, (C) = 61<62<C>)
=0, (C)cars, € Perm(C).
= Ccarcy e Perm(C).
Donc :610, € Perm(C).
commeo, € Perm(C), alorso, (C) = C, ce qui entraine que :
01'(0:(C)) = 07'(C) & 0y'01 (C) =07 (C).
e id(C) =07 (C).
o C=o' (C)

ce qui veut dire quef € Perm(C).

Définition 3:
le sous groupePerm(C) de S, est appelé le groupe de permutations du c6de

Exemple 1:

| S 011
a- Soit C le code[3, 2] défini surF, par sa matrice génératriGeavecG = |: 110 :|

c’est -a dire que :

C=<x(0,1,)+y(1,1,0 olx,y € F, }

C= {000,011,110,103.

S; désigne le groupe symétrique de degré 3 il est donc d’ordte @k savoir
S = {id, (12), (13), (23), (123), (132) }.

pour tout permutation € S3, déterminons ()



o =C

(12)(¢) = {000,101,110,01} = C

(13)(©) = {000,110,011,10} = C

(23)(C) = {000,011,101,11% = C

(123)(0) = {000,101,011,11¢ = C

(1329(0) = C
cela permet de conclure qéterm(C) = Ss.
b—soit C; le code[3, 2] surF, de matrice génératric€,
G, =[101]

alorsC; = {000, 10%.
Déterminations (Cy) , pour touto € S;

iC) = G

(12)(¢1) = {000,011} = G

(13)(C1) = {000,101} = &

(23)(C1) = {000,110} = G

(123)(C1) = {000,011} = G
(132)(C1) = {000,110} = G

Donc Perm(Cy) = {id, (13)}.
Permutation monomiales 4:
Définition:(matrice de permutations ) 1:
Une matrice de permutation est une matrvice ninversible a coefficients dan®, 1} c F,
ayant un et un seul élément non nul par ligne et par colonne.

Exemple 1:
100
a-Lamatrice 0 0 1 |estune matrice de permutation &y
010
10 ...0 |
b- La matrice O 1 O est une matrice de permutation &y
00 ..1

Sice Fjet Pest une matrice de permutation , alors le pradédonne un mots dg7 qui
est égal en fait a ¢ avec des coordonnées permutées , c’agda pour laqulle les matrices de
cette sorte dit matrices de permutation .

Pare exemple : st = (1,2,0) deF3 et P la matrice de permutation de I'exemple a , nous
aurons :

cP=(1,2,0 = (1,0,2

o O BB
— O O
o +— O

Matrice monomiale 5:
Définition 1:
Une matrice monomiale est une matriee n7inversible a coefficients dan; ayant un et un



seul élément non nul par ligne et par colonne.

Exemple 1: B
2000
, 0300 : :
a- La matricg est une matrice monomiale sk
0060
0001

. . 12314
b- Soitc une permutation telque
4 321

(1) =4;0(1)=3;0(2)=2;0(4) =1.
la matrice de permutatio®

P-p- /D,]:]_’o'(/):.j
Py =0,0(/) #/
AL A A A | [ 0001 ]
P Pi1 P Ps Pu _ 10
P P P P 00
P P Pis Pu 00 |

- Groupe D’automorp_hisme_6 :
Définition 1:
Soiente une permutation dél,2,..., 7 et
S— {9 =aj+Soua; € Fp,Vi=1,2..,n
Alort I'application:
r: F;—Fg
(e, ¢....Cnp) = I(C, 0, ...,Cn) = m1(Co) )T2(Coppy) .- Tn(Co )

est appelée une permutation mondémiale de degré
On associe a chaque code Byrun certain groupe appelé le groupe d’automorphisme du
codeC ce groupe est utilise dans I'’étude du nombre de codes équigah un code donné .
Définition 2:
Soit Cun code de longeursurlF 4, le groupe d’automorphismes denoté Au( C), est

'ensemble de toutes les permutations monémiBlde degrértelque : Vce CI'(¢) € C
Exemple 3:
Soit le code :C = {0000,0011,1100,11%31
Aul(C) = {(id),(2134),(1234),(2143),(4321),(3412),(1324),(1432)}.
3.EQUIVALENCE DES CODES LINEAIRES
La définition de I'équivalence des codes linéaires est Bdsade des permutations de
symboles qui sont donnée par multiplication par a non zé&tase, donc deux codes linéaires
sont équivalents si I'un peut obtenir de I'autre par I'opi@rade combinaison de types suivant :

a- les positions de la permutation de code .
b- les symboles de multiplication apparente dans une paditi€ée par un non-zéro scalaire.
Théoréme[16] 1:
Deux matrices génératrices de types nde deux codes linéaires sont équivalents si 'une
des matrices peut étre obtenue a partir de I'autre par I'eseogérations suivantes:
(R1) permutations des lignes .



(R2) multiplication des lignes par un non-zéro scalaire .
(Rs) l'addition de scalaire multiple d’'une ligne a autre .
(C1) permutation des colonnes .
(&) multiplication de n'importe quelle collonne par un non zécalaire .
Preuve :
(R), (R2),(Rs) préserve la linéaire indépendants des ligne de la matricérgéice est out
simplement on remplace une base par un autre du méme code.
Les opérations de type: ), (&) transforment la matrice génératrice a I'un des codes
équivalents .
Proposition [10] 2:
Si Gest une matrice génératrice decode lineairg n, k), alors :

1. Les matrices génératrices @sont de la formed x G, ou A est une matrice carrée
inversiblek x ksurF .

2. Le codeCestI'ensemble des mots de la forme
c={(n,th,...,u) - G (th,th,...,uc) € F&}.

3. Sica,¢,...,cpsont les vecteurs colonnes @ les mots du codé€ sont tous aux de la
forme C= {(c1, ),(C2, U, ...,{Cn, L} avecu € F§et(.,.) designant le produit scalaire usuel
deF7.

Lemme[15] 3:
Soit Cun[n 4 d] ;code etG= (&), 1< /< k,1</< nune matrice géneratrice de Le
code est systématique si et seulement si le déterminantatteceG = (g;) 1 < /< k, 1<
J < k estnonnul.
Preuve :
si le déterminant de la matria@ » est non nul , la méthode de pivot de GAUSS sur les ligne
donnera une matrice génératrice@sous forme standard , réciproquementCsist
systématiqueCa une matrice génératrice sous forme stand@tgl/ B) quivérifie la propiété
demendée .
Proposition [15] 4:
Tout code linéaire est équivalent & un code systématique.
Preuve:
Supposons quéne soit pas un code systématique.
Soit Gune matrice génératrice du code
Comme Le rang dé& est égal &, il existe un mineutk x Anon nul. Par une permutation des
colonnes de5on amene ce mineur akpremieres colonnes.
On obtient une matrice génératrice d’un code équivalentiduigest systématique.
Exemple 1:
a- SoitC le code de matrice génératice; : on applique I'algorithme de GAUSS@G;.



G =

1111111 ]
1000101
1100010
0110001

1111111
PR 0111010
P 0011101
0110001
1000101
T, |o111010
/1_’/1_/2 0011101
4T 0001011
1000101
2T 0011101
0001011
1000101
Y 0100111
0010110
0001011

Donc G; est une matrice génératrice de cageequivalent aC;.le codeC,; est systématique

b- Soit C; le code[6, 3] surlFs, de fini par sa matrice genératrica.
000111
011012

102011
une permutation de colon€4 par la colonne\*1 on obtientG,.

Gi=

C équiT/aIent ac .

10
01
00

10
01
00

0
1
2

0
0
1

1

1

12
11

001

0

121

1

1

En permutant la colonn&*4 par la colonné\3 on obtient

donc G; est une matrice génératrice du ca@e

c- Soit Cun code linéaire de longueur 6 et de matrice génératsice
01101

G:

1

=

1010
1110
1011

o R B




le premier mineur 4« 4

1
1
0
1

est nul car la somme des deux premieres colonnes

S e =
O r O
N e

est égale a la troisieme par contre

1010
1110
0110
1111

+ 0, ondéd

uit queang G) = 4, dondGest la matrice d§6,4,d ], code

linéaire C mais a cause de la remarque du defutest pat systématique, on permute les
colonnes (pour amener le mineur non nul aux 4 premieres nefohpar :

O =

123456
124536

D’ol la matrice :

!

G:

101011
111001
011011

111100

Puis , g_n fait le pivot de GE\USS sur les lignes @e et on obtient :

G =

100010
010010
001001
000101

équiva_lence .
d- soit C le code linéaire de I'exemple (a) de matrice génératrice fmme
standardG=[/, /A] telle que :

A:

101
111
110
011

, qui est la matrice génératrice d’'un code systématique

soit C le code linéaire de matrice génératiietelle que:



1110000 | I, — Iy~ s 1011010
G - 1001100 f— 1~ 1y 0001111
1000011 1000011
0101010 0101010
. [ 1011011]
o= 2= 0100101
s — h—1s 0011001
0101010
1000011 |
[, —1,-h 0100101
l,— 1,1 0011001
0001111
1000011 |
0100101
m’ 0010110
0001111
doncG =[/, IA"] telleque:
011 |
yus 101
110
111
On utilise le théoréme 3.3.1, suivaiR,) sur les lignes de&l on choisit une permutation
101
01=[1234:|d0nc,4—>,41= 011
1432 110
111
On choisit une deuxieme permutation - -
011 |
[1234] 101
o2 = doncA; - A' =
2134 110
111

donc les deux codeSet C' sont équivalents .
Proposition 5:

Soit C1, G, deux codes linéaires de matrice générateetG », on dit que les codes
G, G, sont équivalents

s'il exise une permutatioa tel que :

G, = () ,cela est équivalent a dire gu'il existe une matrice de péation Mo et une
matriceK x K. Pacoefficients dang , et inversible telles que :

Gz =P G]_. Mo



Exemple 1:

100110 100110
G = G, =

0111012 011101

, 123456
soit: o =
143256

100000
000100

o 001000,P:[10]
010000 11
000010
000001

OnaG; = P G1. Mo doncC 1, G, sont équivalents
Définition 1:
Deux codes suF ; de longueur?, sont dit équivalent, si on peut obtenir I'un de l'autre par
les opérations suivantes.
1. permutation des positions du code.
2. permutation des symboles figurant en position fixés.
Exemple 1:
Soit les codeCet C de parametref®, 4, 3, telleque :
C = {0000,0111,0222,1021,1102,1210,2012,2120, 2201
C' = {0012,0101,0220,1021,1110,1202,2000,2122, 2211
Les codeCet C sont équivalents.
Pour obtenirC de C.

Premierement on utilisent la permutatierméfinie paro( ; 2 j i' )
deuxiement en échange de coordonnées valeurs 0 et 1 damssaosrdonner a charge sauf
la derniere.
Lemme [16] 6:
Tout codeCsurF,; C= An, k d) est équivalent a un codé = C(n k d) surF, qui
contient le mot de composante r(@0... 0).

Preuve:
En choisifrlll’iriporte quel mot de code= C, (¢ = x1x2...x,) pour toutx, + 0, en applique
0 x; J
la permutatio l | | .¥/# 0,x; [alaposition du symbole
x; 0 /
Exemple 1:

Soit le codeCdéfini surlF, par C = {00100,00011,11111,110p@st équivalent a
C' = {00000,01101,10110, 1104 par les opération suivante.

01
1. L'utilisation du permutation | | sur les symboles de l&3°position.
10

2. Unchangement entre |€%et la 47 position.
Theoréme[16] 7:
Tout codeCsurF,, C= Qn, k, n) est équivalent a un code de répétition.
Preuve:



Soit C= An k n) surF, = {1,2,..., g et Gune matrice génératrice dg ou les lignes de
Gsont les mots de codé

Comme on a C) = n, donc lesgéléments d’'une colonne dgdoit étre distinct et aussi
précisement les symboles 1,2, gdans un ordre quel conque.

Pour tout colonne d&, appropriée une permutation des symboles pour doGhsous la

11 ... 1

22 ... 2

forme G = o
| 499 .- 9 |

Exemple 1:

Soit Cun code linéaire de longueur 3 défini ity par C = {012,120, 20}.

On ramarque qué€ = (3,3,3) caron a:

012,120 = o(012,20) = o(120,20) = 3 doncd O = 3.

Le codeCest équivalent & un code de répétitiéh= {000,111, 222 par les opérations
suivantes:

012 )
1. L'utilisation de la permutatiop | | | | surlessymboles de
201 )
la 2¢™position du codeC.
012 )
2. L'utilisation de la permutatiopn | | | [ surles symboles de l&3position du
120 )
codeC.
Theoreme 8:

Le nombre des codes binaires inéquivalents de longaeantenant seulement deux mots est
égal an.
Preuve:
Un tel codeCest équivalents &00...0,11..100...0} ou le nombre de 1s dans le deuxieme
mot estl'undes 1,2,.,n.
Equivalence par permutation 9:
soit 7un entier naturel non nul = {1,2,... /7 ensemble pour indexer les coordonnés des
mots deF7 .
Pour toutx € F{ notonsx = (x1,x2,...,x,)0U simplement :

Rappelons I'action du groupe symétrigSgsurFy .

Pour tout permutationr € S, .et pourx € F7,c agit surxcomme suit :
G(X) = (XG ) ,XG (2" ,xo(n)) .

une permutatiom € S, sera notée

1 2.0, n
G =
O@1) O(@2)svernrnd O (n)
Soit{ , I'ensemble des codes le longueusurF, donc{ , est une partie d&{IF7) 'ensemble

de toutes les parrties di).
Soientos € S, et Cun code d€ ,, difinissons I'applicatiorp de S, x £, dans( , par:

p(o,C) = o(C) avec:
o(0) = {o(®)lx € C}

Proposition 10:



L’application¢ définie une opération d&, sur{ , (C’est-a-direS, opére sut, ).

Preuve:
Soiento,7 € S, et Cun code d€ .. o(C) est un code dé,. o(C) est un sous ensemble de
donc un élément d&,.

ot(0) = {ot(x)Ix € C;

puisque
G‘L‘(X) = Xo(z(H)sr -+ 1 Xo(z(n))
= (Xot(hs -+ 1 Xo(a(m))
= o(Xz()y - Xe(n)))
= o(z(x))
Donc

01(0) = {o(z(x))/lx € C} = o(z(0))

Ce qui prouve que(ort, O) = ¢(0,7(0))
soit /dl'identité de S,.

20O ko - lidwix € &
= {xIx € C
_¢

En résumant, le group§, opére sut ,par: (¢,C) - cC
L’opérationp permet de définir une relation d’équivalence §ur
En effet; soit~ la relation su , définie par:
pour deux codeg et c deln

C-Co3oes,C =00

Proposition 11:
La relation- définie surf ,, est une relation d’équivalence
1.~ est réflexive car : pour tout codgde( ,;

C=1d0
Ce qui entraine queC ~ C.
2.~ est symétrique: soierfet C de( ,tels queC~ C.

Nnous anons:
C~C < 3Joe S, C =00
Or
ceS =ocles,
donc

C =0(0 =06 (C) =0 (0(0) =0 (€)= (¢ 0)(©
=0 (C) =id0) =5 (C)=C=C~C
3.~ est transitive : soient, C et C"de( ,tels que:C~ C etC ~ C
C~CetC~C <3doe S,dre S, Cza(QetC':T(d>
= 3do,7e€ S,: C =16(0)

orz,o € S,etS,estun groupe, alorss € S,
Donc C' = to(C) ce qui prouve queC ~ C' &



Définition 1:
Deux codes de méme longuewsurF 4, sont équivalents par permutations s’ils sont
équivalents au sens de la relatioigfinie ci - dessus.
Cela revient a dire que deux codzet C  de méme longueur sont équivalents par
permutation s'il existe une permutatiene S, telle que:C = o(O).
Exemple 1:
1. le codeC défini dans I'exemple 3.2.3a) est équivalent pas; a lui-méme.
De I'éxemple 3.2.3H).:
2. le codeC1 lui-méme déduit par les permutatiariet (13)
3. le codeC, déduit deC, par(12)et(123).
4. le codeC 3 déduit deC 1 par(23)et (132).
Proposition 12:
le nombre de codes équivalents par permutation a un €ode longueur est

n!

| perm(o) |
Preuve :

Soit C I'orbitede deC selon I'action deS, sur{ . .

Soit (Si/perm €)) ,I'ensemble des classes a gaucheSienodulu pernt C) définition
I'applicationg : C— (S,,/pem(C))gdéfinie comme suit :

Pour toutC, = n(C) de C, ( C1) = n - pern{C)

Montrons quegest une bigection :

Soit C;1,C, deux codes d€'tels queC1 = C», alors il existe deux permutations.
1,72 € Sytellesque:

C1=m1(0), G = m2(0)

Cl= Cz@ 71'1((:) = ﬂz(C)

o mir(0) = C

& nytry € pern(O).

< w1 permC) = nypermC).

Ce qui prouve que es une application injective il reste a montré qu'il esteschif .

SoitopermC) € ( S,/ permC)) , alorse(C) est un code équivalent par permutatiogat
Ao (O) = operm C))

Ce qui entraine avec la premiere partie de la demonstratieg st bijective .

Donc les deux ensembl€ et (S,,/pem(C)) g ont méme cardinal :

Q= | (8! permtO) | = [S: : perntO)]

|p6.|,f,"th| = ik = (théoreme de lagrange )

| perm(o) |
Exemple 1:
Soit le codeC= {000,110,111, 004
S; désigne le groupe symétrique de degré 3 ,il est d’ordre 3!
a savoir :S; = {(/d),(12),(13),(23),(123),(132)}.
On apernC) = {(id),(12)}, le nombre des codes équivalencé‘ést”—!,
| perm(o)

donc: C posséde 3 codes équivalents .

Méthode pour déterminer les codes équivalents &et les permutations 13
On choisi une permutatiomtelle ques € S — {pernC)}.
-soito = (123) , alors le premier code équivalentZest:

o(0) ={000,101,111,010= C.
- On calcule 'ensemblé&; = {0 permO) } .

Er = {(123),(132)} 0 {(12)} = {(123),(132)}.

On choisit une permutatiomtelle quec ¢ pernt{C) eto ¢ E.



- soito = (13) , alors le deuxiéme code équivalenCast :
o(0) = (13)(O) = {000,010,111,100= G.

- On calcule I'ensembl&; = {c0 pern(C) }.
E; = {(13),(123)} - {(12)} = {(13),(132)}.

Donc les trois codes équivalentszasontC, G, G .tel que :

C= {000,110,111,004

Gy = {000,101,111,010

G, = {000,011,111,100

On remarque:

'ensemble&; = {(132),(23)}.

On a(132)(C) = Gi.

23)(0 = G,

'ensemblet, = {(13),(123)}

Ona(13)(0) = &

(123(0 = G
, (ia)(O) = C
= {id,12
permC) = {/d,12} 12(0) = ¢
4INVARIANTS:

la notion d’invariant que nous utiliserons sera liée a aglgjuivalence , il s’agit de toutes
propriétés d’'un code qui ne changera pas lorsque I'on apglagune permutation .
Définition 1:
Un invariant surEest une application : { — E ¢ : I'ensemble de tous les codes &y
Telle que deux codes équivalents prennent la méme valewr; géest a a dire

VCe ({nVoe S :vo(0)=v(0

Exemple 1:

soit CestC deux codes équivalents ,telle que :
C= {1110,0111,101p C = {0011,1011,110%
comme invariant ,nous prenons le polyndme énumérateuadds.p

Welx) = mec) = MO = 223+ x2
eC
W) = 32" - m(C) = 268+ 22

ceC
comme invariant, nous prenons la distance minimale.
le code(C) : d(1110,011}) =2
d(1110,0103 = 1 donc la distance minimale est égale a 1.
d(0111,1010 = 3
le code( C') : ¢(0011,101) = 1
d(0011,1103 = 3 donc donc la distance minimale est égale a 1
d(1011,1103) = 2
Hull d’'un code lineaire 2:
Définition 1:
Le hull d’'un code lineaireCest I'intersection deCet son dualC* que nous le noterai(C).
c'estadireH(C) = CN C*
Proposition 2:
Soit Cun code lineaire de longueuwrets € S,.
Alors :

1. Ho(O) = a(HO))



2. Siv estinvariant, I'applicatiorC — v(H(C)) est aussi un invariant.

Preuve:

pour 1) il suffit de remarquer que:

o(C) =c(O*etc(ANB) =0c(A) No(B)

Pour 2) il suffit d’appliquet la définition d’un invariant.

L'invariant est une propriété globale d’'un code, il peut siaider a décider si deux codes
sont équivalents ou non dans certains cas, par exemple cdeles de valeurs différentes par un
invariant ne sont pas équivalents. Mais il peut arriver qaiexccodes non équivalents ont la
méme valeur par un invariant, ce qui est le cas par exemplgya@me énumérateur, la
longueur ... etc. Pour ces raisons nous allons définir uogri@té locale d’'un code est une de ses
positions.

Exemple I

Soit le codeCdéfini surlF, par C = {000,011,101,119 le dualC- de Cest

C- = {000,111 etle Hullde(C) estH(C) = Cn C- = {000}.
5. SIGNATURES:
Définition :

Une signatureS sur un ensemblé& est une application qui a tout cod2de longueurm

et a tout élémentde /, associe un élémetd{ C, /) de £ et telle que pour tout permutation
de S, et pour tout de /,

S(@(0),0() = S(C1i).

Une signature est discriminante pour un c@dgonné de longueur, s’il existe/ et/ dans/,
tels que :
s(ci)+Ss(cj)
Une signature est totalement discriminante pour un @d@denné de longueur,
siS(C /) = S(Cj) pour tout/ et touty distincts dang.
On peut construire une signature a partir de tout invari@ibysun invariant ,
pour tout codeCde longueur, et pour tout/ € /, I'aplication définie par :
S(C‘,/) = v(C) ,ou(G) le code poingonné en
6. Un Algorithme Pour Trouver la permutation entre deux codes équivalents
SoientCet C deux codes de méme longueur. Nous voulons savoir s'il sanvaéents et,
dans I'affirmative, calculer une permutatiertelle queC' = o(O).
Dans le cas olCet C sont équivalents, et que de plus nous connaissons unetgignat
totalement discriminante pou, I'utilisation de I’Algorithme permet d’obtenir la permation.
Algorithme [13]:
SoientCet C deux codes équivalents de longueret soitSune signature totalement
discriminante pouC
Procédure : cod€, C : signatureS
pour/dans/,, pour/dans/,

Si:

scih=95¢.))

o() —/

retourner(o).

Exemple 1:

Considérons les deux codes suivantsisur C={1110,0111,101p,
C = {0011,1011,1101comme invariant, nous prenons le polynéme énumérateuralds, p
c’est-a dire :

v(0) = We(x) = Zx”’(”) = W C;) et comme signature nous prenons la signature suivant:

eC
S(ChH) = UnC) = MC).
C1 = {0110,0111,001p > M C1) = x + x? + x3



C, = {1010,001} » WML C,) = 2x?

C3 = {1100,0101,1000 - M C3) = x + 2x?

C4 = {1110,0110,101p - M Cy) = 2x? + x®

Voyons que la signatur§ et totalement discriminante podar.

pour le codeC' nous avons:

C, = {0011,010} - W(C;) = 2x2

C, = {0011,1011,1001 » WA C;) = 22+ x°

C3 = {0001,1001,1104 » W[ C;) = x+x% +x°

C, = {0010,1010,1100 > WA C,) = x + 2x?

Nous voyons que la signatu®et toralement discriminante pod remarquons que:

Ma) = W(G)
MEC) = W(C)
MEC) = W(C,)
mMa) = mMG)

Nous obtenons donc immédiatement la permutatitelqueC = o(O).
o(1) =3,0(2) =1,06(3) =4,0(4) =2
C’est a dire que la permutatienest déterminée est définie par:

( 1234 )
o .
3142
CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce travial une étude sur I'équoakntre deux codes correcteurs
d’erreurs de méme longueur.

Elle est basée sur les notions de groupe de permutationicasginvariant et de signature.

Notre travail consiste a étudier I'équivalence entre deades correcteurs d’erreurs d’'une
part, et d’autre part de détérminer la permutation qui déféquivalence.

Dans ce travail, on a présenté une étude capable de déteatteepermutation dans des cas
particuliers. Plus précisement ;

- En utilisant les matrices génératrices des deux codesfsouss standard.

- En utilisant les permutations sur les positions.

- En utilisant la notion de signature définie par Nicolas SENER( INRIA, France),

sous I'hypothése que cette signature est totalement ehisante.

En fin le probleme d’équivalence des codes demeure encerstaze qui demande une
recherche approfondie.
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