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 شكر وعرفان 

 

 اللهم لك الحمد والشكر كله  وإليك يرجع الفضل كله 

 الشكر و الامتنان   آياتأتقدم بأسمى 

وقف بجانبي لجنة المناقشة وكل من  و التقدير و المحبة إلى كل من   

 من قريب و بعيدلي يد العون  وساعدني وقدم

 "هاني أمموسى بن "واخص بالذكر الأستاذ المشرف 

 الذي لم يبخل علي بنصائحه القيمة و توجيهاته

 من بداية هذا العمل إلى نهايته

 .وكل من ساهم معنا في إنجاز هذا العمل 
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هدإء   إ 

 :أ هدي ثمرة جهدي إ لى 

 

 إ لى من جعلت رضاها حافزي للنجاح  إ لى لؤلؤة قلب إلنابض و قرة عيني

ليك   .إلحبيبة  أ ميإ 

 إ لى إعز ما أ هدإه الله لي تاج أ يامي إ لى من جاد بنفسه من إجل تعليمي 

ليك   .إلغالي  أ بيإ 

 .إلعائلة  أ فرإدوكل  أ خوإتيإ لى إ خوتي و 

 .و مروى  أ سماءتمارى و  :إ لى شموع إل سرة

 .صغيرإ وكبيرإ طويري إ لى كل من يحمل لقب 

لى إعز صديقاتي لهام و حنان   :وإ   .إ 

لى كل طلبة إلرياضيات   وإ 
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 التلخيصات 

 

 تلخيص 

يفا و وهما  مبرهنتا ش الأهميةفي  ةغاي نمبرهنتيل يتطرق موضوع البحث 
.منيلاوس في الهندسة الاقليدية  

  

 

 

 

Abstract  

The subject of this work is the study of two classical theorems 
in Euclidean geometry, namely, Menelaus and Ceva . 

 

 

Résumé  

L'objet de ce travail est l' étude de deux théorèmes classiques 
en géométrie euclidienne :  Ceva et Minelaus . 
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 مةمقد

.موضوع المذكرة يتحدث عن نظريتي سيفا ومنيلاوس في الهندسة الاقليدية   

" العناصر"اقليديس في كتابة  أسسهاوضع  التيالرياضية  الأنظمةعلى الهندسة الاقليدية  هي احد  أولافلنتعرف    

  قسمين هناك  إلىقسم الهندسة الاقليدية نتدرس في المدارس حاليا حيث ت التيوهي نفسها هندسة الاستكمال 

الهندسة  أما الرباعية و الدوائر الأشكالت و المستقيمات و الزوايا و المثلثامثل   الأشكالبدراسة  تختصالتي  الهندسة المستوية 

                                                                                       .البعد الثلاثي وذ الفضاء فتتعلق بدراسة  المجسمة

التي تعطي الحالة الضرورية والكافية لتقاطع سيفا وهي النظريةنظرية  وهو الفصل الذي تحدثنا فيه عن ولالأالفصل    

.  ما لمثلث ثلاثةال قمم التمر عبر مستقيمات ثلاث    

أما .وأوضحها البراهين أسهلويعد من  , المساحاتيتم عن طريق  الأول لإثباتا : سوف نثبت مبرهنة شيفا بعدة طرق   

.يتم باستعمال المرجح ف لأخيرا الإثبات أما, المثلثاتفيه حساب  دمفيستخ, الثاني الإثبات   

.حيث ظهر البرهان طويلا ومعقدا, بعض النتائج بدون استخدامها أثبتنا, المبرهنة و قوة هذه أهميةلإظهار مدى   

 

من مستقيم قاطع النظرية المتعلقة بالقطع المستقيمة الناتجة , نظرية منيلاوس في الفصل الثاني  تناولنا    

حيث تعين كل نقطة قطعتين على الضلع و حاصل ضرب اطوال الثلاث قطع  غير متجاورة  إمدادها أولأضلاع المثلث    

.هذه نظرية منيلاوس ببساطة  لأخرىاالثلاث  أطواليساوي حاصل   

بعض النتائجستخدام باستخدام نظرية طالس  والثاني با الأول الإثبات,   إثباتات عدةأيضا لها , مبرهنة شيفا,  مثل سابقتها  

.الأساسية من الهندسة الاقليدية    

.سيمسون تقيموانتمائها لنفس المستقيم مثل ما هو مبين في مس لتواطؤ ثلاث نقاط أمثلة ووتناولنا تطبيق هام   

 وبدون تطبيقيها بين إثباتين لمستقيم سيمسون بتطبيق النظرية فقد قارنّا وقوة هذه النظرية  أهميةلإظهار مدى 

 .لخص الكثير قصّر الإثبات و  هاتطبيق  ية مبرهنة منيلاوس حيث أنفعاللنا  تتجلف
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 الفصل الاول   

  Théorème de Ceva  مبرهنة سيفا

  .1 .I مدخل 

 سيفا سم مبرهنة الشهيرة بامبرهنة القليدية الهندسة الا يفمبرهنة سيفا من بين المبرهنات اللافتة للانتباه تعد 

 عالم الرياضيات الايطالي جيوفاني سيلفا الذي قدم برهان إلىو الغربية  الأوربيةنسبت هذه المبرهنة في المراجع  

 قرون على يد 7اكثر من  بنحو برهان رياضي موثق لها تم قبل ذلك أول ه كان في حيث ان 8761لها سنة 

 شرق شبه الجزيرةالذي كان يحكم منطقة سرقسطة   بالأندلسيوسف المؤتمن بن هود احد ملوك الطوائف  الأمير 

    . الأخرى الإسهاماتالعديد من  إلىوتعتبر هذه المبرهنة من انجازاته بإضافة 
  

 

I         .2  .تعريف  

داخل ) قطع الضلع المقابل  لهذا الرأسالشيفية قد ت(.     cevienne)ية  يمر عبر قمة رأس مثلث يسمى شيفمستقيم أي 

  .أو في امتداد الضلع المقابل وهنا التقاطع يكون خارج المثلث( المثلث

 :مثال 

  :ن ييالتالين ما هو مبين في الشكلمثل الشيفيتان 

 B 

 (D) B    

 

 C A 

  (D) C      A  
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I.3. النظرية 

 على   AB,CA,BCضلاعالأتقعن على    F وE وD مثلث و كانت النقاط   ABCإذا كان 

 (AD), ( BE) , (CF) (ceviennes)  الشيفيات  أومستقيمات التوالي فإن ال

 :إذا  فقطو إذا   M تتقاطع في نقطة واحدة   

 

  

  
                                                           

  

  
  

  

  
 

 

  

                           

 

  .4.I           الصيغة المثلثية للمبرهنة 

 .لمبرهنة سيفا كافئة هناك صيغة مثلثية م

  ( AB), (AC), (BC)تقع على الاضلاع   F  ,E, Dمثلث وكانت النقاط    ABCكان  ذاإ 

 Mتتقاطع في نقطة واحدة    (CF),(BE ),(AD)الشيفيات  ,(cevienne)على الترتيب فإن المستقيمات 

 :كان  إذا و فقط 
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 .5.Iالإثبات   

 .سنتطرق إلى بعض منها النظرية  لهذه  ت تاثباهناك عدة  إ

 .باستعمال المرجح باستعمال   وأخر   براهينال وأوضح  أسهل وهو أحد  المساحات باستعمال  أولها إثبات 

 .  .سوف نثبتها ايضا, هناك صيغة مثلثية  لمبرهنة شيفا

 :الشيفيات الثلاث   هناك حالتين لتقاطع

 الحالة الأولى 

 .تلتقي المستقيمات الثلاثة عند نقطة داخل المثلث 

                                          

  الحالة الثانية 

 .تلتقى المستقيمات الثلاثة عند نقطة خارج المثلث
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 عن طريق المساحات    :1 الأول الإثبات

                                    

       ب   ABCنرمز لمساحة المثلث 

 على الترتيب (  BD),(DC)و قاعدتين  ( (DMلهما نفس الارتفاع   BMD, CMDلدينا المثلثين 

          :و بالتالي 

    

    
 

  

  
    

 على الترتيب  (BD) و (DC) وقاعدتين ( AD)لهما نفس الارتفاع      ABD , ACDالمثلثان و أيضا 

 :بالتالي  و

     
    

    
 

  

  
 

 فان  بناء على ذلك 

   
         

         
 

  

  
 

 ومنه نستنتج  

(8)                    
    

    
 

  

  
 

 على الترتيب (  FB ) و ( AF)  وقاعدتين(   FM)لهما نفس الارتفاع   BFM و  AFM  ن ولدينا  مثلثي

 :وبالتالي 

    

    
 

  

  
   

 على الترتيب ( FB)و ( AF)و قاعدتين ( CF)لهما نفس الارتفاع  CBF و CAFوكذلك المثلثان 

  : و بالتالي

    

    
 

  

  
  

 بناء على ذلك 
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 ومنه نستنتج 

(2)                     
     

    
 

  

  
 

 على الترتيب ( EA)و( CE)وقاعدتين   EMلهما نفس الارتفاع  AME و CMEالمثلثان  أيضاولدينا 

 :وبالتالي 

    

    
 

  

  
   

 على الترتيب ( AE)و ( CE)و قاعدتين ( BE)لهما نفس الارتفاع   BAE و BCEوكذالك المثلثان 

 :بالتالي  و

    

    
 

  

  
  

 بناء على ذلك 

         

         
 

  

  
      

 ومنه نستنج 

    

    
     

  

  
                (3)                

 

 نجد طرف بطرف        و    و    ثلاث  المعادلات ال ضرب  ب

  

  
                                         

  

  
  

  

  
  

    

    
  

    

    
  

    

    
  

 بالمقابل 

 كان لدينا  إذا

  

  
                                                                           

  

  
  

  

  
 

 تتقاطع في نقطة واحدة ( AD),( BE) , (CF)فان المستقيمات 

 (BE) ,( CF)نقطة تقاطع المستقيمين  Mلتكن  

    Mيمر بالنقطة   ( AD)المستقيم  أنسنثبت 

        أننثبت  ثم    في النقطة   BCالذي يقطع   AMنرسم المستقيم 

 وبالتالي يتحقق المطلوب   Mالذي يمر عبر النقطة     Aنفسه المستقيم   ADومنه سيكون المستقيم 
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 :نجد  الأولالاتجاه  أيبتطبيق مبرهنة سيفا   Mتتقاطع في النقطة   (   A) , (BE) ,(CF)المستقيمات 

  

  
                                                                            

   

   
  

  

  
 

 :ومن المعطيات لدينا 

  

  
                                                                           

  

  
  

  

  
 

 
   

   
 

  

  
                                                                                                 

 
   

   
   

  

  
                                                                                   

 
   

   
 

   

   
 

  

  
 

  

  
                                                                              

 
        

   
 

     

  
                                                                                    

 
  

   
 

  

  
                                                                                                  

       
 

                                                                                                    

                                                                                                                     

 :وهو ما يحقق التالي 

  

  
                                                                           

  

  
  

  

  
 

 .محقق الاستلزام العكسي وبالتالي  M تتقاطع في نقطة واحدة  الشيقيات  إذن

  2المثلثية لمبرهنة شيفا  الصيغة تأثبا

 المثلثية لمبرهنة شيفا هيالصيغة  

      

      
                                                   

      

      
  

      

      
    

 . Mإذا وفقط اذا كانت الشيفيات الثلاثة تلتقي في النقطة   

 أولا نلاحظ أن  العلاقة 
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                 تكافيء  

                     

      

      
 

      

      
 

      

      
                                           

 

 .Mطة من النق لهما نفس الارتفاع      و     هذا لان المثلثين  

                        ومنه ينتج أن                        

 و أيضا 

                                                            

 .بالنسبة للمثلثات الأخرى ونفس الشيء

 نحصل على( 1) بالتعويض في  العلاقة   

       

       
 

       

       
 

       

       
 

  

  
 

  

  
 

   

  
                               

 

                              

 

                  

 . وبالتالي نحصل على المطلوب

 

 

 



13 
 

 

 

 عن طريق المرجح   :الثاني الإثبات

 لدينا الشكل المقابل 

                                  

 

 

  AICمن المثلث    A, B, Cلتكن النقط  

 A ,B  , Cث مرجح لنقاط الثلا Iنفرض النقطة 

                                         
 

 
 

 

 
 

 

 
   

α  حيث          

αلما    وهذا غير منطقي ( BC)المستقيم  إلىتنتمي  Iومنه النقطة      

αاذن     
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α إثباتنحاول  αو هذا ما يساوي       و         

βلنفرض          

     إذن  

                                                 
 

 
 

 

 
 

 

  
      =    

 

 
 

 

 
 

 

 
  

 α                                                                                    

                 α                                                                           

    النقطة  في انتقاطعما يمتوازيان  وهذا غير منطقي لأنه  (BC)  ,(AI)ن ومنه المستقيما

βنستنتج إذن                     

 حيث     النقطة يسمح لنا تجميع المرجح بافتراض 

       
 

 
 

 

 
                                                               

 ومنه 

     
 

 
 

  

   
                                                            

 (BC)والمستقيم  (AI)نقطة تقاطع المستقيم  أيضاو هي   (BC)هي نقطة من المستقيم       إذن النقطة 

   يتقاطعان في النقطة وهذان المستقيمان 

   هي نفسها النقطة      النقطة  أنومنه نستنتج 

                                                                                                       

    
 

 
 

 

 
                                                                         

 إذن                                          

                                                        β                          

 ومنه لدينا  المعاملات غير معدومة  

       

         
 

 
                                       (1)                               

α أننفرض  βإذن ,                                                       
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  , متوازيان وهذا غير منطقي  (IC) و(AB) ومنه المستقيمان 

  ,      النقطة  في انتقاطعما يلأنه

αإذن   و عليه                 

    النقطة يسمح لنا تجميع المرجح بافتراض 

     
 

 
 

 

 
                                                        

 ومنه .

   
  

   
 

 

 
                                                     

 

  (CI) ,(AB)ن نقطة تقاطع المستقيما أيضاو هي  (AB)هي نقطة من المستقيم      حيث النقطة 

    ن يتقاطعان في نقطة وهذان المستقيما

 ن متطابقتي    النقطة و       النقطة  أن الأخيرنستنتج في 

                                                                   

    
 

 
 

 

 
                                                        

 إذن 

α                                                                     

 لدينا المعاملات غير معدومة ومنه 

       

         
 

 
                         (2)                         

α أننفرض                



16 
 

α                                       

 إذن 

   
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

  
 

 

 
 

 

 
                                      

 ومنه  

                                                          

                                                             

 متوازيان  (IB) ,(AC)ومنه المستقيمان 

 إذن     النقطة  لأنها تتقاطع في وهذا غير ممكن

α                                         

    النقطة يسمح لنا تجميع المرجح بافتراض 

      
 

 
 

 

 
                                                                   

 ومنه 

   
 

 
 

  

   
                                                                 

   (AC), (IB) يننقطة تقاطع المستقيم أيضاوهي   (AC)هي نقطة من المستقيم      النقطة 

     نقطة الن المستقيمان يتقاطعان في وهذا

    تتطابق مع النقطة     النقطة  نستنتج  أن,  خير أ

                                                                      . 

     
 

 
 

 

 
                                                             

 إذن 

α                                                                          

 لدينا المعاملات غير معدومة ومنه 

       

         
 

 
                   (3)                                        

 بطرف نجد  ابضرب المعادلات  الثلاثة طرف
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 أي, و هو المطلوب 

                                                           
       

        
       

        
       

           

  بالمقابل 

 لدينا ليكن 

                                                                  
       

        
       

        
       

           

                                   

         ةيتقاطعان في النقط(   A  )( )B نلنفرض أن المستقيمي

  المثبت  الأولو باستعمال الاستلزام   (AB)و (CI)ن هي نقطة تقاطع المستقيما  Jلتكن النقطة 

 لدينا 

       

       
      

        
       

                                                   

 ينا الفرضية دول

       

        
       

        
       

                                                

 من المعادلتين نستنج 

      

     
 

       

                                                                  

 ن متطابقتي     و J   نأن النقطتيادلة تسمح لنا باستنتاج المع

 نقطة تقاطع المستقيمات I وكذلك ABو    CIهي نقطة تقاطع المستقيمان     أخرىبطريقة 

                   
          . 

 .العكسي  الاستلزام أثبتنابهذا فقد 

.6.Iتطبيقات   
 .في اختصار بعض البراهين وتخطي بعض التعقيدات فهي تساعد. نظرية شيفا عدة استخدامات وعدة نتائج ل

 منصفات زوايا المثلث, المتوسطات)نبين تقاطع المستقيمات الشهيرة في المثلث . فيم يلي بعض تطبيقاتها

  ولاكتشاف الفرق نقارن بين الإثبات بمبرهنة شيفا و بدونها.  (الداخلية وكذا الارتفاعات  
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I.6. 1 .في المثلث  لمتوسطاتبالنسبة ل 

 .ثقل المثلث مركز  أوتلتقي متوسطات المثلث الثلاثة في نقطة واحدة تعرف بالنقطة الوسطى  

 . : الإثبات

                                لدينا الشكل التالي

        

  منتصفا   H, Gن النقطتا,هي النقطة الوسطى   Pو النقطة   CF, BE, ADرسمنا المتوسطات   ABCفي المثلث 

PB, PC   النقطة  أنسنثبت , على الترتيبP   من جهة الرأس  2/1ن النسبة بينهما جزئ إلىتقسم المتوسط. 

المطلوب تحقيق  أن أي
  

  
 أو         

  

  
         . 

   ABCفي المثلث  الضلعين تصل بين منتصفي  EFالقطعة المستقيمة 

   و   BCتوازي الضلع الثالث   EF إذن
 

 
                 

   و      BCوازي ي  GH إذن  PBCفي المثلث   GHكذالك الحال مع القطعة 
 

 
     . 

 كل منهما و متطابقان حيث يساوي   BCمتوازيان  حيث يوازي كل منهما   EF ,GHضلعان ال,   FEGHالرباعي في 

 .   BCنصف 

 :يناصفان  بعضهما البعض  FG, EHن أن القطري الإضلاعن خصائص متوازي وم الأضلاعمتوازي  FEGHرباعي إذن ال
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  .المطلوب وبالتالي تحقق 

 الاثبات الثاني بتطبيق نظرية سيفا 

 F, E, Dعند النقاط   AB , CA, BCمتوسطات تنصف  الأضلاع     CF , BE, ADالمستقيمات     ABCفي المثلث 

 تيبعلى التر

                                    

 .المتوسطات و مركز الثقل                   

 :يتحقق  أنمتوسطات في نقطة واحدة لا بد من لكي تتقاطع ال

  

  
                                                            

  

  
  

  

  
                          

 ABمنتصف   Fالنقطة  أننلاحظ 

                                                          ومنه

                                                                                   

 ومنه 

  

  
  1                                                                           

 على الترتيب   CA, BCمنتصف   E, Dن يلأمر مع النقطتاكذلك 

                      ومنه                                            

 
  

  
  1                                                                    

 
  

  
   1                                                                    

 من الواضح أن 
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        =1                              

  

  
  

  

  
 

 .G تلتقي في نقطة واحدةCF, BE , AD  متوسطات الو بالتالي فإن 

 .حيث أن الإثبات بتطبيق نظرية سيفا اقل تعقيدا و الأسهل بينهما,وفي الأخير نلاحظ الفرق الظاهر بين الإثباتين 

 

I.6 .2 .الزوايامنصفات  تقاطع 

 

 .التي تمس أضلاع المثلث ة اخليدهذه النقطة مركز الدائرة ال,  منصفات الزوايا في نقطة واحدة تلتقي

. A  

                                  

 E F    

 

 C B 

 D  

 :لكي تتقاطع منصفات الزوايا في نقطة واحدة لابد أن يتحقق 

  

  
                                                        

  

  
   

  

  
  

 ستخدام مبرهنة منصف الزاوية ينتج لنااب

  

  
   

  

  
                                                                                    

  

  
   

  

  
                                                   

  

  
   

  

  
                                                   

   ومنه  

  

  
   

  

  
   

  

  
    

  

  
   

  

  
    

  

  
                            

 .نقطة واحدة  و لهذا فإن منصفات الزوايا تلتقي في

 مبرهنة مصف الزاوية 

 .منصف الزاوية في المثلث يقسم الضلع المقابل الى قسمين النسبة بينهما تساوي النسبة بين الاضلاع التي تحصر الزاوية 
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I.6 .3 .لارتفاعاتتقاطع ا 

 .تعامد هذا المثلث تقى الارتفاعات أو المركز رتفاعات المثلث في نقطة واحدة تعرف بملتلتقي ا

 ملاحظة 

 .كان لمثلث زاوية منفرجة فإن نقطة تلاقي ارتفاعاته  تقع خارج المثلث  إذا

 : هو مبين في الشكل التالي مثل ما

                            

 :  الإثبات

 .تطبيق سيفا والثاني بتطبيقها ن الاول بدون قوة نظرية سيفا سنقارن بين اثباتاولكي نوضح  

 :لدينا الشكل التالي 

 ا                                

 

 حيث تحقق المستقيمات  التالي   ABCالمثلث 

(BC( // )DF ), (AB( // )EF ), (AC( // )DE. ) 

 .  ABCارتفاع المثلث ( BH)و 

  DEFللمثلث    EDمنتصف الضلع   Bالنقطة  أنسنثبت  الأولفي 

 متوازي أن من خصائص ونعلم  ,ن مع بعضهما البعضمتوازيي ضلعينأضلاع لان كل متوازيي   BECA  , DBCAلدينا 
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 .المتوازية لها نفس الطول  الأضلاع , الأضلاع

 متساوين   BD ,BEعلى استقامة واحدة و طول الضلعين   B,D,Eومنه النقط (  AC)متوازية مع المستقيم ( BE) ,(BD) إذن

 . الإضلاعوهذا طبقا لخصائص  متوازي   ACلان كل منهما يساوي طول الضلع 

 ( .DE)منتصف   Bالنقطة  آنومنه نستنتج 

 . [DE ] لمستقيممحور ل(  BH) أنثانيا سنثبت 

 :ومن الشكل الهندسي لدينا ( DE)منتصف   Bالنقطة 

(DE( // )AC  ) و(AC)  (BH) 

 . DEانه محور ل  آيفي المنتصف   DEعمودي على    BH إذن

 . DEFهي محاور في المثلث   ABCفي المثلث  الأخرىالارتفاعات   أنبنفس الطريقة نثبت  

  , DEFهي ثلاث محاور للمثلث   ABCالارتفاعات الثلاثة للمثلث  أننستنتج  الأخيرفي 

 . أيضامتقاطعة   ABC ثلاث للمثلثومنه فان الارتفاعات ال ,متقاطعة  DEF في المثلث  الثلاثة محاورال أنحيث 

 الثاني بتطبيق نظرية سيفا  الإثبات

 .على الترتيب   F, E, D أقدامهاارتفاعات   : ABC   CF, BE, ADفي المثلث 

                         

 نقطة تقاطع الارتفاعات في المثلث تسمى المركز القائم                           

  :لكي تتقاطع ارتفاعات المثلث في نقطة واحدة لا بد ان يتحقق

  

  
                                                                       

  

  
  

  

  
  

 ومن التشابه ينتج ( وزاويتان متقابلتان بالرأس زاويتان قائمتان )متشابهان    AFM,  CDMالمثلثان 

  

  
  

  

  
                                                               

 لان لكل منهما)متشابهان   BDM, AEMمتشابهان و كذلك المثلثان   BFM, CEMأيضا المثلثان 

 ( . ن بالرأسزاويتان قائمتان وزاويتان متقابلتا 
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 ومن التشابه ينتج 

  

  
  

  

  
                                                             

  

  
  

  

  
                                                                                    

                                                                                          

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
   

  

  
  

  

  
            

  

  
  

  

  
  

  .M في نقطة واحدةو بهذا تلتقي ارتفاعات المثلث 

 .الأول بكثير من أسهلالثاني باستخدام سيفا  الإثبات أن الأخير نرىوفي 

.7.I امثلة  
  Nagelنقطة  : 1مثال 

 

                               

  بحيث   ABC   المثلث نعتبر . مثلث أينقطة ناجل هي نقطة موجودة في 

 .          و          و             

 و الدائرة الخارجية  ( AB)مع المستقيم  Cهي نقاط تتقاطع فيها الدائرة الخارجية     ,            نقاط لتكن  

A  مع المستقيم(BC ) والدائرة الخارجيةB   مع المستقيم(CA ) على الترتيب. 

 .نذّكر أن هذه الدوائر هي الدوائر التي مركزها نقطة تلاقي منصفات زاويتين خارجيتين للمثلث و زاوية داخلية

  (.نقطة ناجل )Nفي النقطة           , C   تتقاطع  المستقيمات  

 : دعنا نثبت أن  
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      S                            : AC+Aلدينا 

    AC+  C  S                                   

                     A ومنه

      
   

   
                     (1)                     

          لدينا كذلك                    

                                         

                 (2)ومنه              
   

   
    

 نجد  بنفس الطريقةو

   

   
                      (3)                     

 :بطرف نجد المعادلة التالية  ابضرب المعادلات طرف

  
   

   
   

   

   
                                                

   

   
  

 

 8187التي دونها في كتابه سنة  سميت نقطة ناجل نسبة للعالم الألماني كريستيان هاينريش فون ناجيل 

   Lemoineنقطة  : 2مثال 

 . للمتوسط بالنسبة لمنصف الزاوية  هو المستقيم النظير: المثلث    symédianesسنعرف أولا 

 Les symédianes(اللون الأحمر )بالنسبة لمنصفات الزوايا ( باللون الأخضر) هم المستقيمات النظيرة للمتوسطات 

 .    Lemoineالمثلث في نقطة واحدة تعرف بنقطة   symédianesتتقاطع  ( .اللون الأزرق المتقطع)

 وعليه فان هذه المستقيمات تتفاطع في نقطة واحدة  : يمكن إثبات تقاطعها باستعمال نظرية شيفا بصيغتها المثلثية

 إذا وفقط إذا

                                                                    . 

 
        

        
 

        

        
 

        

        
                    

 

 :فان الزاوايا التالية متساوية,  هي المستقيمات المتناظرة مع المتوسطات بالنسبة للمنصفات symédianes أن ال وبم 
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 :الأخرىونفس الأمر مع الزوايا  الأربعة  

 

                                                                                          

 و

                                                                                       

 العلاقة  نحصل على(A)  وبالتعويض في العلاقة 

        

        
 

        

        
 

        

        
                                                      

 وهي علاقة شبفا بصيغتها المثلية بالنسبة لتقاطع المتوسطات  اذن 

        

        
 

        

        
 

        

        
                                                      

 .بت تقاطع هذه المستقيماتيثوهذا 
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 Gergonne aنقطة   3مثال 

   لدينا الشكل المقابل 

 X                 y 

 

  c b 

 z 

  bc,ab ,acضلاع لانقاط تماس هذه الدائرة مع ا  zو  yو xحيث  الدائرة المحاطة بالمثلث مركزها نقاط تقاطع المنصفات 

 .باستخدام  نظرية سيفا  إثباتهاويمكن   Gergonneتتقاطع في نقطة واحدة نقطة   az ,xb ,cyومنه فان المستقيمات  

 ومنه وبتطبيق  نظرية سيفا على المثلث    bz = byو   cx = czو   ax =ayلدينا  

  

  
 

  

  
 

  

  
                                                                     

 .وبالتالي محققة 

 

. 
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 . IIلاوسمبرهنة مني Théorème de Menelaus  

 

 .1.II مدخل  

  تتعلق   هي مبرهنة تم صياغتها من قبل مينلاوس الاسكندري  Théorème de Menelausمبرهنة مينلاوس

 .التواليو تواطؤ النقاط على  إنشاءالنظريات المفيدة في  أهمبمثلثات في المستوي تعد من 

                                           .اشتهر بالنظرية التي حملت اسمهكما مؤلفات الله العديد من و , فها في دراسته لعلم الفلك وظّ  

 .2.II النظرية 

تقع    F, E, Dو كانت النقاط   ABCتشكل مثلثا   A ,B, Cإذا كانت النقاط 
 . (BC),(AC) ,(AB)على المستقيمات  

 تقع على مستقيم واحد إذا و فقط تحققت العلاقة F, E, Dالنقاط الثلاثة 
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II  .3 .الإثبات  

 .ABCداخل أو خارج المثلث  DEFبحسب وضعية المستقيم , هناك حالتين 

  الأولىالحالة  

 ABCالمثلث  داخل  DEF يمر المستقيم

                                                                                         

  الحالة الثانية 

  ABCبالكامل خارج المثلث EDFالمستقيم  

                                   

  الأول الإثبات

 س لوبتطبيق نظرية طا(    A)موازي للمستقيم ( BD)المستقيم حيث   (FD)هي نقطة تنتمي إلى المستقيم      

 : الشكل المقابل  على 

 

 مبرهنة طالس 

 .المتوازية تحدد على اي قاطعان لها قطعا متقابلة متناسبة في اطوالها المستقيمات 
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 ومنه نستنتج 

      

      
   

      

         
    
    

      
  

      

      
  

      

      
                     

  وهذا ما يكافئ

      

      
 

      

      
 

      

      
  1                                          

 بالمقابل 

 تقع على التوالي (BC) ,(AC) ,(AB)تنتمي للمستقيمات     F, E, Dلتكن النقاط الثلاثة 

 :حيث تحقق 

      

      
 

      

      
 

      

      
  1                                         

 متوازيان ( EF), (BC)ن يالمستقيم أنلنفترض 

  FBCبتطبيق نظرية طالس  على المثلث 

      

      
   

      

      
                                                      

 :ية فهذا يعنيالفرض إلىبنظر 
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 لي اتالوب

      

      
   1                                                         

 .و هذا مستحيل    B=C أنومنه نستنتج 

 Xنسميها  (EF) ,( BC)للمستقيمين  عن لدينا نقطة تقاطلتك

 لدينا 

      

      
 

      

      
 

      

      
  1                                     

  X = Dوفقا للفرضية 

      

      
  

      

      
                                       

 تقع على استقامة  واحدة  F, E, D أنمما يعني 

 الثاني  الإثبات
 .أخر إثباتوهناك  

                              

 سنجد  ABCبتطبيق نظرية منلاوس على المثلث 

   

   
 

   

   
 

   

   
                                                            

 تقع على خط واحد     و  و  لإثبات ان النقط 

 الذي يشمل النقط الثلاث  عمودية على المستقيم(   C),(   ),(  A)في البداية ان المستقيمات 

  (      )     و  و  

  (    )عمودية على المستقيم (   C),(  B),(  A)إذن المستقيمات 

 وبالتالي تحقق المعادلات التالية 
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 بطرف نجد  االمعادلات طرفبضرب 

   

   
 

   

   
 

   

   
                                                            

 و هو المطلوب 

 بالمقابل 

 لدينا 

   

   
 

   

   
 

   

   
                                                         

    يتقاطعان في النقطة   (BC)و (    )المستقيمان  أننفرض 

 إذن

   

   
 

   

   
 

   

   
                                                             

 أنومنه نستنج 

   

   
 

   

   
                                                        

     تتطابق مع النقطة   ( BC)في المستقيم    النقطة 

  .تقع على نفس المستقيم     و  و  وبالتالي النقط 

II.4 .أمثلة  

 وقوة هذه النظرية سوف نقارن بين إثباتين لمستقيم سيمسون بتطبيق النظرية  أهميةلإظهار مدى  1مثال 

 .وبدون تطبيقيها 

 مستقيم سيمسون : لدينا الشكل المقابل 

 ABC    مثلث حيث النقطةM   نقطة من الدائرة المحيطة بالمثلثABC   حيث النقاطw ,v ,u   مواقع عمودية 

 .تقع على استقامة واحدة   W , V , Uالنقاط  أنعلى التوالي  ومنه سنثبت   AB , AC , BC الأضلاععلى 

 .سيمسونيسمى مستقيم    W , V , Uهذا المستقيم  الذي يمر عبر النقاط 
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 مجموع قيس الزاويتين  أنيكفي إثبات 

(1)                                           

 ومن خصائص الشبه منحرف الزاويتان متتاليتان )  MVUCشبه منحرف   تشكل رباعي  M , V , U , Cدينا النقاط ل        

   أنومنه نستنج (       °مجموع قيسيهما يساوي 

                                                                                       

 ومنه فان 

                                                                               

                                                  (2)                              

 ومنه  MVAW  شبه منحرف  تشكل رباعي    M , V , A ,W بالنفس طريقة لدينا النقاط  و

          °                                                        

                                   °                                        (3)                           

 فإن ( 1)في ( 3)و ( 2)ومنه وبتعويض 

                                                               

 °                               (*)                         

 شبه منحرف و منه نستنج    ABCMو لدينا الرباعي 

                                                                                 

 نجد فإننا )*( وبالتعويض في المعادلة 

                                                                                   

 . تقع على مستقيم واحد   W , V ,Uوبالتالي النقاط 
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 س وبتطبيق نظرية منيلا الإثبات

 ق العلاقة التالية يحقتقع على نفس المستقيم لابد من ت  W, V , Uالنقاط  أنمن الشكل السابق لإثبات 

  

  
 

  

  
 

  

  
                           (1)                               

       المثلثية  ولدينا باستخدام الدالة 

       
  

  
                                                

            ومنه فإن           

  الأخرىبنفس الطريقة نجد  القيم 

                                      

                                      

                                      

                                    

                                   

 نستنج ( 1)بتعويضها في المعادلة و

  

  
 

  

  
 

  

  
 

        

        
 

        

        
 

        

        
                   

 ولدينا الزوايا 

                              

                             

                              

 عادلة نجد بالتعويض في الم

  

  
 

  

  
 

  

  
                                            

 .وهو المطلوب 
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 2مثال 

 مستقيم اويلر

                                  

 نقطة فان ,  الأضلاع ه في أي  مثلث غير متساويانالرياضي السويسري ليونارد اولر  اثبت العالم 

   .قيم الذي سمي باسمهنفس المست إلىتلاقي المحاور ونقطة تلاقي المتوسطات ونقطة تلاقي الارتفاعات تنتمي 

 (لون ازرق )حيث يمر من نقطة تقاطع ارتفاعات المثلث   , الأحمراويلر باللون بظهر مستقيم أعلاه  في الشكل 

 ..(لون برتقالي )و النقطة المركزية للمثلث ( خضرلأالون ال)و مركز الدائرة المحيطة بالمثلث 

 تطبيق 

 

 A 

  D 

 

  E  

 

 

    C  B F 

 

(ABC  ) مثلث حيث 

B=°90            BC=3cm   AB= 4cm               

D  نقطة من المستقيمAC   حيثAD =1cm    وE   منتصفAB 

   BFاوجد  Fفي ( CB)يقطع المستقيم ( DE)المستقيم 
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 على التوالي ( AB )( BC) ( AC)تقع على المستقيمات  ,D E , Fحيث       ABCنعتبر المثلث

 وباستعمال مبرهنة منلاوس نجد 

  

  
 

  

  
 

  

  
                                 *                                             

              AE=EB =2لدينا 

                  DE =1                      

FC=FB+BC  = BF+3             

 

 فيثاغورس نجد باستعمال خاصية 

                                                                                   

                                                                             

  

                                                                            CD= AC-ADولدينا 

                                                                      1-5       = 

                                                                          4= 

 نجد * بالتعويض في 

 

 
 

  

    
 

 

 
                                                                                                                                                                       

                                                                            CD= AC-ADولدينا 

                                                                      1-5       = 

   

                                                                        4= 

 

 نجد * بالتعويض في 

 

 
 

  

    
 

 

 
                                                                                 

                                           

 خاصية فيتاغورس 

 اذا كان مثلث قائما فان مربع طول وتره يساوي مجموع مربعي طولي ضلعيه الاخرين 



36 
 

 تطبيق 

 C 

 

 X Y 

 

 

 B A 

 رتيب على الت( AC)و( BC)ن  على المستقيمان اتقع yو  Xو نقطتان      ليكن المثلث

  هي النقطة ( BY),(AX)ن ونقطة تقاطع المستقيمي

 عمال استب
  

  
و            

  

  
       حيث      

  عبر عن
  

  
             

 

 تقع على استقامة واحدة   B,R, Y فان النقط, وعليه      المثلث  نعتبر

 وباستعمال نظرية منلاوس نجد

      

      
 

      

      
 

      

      
                                                         

وبالتالي 
      

      
 

      

      
 

      

      
 

 

 
                                          

وهذا يعني 
     

   
 

 

 
                                     

  وبالتالي 
      

      
 

 

 
                                        

 
      

      
 

 

 
                                               

 
   

 
                                                

 ومنه ينتج
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 .IIIملاحظة 

 

 بينما , رير يخص النقطنظرية  منلاوس تتعلق بتق  أنحيث .ن لبعضهما البعض نذكر أن  النظريتين مكافئتي  ,كملاحظة أخيرة 

 .نظرية شيفا محتواها يخص المستقيمات

 الخاصة بالنقط و بسيطةالمسلمات عدد قليل من الهي هندسة تعتمد على  Projective Geometry) (الهندسة الاسقاطية 

 أدق تعتمد على البديهات التاليةبعبارة و, المستقيمات 

 .كل مستقيميبن يتقاطعان في نقطة واحدة_        

 .فان مستقيما واحداكل نقطتين يعرّ _        

 لا يوجد توازي في الهندسة الاسقاطية . 

 لديها ما يقابلها هناك مبدأ هام في هذه الهندسة يسمى مبدأ الازدواجية مفاده ان كل نتيجة صحيحة  تتعلق بالنقاط يكون

 .من نتيجة خاصة بالمستقيمات 

 .و من هنا نستنتج ان مينلاوس و شيفا متكافئتين

 

 

                            

 بالترتيب ( BC)و( AC)و( AB)على المستقيمات             حيث تقع النقط   ABCلدينا المثلث 

 وحسب سيفا لدينا   Gتتقاطع في نقطة واحدة                ومنه المستقيمات الشيفات 
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 بتطبيق نظرية منيلاوس مرتين 

 على استقامة واحدة في المستقيم  G وC و    حيث تقع النقاط الثلاثة     ABالمرة الاولى على المثلث 

(C   )  

 ومنه المعادلة التالية 

       

        
      

        
       

      
                                                           

 على استقامة واحدة في المستقيم     وG وBتقع النقاط الثلاثة حيث     CAالمرة الثانية على المثلث 

(B   ) 

 ومنه المعادلة التالية 

       

        
      

        
       

      
                                                           

 بضرب المعادلتين نستنج 

       

        
      

        
       

      
 

       

        
      

        
       

      
 

       

        
       

        
       

                               

                                             

  منه فهي محققة 

 مثال

                               

  ABCDفي الشكل المقابل الرباعي المحدب 

   kيتقاطعان في النقطة   CBو  DAالمستقيم 

  Lيتقاطعان في النقطة   DCو  ABالمستقيم 

  G  يتقاطعان في النقطة   klو  ACالمستقيم 

  Fيتقاطعان في النقطة    KLو  DBالمستقيم 
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اثبت ان 
  

  
 

  

  
                        

 هي نقطة تقاطع الشيفيات ومنه   Bحيث   DKLبتطبيق نظرية سيفا على المثلث 

  

  
 

  

  
 

  

  
                      (1)                 

 ومنه   ACGحيث المستقيم   DKLو  بتطبيق نظرية منيلاس على المثلث 

  

  
 

  

  
 

  

  
                    (2)                 

 فإن ( 2)و  (1)من 
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 الخاتمة

    

      لاوسييفا ومنش,مبرهنتين هامين في الهندسة الاقليدية قد تطرقنا لل

اليوم في علم إلىالنظريات القديمة التي مازالت تطبق  أهمحيث يعدان من   

.ويعتبران من الخواص المهمة للمثلثات الهندسة   

لهما لاستعماا عنهما بالتفصيل وعن الاثباتات الواردة و الاكثراتحدثن    

و تحدثنا عن دورهما  و اسهامهما في نا ذلك بأمثلة وتطبيقات حضو  

  .الكثير من الصعوبات في الهندسة الاقليدية تخطي

النظريتن في علم الرياضيات بل يمتد استخدامهمان تياهولا ينحصر استخدام   

الفيزياء والفلك علوم إلى   

فهناك العديد من النظريات , جزء بسيط من هندسة المثلث ومنيلاوسسيفا   

من لعديد  أخرىقد تكون موضوعات  لم نتطرق لها و التي البالغة الأهمية   

الهندسة الاقليدية  في موضوع آخرينمشاريع التخرج لطلبة    
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