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Introduction Générale 

Les arbres ou les rotors sont définis comme étant tout élément tournant 

autour d’un axe fixe. Ils constituent les pièces maîtresses des machines 

tournantes dont le domaine d’applications industrielles est très vaste (machines-

outils, turbines, véhicules, turbocompresseurs, nucléaire, l’industrie pétrolière, 

etc.). Parmi leurs fonctions on peut citer la transmission de puissance ou la 

transformation de l’énergie mécanique en énergie électrique. 

L’arbre d’un rotor peut être considéré en tant qu’un corps élastique 

continu avec des propriétés d’inertie et de masse réparties tout le long de sa 

longueur surtout dans le domaine de grandes vitesses. Pour cela des types variés 

de vibrations apparaissent dans ce système mécanique et souvent limitent les 

performances et mettent en danger la sécurité d’opération. 

L’analyse dynamique des corps continus en rotation s’impose donc car la 

connaissance précise du comportement vibratoire est indispensable pour assurer 

un bon fonctionnement. 

Le progrès technologique exige sans cesse des systèmes plus performants. 

Pour les machines tournantes, de grandes puissances et des vitesses très élevées 

sont parmi les objectifs voulus. Cependant, les problèmes vibratoires lies leurs 

éléments principaux tels que les arbres et les rotors sont des phénomènes qui 

demeurent encore préoccupants malgré les progrès réalisés dans la conception. 

Ces derniers qui sont dus, par exemple, aux inévitables défauts d’usinage et de 

montage limitent les performances des machines en affectant leur fonctionnalité 

et leur profitabilité. Ils peuvent causer des dégâts sérieux ou mener à leurs 

ruines. Une compréhension complète du comportement vibratoire et une 

connaissance suffisante sur la dynamique des rotors sont donc nécessaires pour 

trouver les moyens d’éviter ou de réduire ou de supprimer les vibrations. 

Initialement, les premiers soucis et efforts étaient de prédire les vitesses de 

rotation critiques de résonance et après modifier la conception pour les changer 
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afin de les éviter. Mais, il a longtemps été observé que quand les vitesses 

d’opération dépassèrent les vitesses critiques des problèmes indésirables variés 

d’instabilité apparaissaient. La dynamique des rotors a été développée pour 

surmonter ces difficultés techniques. L’arbre ou le rotor est la partie tournante 

d’une machine. Si sa déformation est négligeable pour des vitesses dans la 

gamme d’opération on dit qu’il est rigide. Par contre, s’il se déforme 

appréciablement à certaines vitesses de la gamme d’opération on dit qu’il est 

flexible. 

Le comportement dynamique des arbres et des rotors est principalement 

du aux vibrations de flexion qui peuvent être excité par plusieurs différentes 

causes. L’une des causes les plus connues est l’excentricité du centre de gravité 

quand appelle le balourd. Avec ce dernier, on a une distribution de déséquilibre 

tout le long de l’arbre ou le rotor. 

Généralement, il a aussi des vibrations de torsions qui peuvent concerner 

le comportement dynamique de tels systèmes, mais pour ce travail on s’intéresse 

principalement aux problèmes directs des vibrations de flexion. 

Le problème principe dans l’étude dynamique des arbres et rotors est la 

détermination des vitesses critiques. Le concept de ses dernières est montré à 

l’aide du modèle simple De Laval Jeffcott où une excentricité du centre de 

gravité cause la déflection élastique qui dépend de la vitesse de rotation et peut 

avoir des valeurs extrêmement grandes voir infinies en théorie (phénomène de 

résonance). 

Les arbres ou rotors des machines tournantes sont, dans une première 

étape dimensionnés à partir de la résistance des matériaux où il s’agit d’avoir 

des dimensions minimales pouvant supporter des charges nominales. L’étude 

dynamique vibratoire est ensuite effectuée. Parmi les objectifs principaux de 

cette dernière on peut citer : 
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- La prédiction des vitesses critiques ; vitesses pour lesquelles les vibrations 

dues aux déséquilibres sont maximales. 

- La modification de la conception pour altérer les vitesses critiques. Si l’on ne 

peut pas changer la gamme des vitesses d’opération alors des modifications de la 

conception seront requises. 

- La prédiction des réponses dues au déséquilibre dont la précision dépend de la 

modélisation. 

- La détermination des conditions qui limitent le seuil de la vitesse et de la 

puissance au-delà de laquelle le rotor serait instable. Par exemple les forces 

déstabilisatrices venant des paliers ne sont pas bien connues pour une 

modélisation précise. 

- Le calcul des masses de correction d’équilibre à partir des données des 

vibrations mesurées. Ceci permet de réduire sur place l’amplitude des vibrations 

synchrones. 

Le travail présenté dans cette thèse concerne l’analyse du comportement 

dynamique 

vibratoire d’un ventilateur de tirage ciment. Il comprend une introduction 

générale, trois chapitres et une conclusion générale. 

Les concepts de base de la dynamique des rotors sont exposés dans le 

premier chapitre. Dans celui-ci le phénomène du tournoiement est expliqué et la 

notion de vitesse critique est introduite. Les vibrations latérales du modèle 

élémentaire de Laval / Jeffcott sont étudiés sans paliers ensuite avec des paliers 

isotopiques puis anisotropies. 

Dans le deuxième chapitre, Le développement de la modélisation par 

éléments finis est exposé dans le quatrième chapitre. Dans celui-ci on présente la 

procédure et les moyens pour faire une étude précise de l’analyse du 
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comportement vibratoire des arbres ou des rotors avec un exemple de modèle de 

rotor pour montrer le montage de la matrice globale. 

Dans le troisième chapitre, on développe l’analyse vibratoire 

analytiquement du ventilateur de terrage ciment FAN 280. 

Enfin, on termine par une conclusion générale avec des suggestions pour 

des travaux futurs. 
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Introduction 

Cette partie a pour but de développer les équations du mouvement afin de prévoir le 

comportement dynamique d’un rotor dont le support est soumis à un mouvement quelconque 

connu .les caractéristiques de chaque élément composant un rotor sont d’abord développés .un 

modèle éléments finis est développé dans le souci de traiter des systèmes réels .les équations 

du mouvement du rotor sont obtenues par application des équations de Lagrange. 

La méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée pour mettre en place un modèle permettant de traites 

des cas simples et de mettre en évidence des phénomènes de base. 

 

I.1 modélisation du rotor  

Ce chapitre expose les éléments théoriques utilisés pour obtenir les équations du 

mouvement d’un système en rotation. Il permet de définir aussi bien un modèle analytique 

d’analyse qu’un modèle éléments finis à usage plus général. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.1 Exemple de rotor 

Les éléments de base des rotors sont l’arbre les disques et les palies. Les expressions des 

énergies cinétiques sont nécessaires pour caractériser l’arbre, le disque et le balourd (figure 

I.1). 

L’énergie potentielle est nécessaire pour caractériser l’arbre, le travail virtuel est calculé pour 

les forces dues aux paliers. Les équations générales du rotor sont obtenues à partir des étapes 

suivantes : 

 

-L’énergie cinétique T, l’énergie de déformation U et l’énergie déformation U 

, et le travail virtuel W sont calculés pour tous les éléments de système. 
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-une méthode de discrétisation est choisie : la méthode de Rayleigh-Ritz est bien adaptée ause 

systèmes simples et résulte en un faible nombre de degrés de liberté, la méthode des éléments 

finis est adaptée aux applications réelles. 

N (1≤ i ≤ N) représente le nombre de degrés de liberté. 

   : sont les coordonnées généralisées indépendantes. 

   : est le vecteur forces généralisées. 

- les équations de Lagrange sont utilisées pour l’obtention des équations du mouvement soit : 

 

 

  
.
  

   
/  

  

   
 
  

   
                                                                                 (1.1) 

 

I.1.1.le disque 

Le disque est supposent rigide. Seule son énergie cinétique est considérée. Soient  

R0(x, Y, Z) un repère fixe et R(x, y, z) un repère tournant lié au disque (figure III.2). 

Le système de coordonnées x, y et z est relié au système de coordonnées X, Y et Z par 

l’intermédiaire des angles   .pour déterminer la position du disque, on effectue une 

rotation initiale d’un angle autour de l’axe Z, puis d’un angle autour du nouvel axe x, 

noté  , enfin d’un angle autour de l’axe de rotation propre du disque y. 

Le vecteur de rotation instantanée traduisant la position du repère R s’écrit  

 

 ⃗⃗  
  
⁄
   ̇     ̇   ⃗⃗  ⃗   ̇                                                                                          (1.2) 

Où
 
→, 

 
→
 
et Y sont les vecteurs unitaires suivant les axes 

®
OZ   , 

®
Ox1 et 

®
OY. 

L’énergie cinétique du disque autour de son centre de masse O est calculée dans le repère 

tournant R. le vecteur de rotation instantanée s’exprime alors dans ce repère : 

 

 ⃗⃗  
  
⁄
  [

  
  
  
]  [

  ̇             ̇      

 ̇   ̇      

  ̇             ̇      

]

 

                                      (1.3)   

 

     Et   étant les composants du vecteur de rotation instantanée suivant x, y et z .soient u 

et w les coordonnées du centre du disque O suivant OX, OZ dans   ; les coordonnées suivant 

OY restant constante .la masse de disque et  le tenseur d’inertie est noté : 
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/O=[

     
     

     

]

 

                                                                                            (1.4) 

 

    ,   et    sont le moment d’inertie suivant les axes X, Y et Z. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.2 repère de référence d’un disque monté sur un arbre flexible 

 

L’expression générale de l’énergie cinétique du disque Td s’écrit alors : 

 

   
 

 
  ( ̇

   ̇ )  
 

 
(     

       
       

 )                                  (1.5)  

Cette expression peut être simplifiée quand le disque est symétrique       . 

Lorsque les angles   et    sont petits et la vitesse angulaire constante           l’équation 

(1.5) devient : 

   
 

 
  ( ̇

   ̇ )  
 

  
   ( 

     ̇   )                                               (1.6) 

Le terme
 

 
    

    qui est constant, n’a pas d’influence .le dernier terme     ̇    représente 

l’effet gyroscopique (Coriolis). 

I.1 .2 l’arbre 

L’arbre est assimilé à une poutre de section circulaire et caractérisé par son énergie cinétique 

et potentielle. 

I.1 .2 .1 l’énergie cinétique 

La formulation générale de l’énergie cinétique de l’arbre est similaire à celle développée pour 

le disque (équation 1.6). Pour un élément de longueur L de section droit constante, 

l’expression de l’énergie cinétique s’écrit : 
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∫ {   [.

  

  
/
 

 .
  

  
/
 

]     [.
   

  
/
 

 .
   

  
/
 

]     0  
   

  
   

   

  
1}   

 

 
  (1.7) 

  Est la masse volumique,   est la section,   est le moment d’énergie transverse,   est le 

moment d’inertie polaire.  

La première intégrale de l’équation (1.7) correspond à l’expression de l’énergie cinétique 

d’une poutre en flexion, la seconde à l’effet d’inertie dû à la rotation et la dernière intégrale 

représente l’effet gyroscopique. 

I.1.2.2 Energie de déformation 

L’énergie de déformation n’est pas affectée par le mouvement du support car elle ne dépend 

que des contraintes et donc de la déformée de l’arbre par rapport au support. Dans ce calcul, 

(en néglige les effets de cisaillement). 

Les notations suivantes sont utilisée (figure I .3) : 

C est le center géométrique de l’arbre, B(x, z) est un point typique de section, E est le module 

d’Young du matériau,  représentent la déformation et la contrainte, u* et w* sont les 

déplacements du centre géométrique suivant les axes x et z (dans le repère mobile). 

Le déplacement d’un point de la section droit s’exprime en considérant seules les 

déformations dues à la flexion, les effets de cisaillement ne sont pas pris en compte. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.3 coordonnées du centre géométrique C et d’un point arbitraire B de la section du 

rotor 
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La déformation en flexion d’un point de l’arbre de coordonnée x et z dans R est          

avec : 

Déformation linéaire :     
    

   
  

    

   
                                                               (1.8) 

Déformation non linéaire : 

    
 

 
.
   

  
/
 

 
 

 
.
   

  
/
 

                                                                       (1.9) 

L’expression générale de l’énergie de déformation du rotor en flexion est alors 

  
 

 
∫ * + , -  
 

                                                                                               (1.10) 

Ou’    est la contrainte de flexion. 

La relation entre contraintes et déformations est : =E , donc : 

  
 

 
∫ (  

        
 )

 
                                                                                                  (1.11) 

A cause de la symétrie de l’arbre par rapport aux axes x et y : 

∫           
                                                                                                (1.12) 

Le troisième terme de l’intégrale (1.11) représente l’effet d’une force axiale et n’est pas pris 

en compte dans cette étude. En utilisant (1.8) : 

∫
 

 
∫ ∫ .  

    

   
  

    

   
/
 

    
 

 

  
                                                       (1.13) 

  
 

 
∫ ∫ (  .

    

   
/
 

   .
    

   
/
 

    
    

   
    

   
)

 

 

 
                                    (1.14) 

Par symétrie, le troisième terme de (1.14) est nul et, en introduisant les inerties de section : 

   ∫     
 

 

       ∫      
 

                                                                       (1.15)                                                                                                                                        

∫       
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∫ (  .

    

   
/
 

   .
    

   
/
 

)   
 

 
                                                            (1.16) 

Pour éviter des termes périodiques, explicitement fonction du temps, il est nécessaire compte 

tenu des propriétés des paliers, d’exprimer l’énergie de déformation en fonction de U et w 

composantes du déplacement dans R0. Le passage de u *, w * à u, w s’écrit (Figure.  I.3) : 

2
                
                

                                                                         (1.17) 

En remplaçant   et    par leurs valeurs (1.17) : 

  
 

 
∫ (  .     

   

   
      

   

   
/
 

   .     
   

   
/
 

)   
 

 
                           (1.18) 

  
 

 
∫   (   

    .
   

   
/
 

          .
   

   
/
 

 
      

   
          )     

 

 

    (   
    .

   

   
/
 

        .
   

   
/
 

  
   

   
   

   
          )             (1.19) 

Pour un arbre symétrique (ou.           )  L’expression de l’énergie potentielle devient : 

  
 

 
∫   (   

            ) .
   

 
/
 

 (               ) .
   

   
/
 

 

 
                 (1.20) 

Finalement : 

  
 

 
∫   
 

 
(.
   

   
/
 

 .
   

   
/
 

)                                                                  (1.21) 

I.1.3 paliers 

Un palier comporte des caractéristiques de raideur et d’amortissement dans les deux plans, 

plus des termes croisés (Figure I.4).Les forces induites par ces paliers sont dues au 

déplacement de l’arbre (repère R) par rapport au support (repère     ). Elles ne dépendent 

donc pas du mouvement du repère    par rapport au repère    

Le travail virtuel   , des forces extérieures agissant sur l’arbre s’écrit sous la forme : 

                                                     ̇
̇̇

    (1.22) 
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                                          Figure I.4 Amortissement et raideur des paliers 

Ou sous une forme plus compacte   : 

                                                                                            (1.23) 

Où   et   sont les forces généralisées déterminées à partir des caractéristiques de raideur et 

d’amortissement des paliers (figure I.4). En utilisant les deux équations (1.22) et (1.23) il 

vient : 

 

[
  
  
]   [

      
      

] 0
 
 
1  [

      
      

] 0
 ̇
 ̇
1                                                                  (1.24) 

Remarque : ces équations peuvent également être exprimées en fonction des déplacements 

dans le repère R. ces dernières ne font intervenir que   et     sont obtenues à partir de 

l’expression du travail virtuel suivant : 

        ( 
                 )(                 )        (  

       

       )(                  )                                                      (1.25) 

        0(      
    )   

      

 
(       ) 

 1     0(      
     

      
    )    

       

 
(       ) 

 1                                                          (1.26) 
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L’équation (1.26) montre que, si         la contribution des paliers ne permet pas dans ce 

cas d’éliminer la variable temps des équations. 

I.1.4 Le balourd 

Le balourd initial est généralement réparti de manière continue et quelconque sur le rotor 

(figure I.5) 

 

 

 

 

 

 

Figure I.5 Répartition du balourd sur le rotor 

Pour modéliser simplement le balourd, il est décomposé en masses concentrées situées dans 

différents plans (figure I.5).ces masses sont supposées avoir effet que le balourd 

Continu sur le comportement dynamique du rotor. 

 

 

 

 

 

 

Figure I.6 Modélisation de la répartition du balourd sur le rotor 

A l’arrêt, la position    de chaque masse    est définie par son abscisse sur l’axe     . 

La distance            étant le centre de la section de l’arbre, l’angle   que fait la position 

de la masse par rapport au repère tournant de référence .Lors de la rotation du rotor, chaque 

masse    est liée à l’arbre en position déformée (figure I.7). 
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La masse m située à la distance d du centre géométrique de l’arbre .Son énergie cinétique doit 

être prise en compte. 

 

 

 

 

 

                                         

 

Figure I.7 Masse de balourd 

La masse reste dans un plan perpendiculaire à l’axe y, sa coordonnée selon cet axe dans le 

repère R0 est donc constante. 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  [
        
          
        

]

  

                                                                                     (1.27) 

La vitesse du balourd s’écrit alors : 

 ⃗  
   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

  
 [
 ̇         

 
 ̇         

]

  

                                                                                (1.28) 

L’expression de l’énergie cinétique   du balourd : 

   
 

 
  . ⃗ 

 ( )/
 

                                                                                                    (1.29) 

Introduisant (1.28) dans (1.29) : 

   
  

 
. ̇   ̇                          ̇̇ /                                     (1.30) 

Le terme     ⁄ est constant et n’interviendra pas dans les équations .Lamasse du balourd 

étant négligeable par rapport à la masse de rotor, l’expression de l’énergie cinétique peut être 

approximée par : 

       ( ̇             ̇ )                                                                     (1.31) 
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Les expressions de l’énergie cinétique, de déformation et du travail virtuel étant établies, la 

dissipation due à l’amortissement interne peut être développée via des modèles analytiques ou 

élément finis. 

I.2 Modèle simple 

Notre objectif est de présenter la mise en place d’un modèle de calcul permettant, à l’aide 

d’un rotor vertical pas dans les tempes. Ainsi, après avoir validé le modèle sur exemples de 

référence, nous pourrons évaluer l’influence de l’action non linéaire d’un palier à air sur le 

comportement de l’ensemble. 

I.2.1.Description du modèle  

Le modèle retenu s’agit d’un modèle simple mais réaliste, permettant de rendre compte des 

phénomènes de base de la dynamique des rotors. 

  (       ) Est le repère initial, l’axe du rotor au repos étant porté par la direction Y. La 

vitesse de rotation est constante. Afin de pouvoir simplifier les calculs, un seul degré de 

liberté est utilisé pour le déplacement dans les directions X et Z. 

Les expressions des déplacements dans les directions X et Z sont respectivement mises sous 

la forme (méthode de séparation des variables) 

 (   )   ( )  ( )   ( )   

 (   )   ( )  ( )   ( )                                                                               (1.32) 

Ou    et    sont des coordonnées indépendantes généralisées .Etant donné, que les 

déplacements angulaires       , Figure I.8, sont petits, ils sont approchés par : 

(
  

  

  
 
  ( )

  
    ( )  

   
  

  
  

  ( )

  
     ( )  

                                                                   (1.33) 
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Figure I .8 Représentation des coordonnées 

Le second ordre des dérivées des déplacements u et w est nécessaire pour exprimer l’énergie 

élastique de l’arbre  

   

   
 
   ( )

   
    ( )  

   

   
 
   ( )

   
    ( )  

                                                                          (1.34) 

La fonction de déplacement f est choisie pour représenter exactement la forme du premier 

mode d’une poutre de section constante en flexion sur deux appuis situés à ses extrémités. 

 ( )     
  

 
                                                               (1.35)                                                                                                                     

D’où,         g( )  
 

 
   

  

 
                                           (1.36) 

 ( )   .
 

 
/
 

   
  

 
                                                     (1.37) 

Dans ce qui suit toutes les expressions seront données en fonction des coordonnées 

généralisées   et    et de leurs dérivées. 

Les constituants de la ligne d’arbre à prendre en compte sont : 

- le(s) disque(s) 

- le rotor (section circulaire pleine ou creuse) 

- le(s) roulement(s), (palier(s) à action linéaire) 

- le(s) palier(s) aérodynamique(s), (palier(s) action non linéaire) 

- le(s) balourd(s)  
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I.2.2 Elément de disque 

Le disque est considéré comme étant parfaitement axisymétrique. Son énergie cinétique      

pout s’écrire de la façon suivante : 

   
  

 
,    

 (     )      
 (     )-( ̇ 

   ̇ 
 )       

 (     ) ̇  ̇                       (1.38)                 

Le disque est considéré rigide, son énergie de déformation est donc nulle. 

I.2.3 Elément de l’arbre 

Le rotor est lui aussi considéré axisymétrique. L’expression de son énergie cinétique, T5, est 

la suivante : 

   
 

 
0  ∫   

 

 
( )     ∫   ( )  

 

 
1 ( ̇ 

   ̇ 
 )      ∫   ( )   ̇   

 

 
            (1.39) 

L’énergie de déformation de l’arbre      s’écrit : 

   
  

 
∫   
 

 
( )  (  

    
 )                                                                                       (1.40) 

Il pout être intéressant d’exprimer l’énergie cinétique    , de l’ensemble disque          

Rotor.  

          
 

 
 ( ̇ 

   ̇ 
 )     ̇                                                                       (1.41) 

    Avec       0   
 (     )      

 (     )    ∫   ( )     ∫   ( )  
 

 

 

 
1 

Et       
 (     )     ∫   ( )  

 

 
 

I.2.4.Paliers à roulement 

La ligne d’arbre peut éventuellement recevoir des paliers à roulement. 

L’expression du travail virtuel de la force exercée sur la ligne d’arbre s’écrit de la façon 

suivant : 

                   

Nous n’avons pris en compte ici que les termes directs de la matrice de raideur qui sont dans 

un premier temps assez représentatifs du comportement des roulements. En plus de la 

géométrie du palier et de la déformation de sa structure, il prend en compte la position de à 

l’intérieur du palier qui peut être due au déplacement et à la déformation du rotor. 



CHAPITRE I                                                   MODELISATION DES SYSTEMES DES ROTORS 

 

18 

I.2.5. Balourd 

La ligne d’arbre peut être déséquilibrée par la présence d’un balourd. L’énergie cinétique du 

balourd s’écrit : 

        (    )( ̇        ̇      )                                                      (1.42) 

I.2.6.Equation du mouvement 

L’application des équations de Lagrange,  

 

  
.
   

  ̇ 
/  

   

   
 
  

   
                                                                (1.43) 

Permet d’obtenir le système d’équations du rotor : 

a)La résolution de ce système d’équation permet d’obtenir les déflections de la ligne d’arbre 

en chacun de ses points. 

b) Le système d’équation de la dynamique de rotor permet alors de calculer les composant de 

l’accélération du rotor. 

Les conditions initiales sont choisies de façon arbitraire .Elles peuvent aussi résulter d’un 

calcul antérieur. Etant donné que la sollicitation extérieure est de nature cyclique. 

I.2.7 validation du modèle 

Le premier cas concerne une ligne d’arbre simplement supportée par deux appuis. 
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Figure I.9 Schématisation du modèle simple du rotor 

Les données numériques communes du cas étudié sont : 

Exemple : données  

   Disque : 

          Rayon intérieur            

          Rayon extérieur           

Epaisseur          

                           Masse volumique           ⁄  

      

La masse et les inerties du disque sont : 

     (  
    

 )            

        
  
  
(   

     
    )                  
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 Arbre : 

   Langueur         

 Rayon de section droite            

Masse volumique               

          

L’aire de la section droite et le moment d’inertie sont : 

      
               

  
   

 

 
              

Balourd : 

                   Masse      
     

                   Distance            

Les fonctions de déplacement sont celles du premier mode d’une poutre de section constante, 

en flexion et appuyée aux deux extrémités, soit : 

 ( )     
  

 
    

  

   
 

Les expressions générales de l’énergie cinétique    , de l’énergie de déformation   et du 

travail virtuel    peuvent être obtenues. 

      L’énergie cinétique a pour expression : 

           

 Ou             sont les énergies cinétiques respectives du disque, de l’arbre, du balourd. 

Tous calculs faits, on a : 

      ( ̇ 
   ̇ 

 )         ̇          
   (      ̇        ̇ )                    (1.44) 

L’énergie de déformation à pour expression : 

           
 (  

    
 )                                                                      (1.45) 
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I.2.7.1 Modèle symétrique 

L’application des équations de Lagrange (1.43) en utilisant les expressions (1.44) et (1.45) 

conduit aux équations mouvement : 

    ̈         ̇          
           

          

    ̈         ̇          
           

                                                  (1.46) 

Qui, sous forme générale s’écrivent : 

  ̈     ̇          
  (  )       

                                             ̈     ̇          
  (  )                    (1.47)                                                                                       

I.2.7.2 Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation  

Diagramme de Campbell 

Le rotor est tout d’abord étudié en mouvement libre. Seule la solution de système (1.49) sans 

second membre, est considérée : 

  ̈     ̇        

  ̈     ̇                                                                                       (1.48) 

Soit, sous forme matricielle : 

0
  
  

1 [
 ̈ 
 ̈ 
]   0

   
  

1 [
 ̇ 
 ̇ 
]  0

  
  

1 0
  
  
1                                                             (1.49) 

La deuxième matrice, représente l’effet gyroscopique. Les deux autres matrices sont les 

matrices de masse et de raideur. Les solutions des équations sont de la forme : 

{
        (  )

        (  )
                                                                                         (1.50) 

En remplaçant (1.52) dans (1.51)   , il vient : 

[    
     

        
] [
  
  
]                                                                         (1.51) 

La solution simple         est sans intérêt et les autres solutions sont celles qui 

correspondent à l’annulation du déterminant de matrice. Le calcul du déterminant donne 

l’équation caractéristique : 
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(     )           

     (        )                                                                    (1.52) 

A l’arrêt(   ), les racines     et     de (1.52) sont : 

   
     

       
       

   
 

 
                                                              (1.53) 

Avec       

Et les pulsations : 

        √
 

 
                                                                                               (1.54) 

En rotation (   )  les racines de (1.52) sont         et les pulsations correspondantes 

        . Il vient : 

  
   *   

  
    

   
(  √  

      
 

    
)+      

                                             (1.55) 

Alors : 

   √   
  

    

   
(  √  

      
 

    
)                                                          (1.56) 

Et : 

  
  *   

  
    

   
(  √  

      
 

    
)+      

                                        (1.57) 

Alors : 

   √   
  

    

   
(  √  

      
 

    
)                                                                  (1.58) 

A partir de (4.56) et (4.58) il est claire que : 

                                                                                               (4.59) 

De plus, les équations (1.55) et (1.57) montrent que   
  et   

  sont des quantités négatives ; 

ainsi sont des quantités imaginaires et la solution générale du mouvement reste donc limitée 

dans le temps, le rotor est stable. La représentation de    en fonction de la vitesse de rotation, 
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     ( ) et      ( ) est le diagramme de Campbell. En générale le diagramme de 

Campbell représente    et    : 

        
        

                                                                                                 (1.60) 

En fonction de la vitesse de rotation N (tr/min) qui est reliée à   (rad/s) par : 

                                                                                                       (1.61) 

Ici   et   sont des pulsations et   une fréquence. Dans ce qui suit les trois quantités sont 

simplement appelées fréquences. Compte tenu des symboles utilisés, il est facile de savoir de 

quelle unité il s’agit. Les formes modales (modes) sont examinées ensuite. La première 

équation de (1.51) donne : 

   
     

     
                                                                                                            (1.62) 

Il est clair que les modes sont complexes (           ) et leur interprétation délicate. 

Choisissons l’ensemble de conditions initiales suivant, à      : 

{
 
      
    
 ̇   

 ̇        

                                                                                                     (1.63) 

Tous calculs faits, il vient : 

             
            

                                                                                         (1.64) 

Les déplacements   et   d’un point situé à de l’origine de l’axe du rotor sont donnés par 

(1.32), soit : 

{
 (   )        

  

 
              

 (   )         
  

 
               

                                            (1.65) 

Tel que : 

  √  (   )    (   )        
  

 
                                                  (4.66) 

Pour notre cas le rotor est défini par les équations : 

   (                     )                                                         (1.67) 

Les fréquences à l’arrêt du rotor sont : 
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                                                                               (1.68) 

Les fréquences en rotation sont : 

   
  

  
 

 

  
√                     (  √  

         

  
)                              (1.69) 

   
  

  
 

 

  
√                     (  √  

         

  
)                              (1.70) 

Le diagramme de Campbell ,     ( )     ( )- est présenté sur la figure I. 10 et les 

intersections de   ( )   ( ) avec deux droites sont indiquées .Les points C points A et B 

correspondent aux intersections avec la droite        ; à c e s deux points une fréquence 

du rotor égale la fréquence de rotation. Les points C et D correspondent à une fréquence du 

rotor égale à la moitié de la fréquence de rotation. Les points C et D correspondent aux 

intersections avec la droite            ; ces deux points correspondent à une fréquence du 

rotor égale à la moitié de la fréquence de rotation. Il est intéressant d’avoir une expression 

générale des fréquences correspondant aux points A, B, C, D.  

La relation entre        est : 

                                                                                                                        (1.71) 

Où      en A et B,       en C et D, les expressions   
      

  et   
      

  permettent 

d’écrire : 

                                                                                               (1.72) 

Substituent dans (1.52) on trouve : 

       (        )          

  (       )                                                                   (1.73) 
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Figure I.10 Diagramme de Campbell pour modèle simple 

Les solutions de (1.73) sont : 

   √
 

 (    )
                                                                                              (1.74) 

   √
 

 (    )
                                                                                                (1.75) 

Eta partir de (1.71) on tire la fréquence    qui correspond aux points A(s=1) et C(s=0,5) 

    √
 

 (    )
                                                                                                   (1.76) 

Et de (1.71)    qui correspond aux points B (s=1) et D(s=0,5) 

    √
 

 (    )
                                                                                                  (1.77) 
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Pour l’application : 

 en A :                           

 en B :                            

 en C :                             

 en D :                             
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Connue depuis les années 1950, la méthode des éléments finis a vit son 

apparition pour le calcul de contraintes et n’a cessé de se développer. 

Aujourd’hui, son champ d’application dépasse le cadre du génie mécanique. 

Désormais, elle est utilisée pour résoudre des problèmes d’écoulement de fluides 

ou de transferts de chaleur, d’électromagnétisme ou d’hydrologie. 

Elle est considérée comme une généralisation et amélioration de la 

méthode de Rayleigh Ritz qui Permet de traiter facilement des systèmes 

d’équation complexes ou de hauts degrés causés par une complexité des formes 

géométrique et de la condition aux limites. Son principe est le même dans tous 

les cas de figures : dans un premier temps la structure étudiée est maillée c’est à 

dire divisée en petits éléments de géométries simples, puis dans un second temps 

un ou plusieurs champs (déplacement, contrainte, température, pression, ou 

autre) sont approchés localement, sur chaque élément du maillage, par des 

fonctions de forme (ou fonctions d’interpolation) [18]. 

En dynamique des structures, l’utilisation des éléments finis permet de 

transformer les équations aux dérivées partielles modélisent le mouvement en 

des équations différentielles temporelles (on passe du cas continu au cas discret 

pour les variables spatiales). 

2.1 EXPRESSIONS DES ENERGIES DES ELEMENTS DU 

ROTOR 

La méthode des éléments finis consiste à discrétiser la structure en 

éléments sur leur dimensions finis qui sont réunis en des points appelés points 

nodaux ou nœuds situés sur leur contour. A partir d’hypothèses raisonnables sur 

le déplacement d’un point de l’élément, on calcule les énergies cinétiques, de 

déformation et de dissipation de l’élément en fonction des déplacements des 

nœuds. 

Si la structure est composée de N éléments alors : 



CHAPITRE II                                                       MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS 

 

29 

  ∑   
 
                                                                                                     (2.1.1) 

  ∑   
 
                                                                                    (2.1.2) 

  ∑   
 
                                                                                          (2.1.3) 

Où     est l’énergie de déformation ;    est l’énergie cinétique et    est la 

fonction de dissipation de l’énergie i. Les forces généralisées sont déterminées 

en exprimant le travail virtuel des forces extérieures .Dans la dynamique des 

rotors   sont négligés quand les systèmes tournent à grandes vitesses. 

2.1.1 Energie de déformation d’un élément de rotor 

L’expression générale de l’énergie de déformation d’un élément est donnée par : 

   
 

 
∫                                                                         (2.1.4) 

Le vecteur de déplacement d d’un point de l’élément est relié au vecteur   

regroupant tous les déplacements nodaux de l’élément par l’intermédiaire d’une 

matrice N, résultat de l’hypothèse sur les déplacements à l’intérieur de 

l’élément.  Ceci donne une relation de la forme : 

                                                   (2.1.5) 

Qui donne après dérivation : 

  
  

  
                                                                        (2.1.6) 

C’est la relation qui relie les déformations aux déplacements nodaux. 

La relation qui relie les contraintes et les déformations est : 

                                                                                                      (2.1.7) 

Où D est une matrice carrée symétrique dont les termes dépendent des 

caractéristiques mécaniques des matériaux, généralement le module de Young E 

et le coefficient de poisson . 
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En substituant les équations (2.1.6) et (2.1.7) dans (2.1.4) on obtient l’équation : 

   
 

 
∫                                                                                    (2.1.8) 

 
 

 
  [∫      ]                                                                                      (2.1.9) 

Qui peut se mettre sous la forme : 

   
 

 
                                                                                                   (2.1.10) 

Où    ∫       

C’est la matrice raideur de l’élément qui est symétrique car la matrice D est 

symétrique ainsi que la matrice produit     . 

2.1.2 Energie cinétique d’un élément de rotor 

L’expression générale de l’énergie cinétique d’un élément est : 

  
 

 
∫                                                                    (2.1.11) 

Où   est masse volumique d’un élément d’arbre et V est la vitesse d’un point de 

l’arbre obtenu par dérivation par rapport au temps du déplacement d donné par 

(2.1.5), soit : 

      
  

  
      ̇                                                       (2.1.12) 

En subsumant (2.1.12) dans (2.1.11) et en considérant que   (  ̇)
 
  ̇, On 

aura : 

  
 

 
∫ (  ̇)

 
    ̇                                                  (2.1.13) 

 
 

 
 ̇ [∫       ] ̇                                                                        (2.1.14) 

Qui s’écrit sous la forme : 
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 ̇   ̇                                                                                         (2.1.15)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

C’est la matrice masse d’un élément d’arbre qui est aussi symétrique comme la 

matrice K. 

2.2   FORMULATION MATRICIELLE 

2.2.1 Formulation matricielle des équations du disque 

Le disque est modélisé par un nœud possédant quatre degrés de liberté ; 

deux translations u et w et deux rotations        respectivement autour des axes 

x et z (voir figure II.1). 

 

 

 

 

 

 

                                 

 

Figure II.1 Degrés de liberté du disque 

Le vecteur des déplacements nodaux   s’écrit sous la forme :   [        ]  

La matrice masse et la matrice gyroscopique sont obtenues en appliquant les 

équations de Lagrange à l’expression (2.1.10), soit : 
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(
   

  ̇ 

)  
   

  ̇ 

 
 

  
{

 

  ̇ 

[
 

 
     ̇   

 

 
    ( ̇   ̇ )  

 

 
    (      ̇ )]

  
 

   
{
 

 
    ̇

   ̇   
 

 
    ( ̇   ̇ )  

 

 
    (       ̇)} 

(2.2.1) 

Ou aura donc : 

 

  
(
   

  ̇ 
)  

   

   
 [

     
     
       

       

] [

 ̈
 ̈
 ̈
 

̈

]   [

  
  

 
 

 
 

        

       

] [

 ̇
 ̇
 ̇
 ̇

]                        

(2.2.2) 

     

 

   Étant la matrice masse et   la matrice gyroscopique. 

2.2.2 Formulation matricielle des équations de l’arbre  

Les résultats présentés concernent le cas d’un élément arbre symétrique qui est 

modélisé par un élément poutre de section constante. L’élément fini utilisé a 

deux nœuds et quatre degrés de liberté (voir figure II.2). 
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Figure II.2 Degrés de liberté d’un élément arbre 

La fonction de déplacement w qui est normale à la poutre (arbre) est donnée par 

le polynôme d’interpolation du 3
ième

 degré. 

            
     

                                                                     (2.2.3) 

L’inclination ou la autour de z est donnée par la dérivée de la fonction de 

déplacement w. 

  
     

  
             

                                                   (2.2.4) 

Les constantes             et    sont déterminées on appliquant les conditions 

aux limites sur les polynômes (2.2.3) et (2.2.4). 

Pour y = 0 (nœud 1)        on a  ,
     

     
                                                  système 

(a) 

Pour y = L (nœud 2)        on a   {
             

     
 

               
   système (b) 

Après avoir résolu le système (b) et en remplaçant les constantes    et     par 

leurs valeurs on trouve : 
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On remplace les valeurs des constants        ,       dans w pour avoir : 

 

     (  
   

  
 

   

  
)   (  

   

 
 

  

  
)   (

   

  
 

   

  
)  

 ( 
  

 
 

  

  
)   

                                                                                                                                 

                    (2.2.5) 

Ou bien 

     ∑      
 
                                                                    (2.2.6) 

Le vecteur des déplacements nodaux est : 

  [                              ]
                                                  (2.2.7) 

Qui est à son tour séparé en deux vecteurs de déplacements dont chacun 

correspond à une direction : 

   [              ]
                                                                      (2.2.8) 

   [              ]
                                                                     (2.2.9) 

Les déplacements sont exprimés à partir des expressions suivantes : 

                                                                                        (2.2.10) 
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Et                                                                                          (2.2.11) 

Où   N1 et N2 sont les vecteurs des fonctions de forme classiques d’un élément 

de poutre en flexion [13] : 

      *  
   

  
 

   

  
    

   

 
 

  

  
 
   

  
 

   

  
 
  

 
 

  

  
+           (2.2.12) 

      *  
   

  
 

   

  
   

   

 
 

  

  
 
   

  
 

   

  
  

  

 
 

  

  
+               (2.2.13) 

Où       et       sont obtenues en posant                
     

  

avec la rotation autour de x donnée par     
     

  
 . 

Les relations exprimant donc les déplacements et les pentes sont : 

                                                                                    (2.2.14) 

                                                                                    (2.2.15) 

Le nombre total de degrés de liberté pour chaque nœud est de quatre ; les 

matrices élémentaires de l’arbre sont donc de taille 8*8 qui obtenues en 

remplaçons        par leurs expressions dans les énergies cinétique et de 

déformation de l’arbre. 

a) L’énergie cinétique  

L’utilisation de l’expression de l’énergie cinétique de l’arbre (2.1.15) pour un 

élément conduit à : 

   
  

 
∫ [  ̇   

     ̇    ̇   
     ̇]   

  

 
∫ *  ̇    

 

  

   

  
  ̇+    

 

 

 

 

          ∫   ̇    
 

  

 

 

   

  
                                   (2.2.16) 

En substituant (2.2.10) et (2.2.11) ainsi que leurs dérivée dans (2.2.16) on aura 

la forme compacte suivante : 
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  ̇     ̇  

 

 
  ̇     ̇  

 

 
  ̇     ̇  

 

 
  ̇     ̇    ̇     

       

 (2.2.17) 

Les matrices obtenues sont de l’ordre 4*4. M1 et   M2 sont les matrices 

classiques de masse, M3 et M4 représentant l’effet secondaire d’inertie de 

rotation de la section par rapport à un diamètre et la matrice M5 représente 

l’effet gyroscopique. Le terme qui est une constante à une contribution nulle de 

l’application des équations de Lagrange. L’expression (2.2.17) se réduit à : 

 

  
(
   

  ̇
)  

   

  
 (     ) ̈    ̇                                                      (2.2.18) 

Où Mc et Mg sont déduites respectivement de M1, M2, M3, et M4 et G est déduite 

de M5, Les matrices sont donc les suivantes :  

 

   
   

   
[

       
       

     
        

      
       

       
       

]                                         (2.2.19) 

   
   

   
[

      
      

      
       

     
        

       
       

]                                             (2.2.20) 

 

   
  

   
[

     
      

      
     

     
      

    
     

]                                    (2.2.21) 
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[

    
     

     
      

      
     

     
      

]                                  (2.2.22) 

 

   
   

   
[

      
     

     
      

    
     

     
      

]                                                (2.2.23) 

Rassemblons les matrices qui ont les mêmes propriétés          et 

         d’où : 

 

   
   

   

[
 
 
 
 
 
 
 

     
       
       

                     
             
            

      
    
 
 

   

  
    

 

   
    

 

                         

                        
 
 

    

 
 

   

   
    

 

       
   

 

 
 

   ]
 
 
 
 
 
 
 

                                     (2.2.24)  

 

 

   
  

   

[
 
 
 
 
 
 
 

    
     
      

                                  
                            
                   

     
     
 
 

   

   
  
 

   
   

 

                                         

                                   
 
 
  

 
 
  

                          
                       

                                        ]
 
 
 
 
 
 
 

                             (2.2.25) 
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Et           
   

   

[
 
 
 
 
 
 
 
       
    
    

             
                   
                        

      

     
   
  
 

 
 
  

 
 

   

              
                

   
  

 

  
   
 

                   

                  

           ]
 
 
 
 
 
 
 

 

                                                                             (2.2.26) 

b) L’énergie de déformation 

L’application des expressions (2.2.12) et (2.2.13) sur l’équation de l’énergie 

de déformation donnée par la formule (4.1.10) donne : 

         
  

 
∫ *       

 

   

    

   
          

 

   

    

   
  +   

 

 
                     (2.2.27) 

Ou    
  

 
*   (∫

    
 

   

    

   
  

 

 
)       (∫

    
 

   

 

 

    

   
  )   +                          

(2.2.28) 

Qui peut s’écrire sous la forme réduite : 

   
 

 
        

 

 
                                                                      (2.2.29) 

Où      
  

  [

     
      

      
     

     
      

    
     

]                                                  (2.2.30) 

 

Et          
  

  [

    
     

     
      

      
     

     
     

]                                    (2.2.31) 

K1 et K2   sont les matrices classiques de raideur. 

La matrice global K est : 
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[
 
 
 
 
 
 
 
               
                 
                 

                       
                 
                    

     
     
 
 

   

   
  
 

   
   

 

                                    

                        
 
 

   

 
 
  

  
   
 

   
   

 

 
 

   ]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  

  

  ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Dans le cas où nous tiendrons compte de l’effet de cisaillement notre matrice 

prend la forme suivante : 

  
  

       

[
 
 
 
 
 
 
 

    
     
          

                               
                          
             

     
     
 
 

   

   
  
 

   
       

 

                                

                                        
 
 

       

 
 
  

  
   
 

   
       

 

 
 

       ]
 
 
 
 
 
 
 

 

                                                                                                                                                   

(2.2.33) 

La quantité caractérisant le cisaillement est   
    

    
 
  , où   

 

      
 est le 

module de cisaillement et   est le coefficient de poisson et      (section 

réduite). 

2.2.3 Formulation matricielle des équations du palier  

En général, l’influence des pentes des moments est négligée pour les paliers on 

ne tient compte que des forces généralisées    et    qui sont liées aux 

déplacements u et w. En tenant compte de (3.1.30) on a : 

{

  
  

  
  

}   [

    
  

    
  

    
  

    
  

] [

 
 
 
 

]  [

    
  

    
  

    
  

    
  

] [

 ̇
 ̇
 ̇
 ̇

]               (2.2.34) 

La première matrice est une matrice de raideur et la seconde est une matrice 

d’amortissement. Ces matrices sont en général asymétriques et peuvent varier de 

manière significative en fonction de vitesse de rotation. 
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2.2.4 Formulation matricielle des équations du balourd  

L’application des équations de Lagrange sur l’équation de l’énergie cinétique 

d’un balourd (2.1.33) donne : 

 

  
(
  

  ̇
)  

  

  
      

 *
     
     

+                                                              (2.2.35) 

Avec      [    ]  . 

2.3 EXEMPLE DE MONTAGE DE MATRICES GLOBALES 

Considérons le modèle de rotor étudié qui est schématisé sur la figure 4.3 ayant 

quatre nœuds et cinq éléments : un élément disque, un élément palier et trois 

éléments arbre de même longueur                 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.3 Modèle de rotor avec éléments et nœuds. 
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Dans le modèle au-dessus, les nœuds de chaque élément de l’arbre, du palier ou 

du disque sont en rapport avec les nœuds du rotor d'après la table ci-dessous : 

Nombre 

d’éléments 

 

Type 

d’élément 

 

Nœuds du rotor 

 

Vecteurs de déplacements   

           1          arbre          1-2                          

           2          arbre           2-3                         

           3          arbre            3-4                         

           4          disque               2             

           5          palier               3       

 

Les matrices globales de masse, de rigidité et de Coriolis sont obtenues en 

superposant les matrices élémentaires selon le tableau. Chaque type de matrice 

globale est obtenu en sommant les trois matrices des trois éléments. 
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a) Matrice globale classique de masse 

 

   

 
   

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                           
                        
                          

                           
                         
                         

                             
                             

                         
                         

                             
                             

                        
                        

                           
                         ]
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 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                                                                                                                            

                   (2.3.1) 

Où            ,               et l=0.1333 m 
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b) Matrice globale représentant l’effet secondaire d’inertie de rotation 

 

    
  

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       
                     

                       
                        
                        
                        
                         
                         
                        
                        
                         
                         

                     
                       
                       
                       ]
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 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

               

 

(2.3.2) 

 

l1 = l2 = l3 = l =L/3 = 0,13333 m 

  



CHAPITRE II                                                       MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS 

 

44 

c) Matrice globale représentant l’effet gyroscopique 

 

   
   

   

[
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 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

                                                                                                                                 

                                        (2.3.3) 
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d) Matrice de rigidité totale de l’énergie de déformation 

 

    
  

   

[
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  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                

 

(2.3.4) 

 

 

Avec I = 7,854.10-9m4 et E = 2.10
11

 N/m
2
 

e) Matrice du palier 

 

{

  
  
  

  

}   [

      
 
 
 

     

 
 

 
 
 

 
 
 

]{

  

  

  

  

}                                          (2.3.5) 

 

    
    

 
                             

f) Matrice du balourd 

{
  
  

}            *
     
     

+                                                     (2.3.6) 

Où                   
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g) Matrice globale du disque (masse et gyroscopique) 

 

   [

        
        

                               
             

]

{
 

 
 ̈ 

 ̈ 

 ̈ 

 ̈ }
 

 

  [

       
      

                       
         

]

{
 

 
 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ }
 

 

 

                                                                                                                       

                   (2.3.7) 

Avec                                      Et     

            



 

 

 

 

 

 

CHAPITRE III 
ANALYSE VIBRATOIRE DU VENTILATEUR FN280 

ANALYTIQUEMENT 
  



CHAPITRE III          ANALYSE VIBRATOIRE DU VENTILATEUR FN280 ANALYTIQUEMENT 

 

48 

III .Introduction 

Ce chapitre sera réservé pour présenter la description du ventilateur de tirage, son 

principe de fonctionnement et à la fin la conception et l’analyse vibratoire du ventilateur 

FN280 analytiquement. 

III.1 Description du ventilateur de tirage 

Les ventilateurs de type FN 280 sont prévus pour le transport de gaz chauds dont la 

teneur en poussière non-abrasive est limitée. Le ventilateur (Figure 1) et (Figure 2) est   du   

type aspirant   sans caisson d'aspiration [12]. 

 

 

 

FigureIII.1 Diagramme du ventilateur de ciment. 
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FigureIII.2 : Images du ventilateur de cimenterie de LAFARGE M’silla. 
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Le ventilateur est constitué de la roue à aubes (11) avec moyeu d’assemblage (13),  arbre 

(15), turbine de refroidissement (16), paliers (18) et (06) et enveloppe (17) à flasque avant 

(03), flasque arrière (05) et pavillon d'aspiration (02). 

La roue à aubes (11) est conçue comme roue fermée constituée d'un moyeu coulé (13) 

auquel la roue elle-même est boulonnée. 

L'ajustement entre arbre et moyeu (13) est un ajustement glissant, h/H. La roue à aubes a 

subi un équilibrage dynamique. 

L'arbre est construit en acier d'arbre. Les paliers (18) et (06) sont à roulements à rouleaux à 

butée sphérique Désignation de base 22332 à voile C3 pour le palier(18) et 22328 à voile 

C3 pour le palier (06). Ils sont frettés sur l'arbre. L'un d'eux, conçu comme palier de 

guidage, est monté près du moteur. L'autre est mobile dans son corps. 

Tous ces deux paliers sont montés dans des corps de paliers FLS coulés (19), montés sur le 

tabouret (20). Une turbine de refroidissement (16) est montée sur l'arbre à proximité de 

l'enveloppe vu que les ventilateurs doivent travailler à des températures supérieures à 

125°C. 

L'enveloppe du ventilateur est constituée de la carcasse elle-même (17), flasque avant (03), 

flasque arrière (05) et pavillon d'aspiration (02). L'enveloppe du ventilateur étanchée par 

corde de bourrage (12), est dotée d'une trappe de visite (21). La flasque avant est 

boulonnée à l'enveloppe. 

 

 

 

 

 

 

 

 



CHAPITRE III          ANALYSE VIBRATOIRE DU VENTILATEUR FN280 ANALYTIQUEMENT 

 

51 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.3 Dessin d’ensemble du ventilateur FN280 [12] 

 

1- Enveloppe et ouïe de refoulement.      2-  pavillon d'aspiration.   3- flasque 

avant. 

4- Carter d’accouplement.   5- flasque arrière.     6- Palier à roulement (22328/C3). 

7- support moteur.   8- Moteur.  9- Accouplement flexible.  10- Protecteur moteur. 

 11- roue à aubes. 12- corde de bourrage.  13- Moyeu.   14- Ecrou.   15- Arbre.  

16- turbine de refroidissement.  17- Enveloppe de ventilateur.  

18- Palier à roulement (22332/C3).   

19 - Corps de palier.  20 - Tabouret de palier.  21 - Trappe de visite. 

III.2 Caractéristique technique de ventilateur   

Le ventilateur comprend essentiellement : 

 Un moteur d’entraînement ABB. 

 Un accouplement flexible. 

 Une turbine à aubes montées sur un arbre avec 2 paliers SKF, munis de roulements 
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à rotule sur rouleaux coniques. 

Les données techniques de Ventilateur et de géométrique de la Ventilateur et de Moteur 

sont données dans table 1, table 2 et table 3. 

 

Type MTSS 224/224 

Nbre de pales 16 

température 84 C° 

vitesse 985 tr/mn 

 

roulements 

Palier 1 22328/C3 

Palier 2 22332/C3 

 

TableauIII.1 Lesdonnées techniques deVentilateur [12]. 

 

Ailette H=8mm α =49.2
0 

β=51.6
0 

Flasque avent Di=1660mm   =2255mm H=15mm 

Flasque arrière Di=949 mm   =2255mm H=15mm 

 

TableauIII.2 Le Donnée géométrique de la Ventilateur. 

 

 

 

 

 

TableauIII.3 Les Données techniques de Moteur [12]. 

 

Marque  ABB 

Puissance 500  kW 

Tension 11000 V 

Poids 53 Kg 

Intensité 33 A 

vitesse 995  tr/mn 

 

Roulements 

DE 6324/C3 

NDE 6326/C3 
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III.3 Principe deFonctionnement  

Déplacer l'air d'un emplacement à un autre en créant une pression différentielle qui crée un 

courant d'air [12]. 

 Le moteur de commande entraine le rotor du Ventilateur    

 Le ventilateur renvoie l'air vers l'extérieur grâce à la force centrifuge   

 Cela crée une pression statique négative (Ps) à l'entrée du ventilateur   

 La pression atmosphérique (Pa) force l'air dans l'entrée   

 L'air qui quitte le ventilateur a une pression positive.    

 La Pression totale = Pression dynamique + Pression Statique (Pt = Ps + Pd) 

 

III.4 .1 la conception du ventilateur FN 280 par l’logiciel SOLIDWORKS : 

Les figures ci-dessous présentent la conception despièces et leur assemblage du ventilateur 

FN280 en utilisant Solidworks. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.4Conception de l’ailette. 
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FigureIII.5 : Conceptionde la roue. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.6 : Conception ‘assemblage de la FN 280 
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FigureIII.7Assemblage des éléments du ventilateur FN280. 
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III.4.2 Lamise en équations du comportement du FN280  

III.4.2.1 Le modèle étudie :  

Noter rotor (Le ventilateur FAN 280) modélisé est par la figure .III.8 

 

Figure III.8 Schématisation du modèle étudie 

Les données numériques communes du cas étudié sont : 

Exemple : données  

   Disque : 

                      Y = 2.585 m 

R = 0.085 m 

Masse volumique           ⁄  

La masse et les inerties du disque sont : 
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Arbre : 

   Langueur            

 Rayon de section droite           

Masse volumique               

          

L’aire de la section droite et le moment d’inertie sont : 

                      

  
   

 

 
              

Balourd : 

                   Masse      
     

                   Distance             

Les fonctions de déplacement sont celles du premier mode d’une poutre de section 

constante, en flexion et appuyée aux deux extrémités, soit : 

 ( )     
  

 
    

  

      
 

Les expressions générales de l’énergie cinétique    , de l’énergie de déformation   et du 

travail virtuel    peuvent être obtenues. 

 L’énergie cinétique a pour expression : 

           

 Ou             sont les énergies cinétiques respectives du disque, de l’arbre, du balourd. 

Tous calculs faits, on a : 

      ( ̇ 
   ̇ 

 )        ̇           
   (      ̇        ̇ ) 

                           (1.44) 
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L’énergie de déformation à pour expression : 

           
  (  

    
 )                                                                        (1.45) 

III4.2.2 Modèle symétrique 

L’application des équations de Lagrange (1.43) en utilisant les expressions (1.44) et (1.45) 

conduit aux équations mouvement : 

    ̈        ̇         
           

          

    ̈        ̇         
           

                                (1.46) 

Qui, sous forme générale s’écrivent : 

  ̈     ̇          
  (  )       

  ̈     ̇          
  (  )                         (1.47) 

III4.2.3 Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation 

Diagramme de Campbell 

Le rotor est tout d’abord étudié en mouvement libre. Seule la solution de système (1.49) 

sans second membre, est considérée : 

  ̈     ̇        

  ̈     ̇                                                                                         (1.48) 

Soit, sous forme matricielle : 

[
  
  

] [
 ̈ 
 ̈ 
]   [

   
  

] [
 ̇ 
 ̇ 
]  [

  
  

] [
  
  
]                                     (1.49) 

 

La deuxième matrice, représente l’effet gyroscopique. Les deux autres matrices sont les 

matrices de masse et de raideur. Les solutions des équations sont de la forme : 

{
        (  )

        (  )
                                                                                           (1.50) 

En remplaçant (1.52) dans (1.51)   , il vient : 
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[    
     

        
] [
  
  
]                                                                      (1.51) 

 La solution simple         est sans intérêt et les autres solutions sont celles qui 

correspondent à l’annulation du déterminant de matrice. Le calcul du déterminant donne 

l’équation caractéristique : 

(     )           

     (        )                                                                   (1.52) 

A l’arrêt(   ), les racines     et     de (1.52) sont : 

   
     

       
       

   
 

 
                                                               (1.53) 

Avec       

Et les pulsations : 

        √
 

 
                                                                                                (1.54)                                              

En rotation (   )  les racines de (1.52) sont         et les pulsations correspondantes 

        . Il vient : 

  
   *   

  
    

   
(  √  

      
 

    
)+      

                                        (1.55)                                     

Alors : 

   √   
  

    

   
(  √  

      
 

    
)                                                         (1.56)                                                        

Et : 

  
  *   

  
    

   
(  √  

      
 

    
)+      

                                            (1.57) 

            Alors : 
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   √   
  

    

   
(  √  

      
 

    
)                                                        (1.55) 

A partir de (4.56) et (4.58) il est claire que : 

                                                                                                   (1.56) 

De plus, les équations (1.55) et (1.57) montrent que   
  et   

  sont des quantités négatives ; 

ainsi sont des quantités imaginaires et la solution générale du mouvement reste donc 

limitée dans le temps, le rotor est stable. La représentation de    en fonction de la vitesse 

de rotation,      ( ) et      ( ) est le diagramme de Campbell. En générale le 

diagramme de Campbell représente    et    : 

        
        

                                                                                                          (1.60) 

En fonction de la vitesse de rotation N (tr/min) qui est reliée à   (rad/s) par : 

                                                                                                                 (1.61) 

Ici   et   sont des pulsations et   une fréquence. Dans ce qui suit les trois quantités sont 

simplement appelées fréquences. Compte tenu des symboles utilisés, il est facile de savoir 

de quelle unité il s’agit. Les formes modales (modes) sont examinées ensuite. La première 

équation de (1.51) donne : 

   
     

     
                                                                                                         (1.62) 

Il est clair que les modes sont complexes (           ) et leur interprétation délicate. 

Choisissons l’ensemble de conditions initiales suivant, à      : 

{

      
    
 ̇   

 ̇        

                                                                                                    (1.63)                                                                       

Tous calculs faits, il vient : 

             
            

                                                                                              (1.64)                                                             
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Les déplacements   et   d’un point situé à de l’origine de l’axe du rotor sont donnés par 

(1.32), soit : 

{
 (   )        

  

 
              

 (   )         
  

 
               

                                                (1.65)                                                        

Tel que : 

  √  (   )    (   )        
  

 
                                                             (4.66)                           

Pour notre cas le rotor est défini par les équations : 

 

Tel que : 

  √  (   )    (   )        
  

 
                                                                                   

(4.66) 

Pour notre cas le rotor est défini par les équations : 

   (                     )                                                        

(1.67) 

Les fréquences à l’arrêt du rotor sont : 

   
  

  
 

 

  
√                     (  √  

         

  
)      (1.69) 

   
  

  
 

 

  
√                     (  √  

         

  
)     (1.70) 

    
   

  
     

   

  
                                                                       (1.71) 

Les fréquences en rotation sont : 

Le diagramme de Campbell [     ( )     ( )] est présenté sur la figure I. 10 et les 

intersections de   ( )   ( ) avec deux droites sont indiquées .Les points C points A et B 

correspondent aux intersections avec la droite        ; à c e s deux points une 
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fréquence du rotor égale la fréquence de rotation. Les points C et D correspondent à une 

fréquence du rotor égale à la moitié de la fréquence de rotation. Les points C et D 

correspondent aux intersections avec la droite            ; ces deux points 

correspondent à une fréquence du rotor égale à la moitié de la fréquence de rotation. Il est 

intéressant d’avoir une expression générale des fréquences correspondant aux points A, B, 

C, D.  

La relation entre        est : 

                                                                                                                      (1.71) 

Où      en A et B,       en C et D, les expressions   
      

  et   
      

  

permettent d’écrire : 

                                                                                                        (1.72) 

Substituent dans (1.52) on trouve : 

       (        )          

  (       )                                                                  (1.73) 

 

Figure III.09 Diagramme de Campbell pour modèle étudie 
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Les solutions de (1.73) sont : 

   √
 

 (    )
                                                                                              (1.74) 

   √
 

 (    )
                                                                                               (1.75) 

Eta partir de (1.71) on tire la fréquence    qui correspond aux points A(s=1) et C(s=0,5) 

    √
 

 (    )
                                                                         (1.76)                                                                                                                   

Et de (1.71)    qui correspond aux points B (s=1) et D(s=0,5) 

    √
 

 (    )
                                                                                             (1.77) 

Pour l’application : 

 en A :                           

 en B :                            

 en C :                             

 en D :                             
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CONCLUSION GENERALE 

Dans le travail présenté ici on s’est intéressé à l’étude et l’analyse des arbres et rotors 

flexibles par leur modélisation analytique et numérique. Aussi l’effet des conditions aux 

limites sur les fréquences naturelles et les réponses aux sollicitations extérieures est étudié. 

Une compréhension fine des problèmes vibratoires associés aux systèmes tournants constitue 

à l'heure actuelle un enjeu majeur dans le domaine industriel. Il est nécessaire de comprendre 

et prédire précisément le comportement vibratoire afin d’optimiser le comportement 

dynamique et de dimensionner au mieux les systèmes. Ainsi, pour éviter les réponses de 

fortes amplitudes qui peuvent mener à leur destruction, les fréquences naturelles du système 

doivent être distinctes des fréquences d’excitations dans tout le domaine de fonctionnement. 

Pour cela l’étude s’est articulée sur plusieurs étapes. 

En premier, un historique sur l’évolution des études sur les corps continus en rotation 

est donné pour montrer la grande importance du domaine qui est appelé la dynamique des 

rotors.  

 Ensuite les fondements de la mécanique vibratoire et de l’analyse modale sont 

exposés car ils aident à comprendre tous les phénomènes physiques que l’on rencontre dans 

l’analyse dynamique des arbres et rotors. Dans ceux-ci on a revu les phénomènes de 

composition de mouvements harmoniques (courbes de Lissajous) que l’on rencontre dans les 

vibrations de rotation. Les fonctions de formes pour les différentes conditions aux limites ont 

été retrouvées. 

Les caractéristiques dynamiques vibratoires fondamentales des corps en rotation sont 

étudiées et analysées en utilisant des modèles de rotors simples tels que le modèle de Laval-

Jeffcott. 

Celui-ci a permis de comprendre le phénomène du tournoiement (whirling) et les vitesses 

critiques et cela en considérant des paliers rigides ou flexibles. 

Pour l’étude des vibrations continues proprement dite, le modèle de Lalanne-Ferraris a 

été choisi. C’est un modèle qu’un grand nombre de personnes ont utilisé dans leurs travaux de 

recherche. Mais il se trouve qu’ils prennent tous la fonction de déplacement la plus simple 

prise par Lalanne et Ferraris qui correspond aux conditions aux limites appuyé-appuyé qui 

représentent des paliers rigides. Ici des conditions différentes sont prises dans l’analyse. Il 

s’agit des conditions appuyé-libre pour lesquelles les fréquences et les modes propres ainsi 

que les réponses aux sollicitations extérieures telles que le balourd et les forces 
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asynchronessont analysées et cela pour un modèle symétrique, un modèle dissymétrique et un 

modèle amorti dissymétrique. 

Les résultats obtenus par la méthode de Rayleigh Ritz sont comparés au cas de 

Lalanne et Ferraris et l’effet du changement des conditions aux limites est très clair. Un point 

qui est à prendre sérieusement en considération surtout lors de l’élaboration de code de 

calculs. 

Enfin la modélisation par éléments finis est exposée avec le développement des équations 

générales ainsi que les matrices élémentaires des différents éléments du rotor et un exemple 

de montage des matrices globales. Celle-ci est utilisée pour des systèmes très complexes car 

elle traite tous les modes ensemble de vibrations alors que la méthode de Rayleigh Ritz ne 

peut traiter qu’un seul mode à chaque la fois. 

Pour des travaux futurs, il est possible de faire la même analyse pour les autres 

conditions aux limites dont les fonctions de déplacement sont plus complexes. Il est possible 

de faire une étude comparative sur l’effet des caractéristiques des paliers et leur nature sur le 

comportement dynamique vibratoire. 
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Résumé 

 
Le progrès technologique exige sans cesse des systèmes plus performants. Pour les machines tournantes, de 

grandes puissances et des vitesses très élevées sont parmi les objectifs voulus. Cependant, les problèmes vibratoires 

lies leurs éléments principaux tels que les arbres et les rotors sont des phénomènes qui demeurent encore 

préoccupants malgré les progrès réalisés dans la conception. Ces derniers qui sont dus, par exemple, aux inévitables 

défauts d’usinage et de montage limitent les performances des machines en affectant leur fonctionnalité et leur 

profitabilité. Ils peuvent causer des dégâts sérieux ou mener à leurs ruines. Une compréhension complète du 

comportement vibratoire et une connaissance suffisante sur la dynamique des rotors sont donc nécessaires pour 

trouver les moyens d’éviter ou de réduire ou de supprimer les vibrations. Initialement, les premiers soucis et efforts 

étaient de prédire les vitesses de rotation critiques de résonance et après modifier la conception pour les changer 

afin de les éviter. Mais, il a longtemps été observé que quand les vitesses d’opération dépassèrent les vitesses 

critiques des problèmes indésirables variés d’instabilité apparaissaient.  

Le problème principe dans l’étude dynamique des arbres et rotors est la détermination des vitesses 

critiques. Le concept de ses dernières est montré à l’aide du modèle simple De Laval Jeffcott où une excentricité du 

centre de gravité cause la déflection élastique qui dépend de la vitesse de rotation et peut avoir des valeurs 

extrêmement grandes voir infinies en théorie (phénomène de résonance). 

Le travail présenté dans cette thèse concerne l’analyse du comportement dynamique 

vibratoire d’un ventilateur de tirage ciment.  

 :ملخص
تعد الطاقة العالية  الدوارة،بالنسبة للأجيزة  .كثر فعالية من أي وقت مضىالتقدم التكنولوجي يتطمب أنظمة أ
مثل المشاكل الاىتزازية المتعمقة بعناصرىا الأساسية  فإن ذلك،ومع  .والسرعات العالية من بين الأىداف المرجوة

بسبب  المثال،عمى سبيل  ىذه، .والدوارات ىي ظواىر لا تزال مقمقة عمى الرغم من التقدم المحرز في التصميم المحاور
يمكن أن  .تحد من أداء الماكينة من خلال التأثير عمى الأداء الوظيفي والربحية منيا،أخطاء تصنيع وتجميع لا مفر 

لذلك فإن الفيم الكامل لسموك الاىتزاز والمعرفة الكافية لديناميكيات   .تسبب أضرارًا خطيرة أو تؤدي إلى أنقاضيم
كانت المخاوف والجيود الأولى  البداية،في  .يجاد طرق لتجنب أو تقميل الاىتزازات أو التخم  منياالدوار ضروريًا لإ

منذ فترة طويمة لوحظ  ولكن، .ىي التنبؤ بسرعات دوران الرنين الحرجة وبعد تعديل التصميم لتغييرىا من أجل تجنبيا
 .مشاكل غير المستقرة لعدم الاستقرارأنو عندما تجاوزت سرعات التشغيل ظيرت سرعات حرجة من مختمف ال

يظير مفيوم الأخير باستخدام   .المشكمة الرئيسية في الدراسة الديناميكية لممحاور والدوارات ىي تحديد السرعة الحرجة
حيث يؤدي انحراف مركز مركز الجاذبية إلى انحراف مرن يعتمد عمى سرعة  Laval Jeffcott النموذج البسيط لـ
العمل المقدم في  .(أن يكون لو قيم كبيرة جدًا أو قيمًا غير محدودة من الناحية النظرية )ظاىرة الرنين الدوران ويمكن

 .اىتزازية لمروحة الاسمنت ىذه الرسالة يتعمق بتحميل السموك الديناميكي
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