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RESUME|

Dans ce travail nous proposons une nouvelle métmmleésolution numérique des
équations intégralegn particulier celles de Volterra de seconde esféimke principale de cette
construction est 'adaptation de la formule de gqaagte de Simpson, ainsi pour voir la performarice e
I'efficacité de cette méthode, nous allons contibal I'étude du comportement de I'erreur face a des
problemes différents, en outre on établit une coaipan avec deux méthodes, celle des trapézes (voir
[8]) et une méthode adaptatisoir [14]).

Mots clés: Equation intégrale, équation de Volterra, équatibe Fredholm, méthode des trapezes,

méthode adaptative, Simpson modifiée.

In this work, we develop a hew approactsfilving integral equations, in particular, Voiter
integral equations of the second kind, the simgiéuiin this approach is based on the adaptation of
Simpson’s quadrature, we also present numericahpbess which show the performance and
efficiency of this method in some cases.

Keywords: Integral equationsVolterra equationsFredholm equationdrapezes methoadaptive

method, modified Simpson’s method.
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INTRODUCTION

Les méthodes numériques de résolution des égsatimegrales jouent un réle tres
important dans plusieurs investigations scientdgjuavec l'avantage des machines de
computation numérique, notamment les ordinatews,neéthodes sont devenues aujourd’hui
un outil essentiel pour attaquer les différent proies fondamentaux de notre assimilation
des phénomenes scientifiques qui sont difficilesa\oir impossible a résoudre dans le passe.

Ainsi, de ce qui concerne notre sujet il existe gnand nombre de méthodes
numeriques utilisées dans les différentes brandbéa recherche scientifique, de ce fait, il est
impossible alors de recouvrir le tout, ce qui readtie présentation ne se veut ni exhaustive,
ni trop théorique, cependant le but est d’insiger la pluridisciplinarité des méthodes
rencontrées que I'on peut regrouper selon trois axe

+ La théorie mathématique, essentiellement I'analysectionnelle des équations
intégrales qui permet d’analyser le probleme, dmuyer I'existence de solution et
surtout d’exhiber des méthodes efficaces d’apprakion.

+ L’analyse numérique, qui étudie ces méthodes, ipahement dans le cadre des
mathématiques discrétes (approximation des quardité se présentent sous le signe
intégrale via des régles de quadratures, intefipolgiolynomial,...) et la résolution
itérative des systemes linéaires.

+ La programmation sur machine, qui retranscrit séthodes sous forme d’algorithmes
efficaces.

Suivant ces axes normaux, notre travail est paeagéois parties :
Chapitre | : Rappel sur la théorie des opérateurs intégraliplus précisément le théoreme

de Riesz, et celui de Fredhotancernant la solubilité des équations intégrales



Chapitre Il : Méthodes d’approximations pour les équationsgiraies ; dont on a proposé
une variété de méthodes avec leurs conditions dappations.
Chapitrelll : C’est une partie purement pratique, elle met@mwe certaines techniques de
résolutions des équations intégrales (celles dee¥fal et celles de Fredholm) par les
méthodes d@&lystrom,du fait de leur popularité, dont on a proposés aléail les étapes de
discrétisation de I'équation intégrale de Volteda second type avec I'application de trois
méthodes (trapezes [8], adaptative [14], et callSidnpson modifiée qu’on propose)

Ensuite ces parties sont suivies d’'une annexes abut de prouver le lien qui existe
entre le Probleme d’'Hilbert-Privalov et les équasidntégrales singulieres avec noyau de

Cauchy.



Chapitre | Analyse fonctionnelle des équations intégrales

1 Notions fondamentales et définitions :
Notons tout d’abord qu’on se place dans la majparte des cas dans I'espa@e]a, b]

des fonctions continues de l'intervalke p] dansR ou C, muni du produit scalaire :
b
(#.9) = [#(Yw(x)dx

et de la norme de convergence unifornjg); = ma>]¢(x)|
x0J a,b]

1.1 Opérateur intégral linaire :

SoitK : C[a,b]XC[a,b] - R une fonction continue,opérateur intégral linéairesur

C [a, b] est définit par la formule suivante :

A:gOC[ab] -~ AgpOC/ab] 1.1
(A9) (%) = [ 8 (Y)K(x, y)dy 1.2

Dans ce contexte la fonctidhs’appellenoyaude I'opérateur intégra.
1.2 Opérateur adjoint :

On dit que deux opérateur: C[a, b] - C[a, b] et B:C[a, b] - C[a, b] sontadjoints
s’ils vérifient :

O(g,w)0C[abl?, (Ag,w)=(s,By) 1.3

et on note I'adjoint d& par A”.
1.3 Opérateur compact :

Soient E etF deux espaces normés, un opérateur linéaire dedansF, on dit queA

est unopérateur compacsi I'image de la boule unitB (0,1) deE (par A) est relativement
compacte danB, i.e. si A(B(01)) est compacte.

Autrement dit, A estompactsi pour toute suit¢g, )JdeB (0§eE, on peut extraire une
sous suite(¢nk ue transform@ en une suite convergen¢A(¢nk dpnsF.
Théoreme 1 :

Soit un opérateur intégral A défini a partir d’'uyau K continu su{a, b]><[a, b] par la

formule

OxOfab], Ag () = [K(x y)g (y)dy 1.4
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Alors I'opérateur A admet un unique opérateur adfol "~ pour le produit scalaire usuel de

L2, défini par:

OxOfa,b], A% () = [K(y, )% (y)dy 1.5

Preuve :

Pour ¢ ety deux fonctions d@[a, b] on écrit
(AB).0) =(8. A°W)) = [#(Y) A (@w(y)dy =] A@)(X)e(x)dx

=| { [Kx y)¢(y)dY}l,l/(x)dx

En vertu du théoreme de Fubini relatif aux intéggaloubles, on établit que

(A@).@) = [ [[K(x w(xdxg(y)dy

=| ¢(y){ [K( y)w(x)dx}dw [eA @)(y)dy
il en résulte que I'adjoinA” est défini par
OxOfa,bl, AW(X) = [K(y, 0 (y)dy. [3]

Théoreme 2 :
L'opérateur intégral défini e(l.1) est compact s§C[a,b],[|_) . [3]
Preuve :
Désignons paB la boule unité d@[a, b], de monter que notre opérateur est compact on
s’inspire du théoréme d’Ascoli, il suffit d'établjue
- H = A(B) est équicontinu.
- pour toutx O[a, b], 'ensembleH, ={¢(x) / ¢ OH} est relativement compact.
On remarque en premier gl est uniformément continue s{arb]X[a,b]. Pour tout

¢ deB et toutx, x' de [a,b] on écrit
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[Ag(x) ~ A(X) = |[IK(x y) ~K(X, y)]¢(y)dy{
< [IK(x y) =KX, y) @ (y)ldy
<[l [K (% y) = K(x, y)|dy

< [IK(x y) = K(x, y)ldy.

La continuité uniforme d& sur [a, b]><[a, b] permet d’associé a tout réel> 0 et autre

réel a > Ode sorte que
&
b-a
doncOe>0 [ >0/ Oxx Ofab] [x-x|<a=|A@)(X) - Ag)(X) <& Op0B,

x=X|<a =|K(xy)-K(X,y)<

ce qui signifie quéd est équicontinu.
Passons a la seconde condition.
Pour que I'ensemble :
H, ={g() = Ag(x), ¢ OB}
soit relativement compact, il suffit qu’il soit ba.

calculons a cet effet :

|AG(x) =[g(x) =

b b
[K(x y)¢(y)d% <l sup [K (x,Y)dy < (b~ 2)M
a ax’y a
ol M = sup|K(x,Y)|
x,yl][a,b]
Il apparait ainsi quel , est borné, ce qui achéve la démonstration.

1.4 Equations intégrales linéaires et leurs clasghtions :

On appelléquation intégrale linéaireine équation ou la fonction inconnue figure sous

le signe.[. C’est en générale I'équation par rappodt &)

p()+ 1) = A[K(x y)p(y)dy 1.6

avec f(x), K(x,y) des fonctions connuek, un paramétre numérique &t (y I fonction
inconnue.T un ensemble borné fermé d’un espace euclidieditnensions (x ey des points
de cet espace), nous étudierons le cas unidimerdi@re. les variables ety parcourent un
intervalle @, b)), etd = 1.
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Une importante classification des équatiomégrales existe, elles peuvent se mettre en
premiére espéceomme erseconde espéechomogenau non homogeneaussi elles peuvent
étre deFredholmou bien de/olterra.

1.4.1 Equations intégrales de Fredholm :

On appelléquation intégrale de Fredholm de seconde espaeetquation de la forme
b
pOY+ £(3) = [K(x y)(y)dy 1.7

ou ¢(x) est la fonction inconnud(x,y) et f (x) des fonctions données.
avec les notations précédente, dans une formuls gninple on écrit
P(x) + f(x) = Ag(x)
Sif (x) # 0, I'équation (1.7) est ditmon homogénedans le cas contraire, I'équation

intégrale (1.7) s’écrit
#(x) = [ K(x,Y)$(y)dy 1.8

et on dit qu’elle eshomogéene

Une équation intégrale de la forme
b
f(x) = [K(x,Y)g(y)dy 1.9

ou la fonction inconnue(x ryintervient que sous le signe d’intégration, s'allgéquation

intégrale de Fredholm de premiere espéce.
1.4.2 Equations intégrales de Volterra :

Une équation a une incongf& , d¢ la forme

pO)+ £ = [K(x y)@(y)dy 1.10

est appelééquation intégrale de Volterra de seconde espenefait c’est un cas particulier

de I'’équation intégrale de Fredholm, il suffit demdre le noyalK(x,y) = @our x<y.
Sif(x) = 0, I'équation (1.10) s’écrit

$(9) = [K(x y)@(y)dy 1.11

et s’appelleéquation homogene de Volterra de seconde espece

Une équation, a une incongf& , dg la forme
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f(x) = [K(x y)g(y)dy 1.12

est appelééquation intégrale de Volterra de premiére espéce.
1.4.3 Liaison entre les équations différentiellesriéaires et les équations intégrales de
Volterra :

La résolution de I'équation différentielle linéaire

dny dn—ly

+a, (X +...+ta (X)y =F(x 1.13
S PO et a0y = F (Y
a coefficients continug(x), (i =12,..,n) avec les conditions initiales
y(©0) =c,,y'(0) =c,,..y""(0) =c,, 1.14

peut étre ramenée a la résolution d’'une équati@giale de Volterra de seconde espece.

lllustrons notre affirmation sur 'exemple I'équation différentielle du second ordre

d? d
dx¥+a1(x)d7y+a2(x)y: F(x) 1.15
y©0) =c,, Y0 =c, 1.16
2
posons d’y =¢ (X) 1.17

dx?

d’ou, vu les conditions initiales (1.14), on obtisaccessivement

ﬂ:f¢(t)dt+q, y=f(x—t)¢ (t)dt +c,(X) +¢, 1.18
dx !

nous avons utilisé la formule

1 n-1
= on(x— 2)" f(2)dz

compte tenu de (1.17) et (1.18) mettons I'équadidérentielle (1.15) sous la forme

Jx-dxjx- dx..Jx- f(X)dx =
X X Xo

# (%) +[a,(YP(1)dt+ ca, (x) + [ 2, ) (x =Pt + ¢ xa, (X) +C43, (X) = F(X)
ou

$09+ [[2,00 +2,()(x=1]p()dt = F (x) = 2, () = X8, () = o3, (¥) 1.19

-5-
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posant
K(xt) = a, (X) +a, () (x—1)],
£ (%) = F(X) —c,a,(X) = €,Xa, (X) — C4a, (X)

nous ramenons I'équation (1.12) a la forme suivante
P(X) = j K(x,t)@(t)dt + f(X) 1.20
0

i.e. nous obtenons une équation intégrale de \faltdx seconde espéce.
Remarque :

L'unicité de la solution de I'équation (@)2résulte de l'existence de la solution du
probleme de Cauchy (15), (1.16) pour I'équation différentielle linéaie coefficients

continus dans un voisinage du poirt 0.

Théoreme 3 : Théoreme de Rie¥z
Soit un opérateur compad: E -~  &ur E un espace normé. Alors

l'opérateurL =1 — A, ('opérateur étudié dans le cadre des équatianégrales) a les
propriétés suivantes :
- Ker(L) est de dimension finie.
- Im(L) est fermé, et de co-dimension finie.
- Il existe un unique 0 [Idppelé nombre de Riesz de I'opérateur A tel que :
{0} = Ker(L°) O Ker(L*) O...0 Ker(L") = Ker(L™) =...

E=Im(L°)0Im(LY O...0 Im(L") = Im(L"™") =...
Et on a la somme direcke= Ker(L") O Im(L") .
De plus, on a l'alternative de Fredholm :

Im(L) = Ker(L")", ou L”est 'opérateur adjoint de.l[2]

Nb: Les inclusions énoncées au dessus sont strictes.
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Théoreme 4 : Alternative de Fredholm

On considere les équations intégrales hameg duales, I'une de l'autres, issues d’un

noyauK :[a,b]> -~ R, quisont donc définies par :

trouvey [ C|a, b] tel que ¢(x) —J' K (X, y)#(y)dy=0 1.21
trouver 0 C[a, b] telque ¢/(x) - J' K (y, X)¢(y)dy =0 1.22

On considere pourf DC[a, b] et g C[a, b] les équations intégrales avec seconds membres

trouvew [1C[a,b] telque ¢ (X) = [ K(x, y)#(y)dy = f (¥) 1.23
trouver ¢ [ C[a, b] telque ¢(x) —J' K(y, X)¢(y)dy = g(x) 1.24

Alors on a l'alternative :

- Ou bien les équationd.21) et (1.22) n’ont que les solutions trivialeg = Oety =0, et
dans ces cas les équation§l.23) et (1.24) admettent une unique solution
¢ 0C[a,b]etw 0 C[a,b| pour chaquef 0C[a,b] et g1C[a,b].

- Ou bien les équationd.21) et (1.22) ont le méme nombre fini m de solutions linéairedmen
indépendantes, et dans ce cas, les équafib8)et (1.24) sont résolubles si et seulement si
pour toute solutiory de (121) et toute solutiony de (122)on a

b b
j f () (X)dx = jg(x)¢(x)dx: 0 1.25
Dans ces conditions, la solution généralg&3)s’écrit sous la forme :
p=F+> ap 1.26
i=1

ou @ est une solution particuliere d&.23)et les(¢,),....,forme une famille libre de solution

de(1.21). [9]
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Introduction :

Un grand nombre de méthodes fondées supritespes différents ont été proposées et
sont pratiguement utilisées pour la résolution apipge des équations intégrales. Pour juger
de l'efficacité et du bien-fondé de l'applicatiore des méthodes, il est nécessaire d’en
entreprendre une étude théorique dans laguellesenpdans un ordre croissant de précision
et de complexité les trois problémes suivants :

a) etablissement de la réalisabilité et de la cayssece de I'algorithme.

b) étude de la vitesse de convergence.

c) estimation effective de I'erreur.

Dans ce chapitre nous citerons gquelquefiadés d’approximations pour les équations
intégrales. Et dans le but de mettre en ceuvreaecdmuler les conditions de proximité des
solutions pour chaque méthode, on fait appel aicsrthéoremes fondamentaux d’analyse

fonctionnelle.

2.1 Méthodes Classiques :
2.1.1 Séries de Neumann :

Soit I'équation intégrale issue d’'un noygaumtinuK(x, y).
b
$(x) - [K(x V)p(y)dy = (¥ 2.1

Qu’on peut écrire aussi sous la forme :
¢—Ag)=f 2.2
(A désigne toujours I'opérateur intégral défini pal)1
La premiere remarque envisagée est quéstance de la solution pour cette équation
dépend de l'existence de linverse de l'opérateuA, (i.e.(l — A™). Pour mener a bien

notre étude, nous aurons besoin au théoréme suivant
Théoréme 1 :(de Banach [1]

Soit E un espace de Banach et A un opérateur lieéadbntinu de E dans E. Si
[Al<a<1

Alors I'opérateur| — Aest inversible et son inverge — A) "est donné par :

(I-A*=> A 2.3
k=0
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Et de plus
[ -~ Sﬁ 2.4
Preuve:

Dans les conditions du théoréme, c'est@{di| <1, la série Y A“est convergente, il
k=0

suffit d’appliquer la reIatio’bA"H < ||A{|k ,k=0,1,...
Désignons paY la somme de cette série. On a
V(II-A) =(l +A+. .+ A +. )1 -A)=
=1+ A+ + A+ ) (A+ AP+ + A = |
et de fagon analogue
(1-AV=1.

DoncV =(1 -A)™.

Ml +[A -+ +]A

Grace a ce théoréme, sous la conditiond|A] 'unique solutionp” de I'équation (2.2)

“ly<ltqtotgit.=—2,  cqfd
1-q

est de la forme
¢ =(1=-A(f)=F+AF)+ A (F)+...+ A(f)+.. 2.5
Cette série s’appelkrie de Neumann.

D’'une maniere plus simple, on investit le caractbgeconvergence de cette série, on arrive a

approcher la solutiop” par(g, =M, f)
k .
ou 'opérateuM est défini par M, = z A
i=0

Montrons que les opérateuss sont intégraux au méme titre gdeEn effet,v = A*(@ )

signifie queuv = A(w), ouw = A(¢), c'est-a-dire

v(¥) = [K(x,y)wy)dy, w(y) = [K(y,)g)dt,
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D’ou

v(x) = [K(x, y){ | K(y,t>¢(t>dt}dy=

ala a

= J'DK(X, y)K(y,t)dy}qﬁ(t)dt =jK2(x.t)¢(t)dt

(Kz(x,t) = [K(x y)K(y,t)dy}
On peut montrer par récurrence que A' (¢ sighifie que
U(x) = j K, (x,)g)dt (i =23.),

ou K, (x,t)sont déterminer a partir de la relation récurelatiel

b
Ki(x,t):J'Ki_l(x, VK (y,)dy (i = 23.), 2.6
dont le développement nous donne
b b
K (1) = [ KOGV K (Vi Y)-e K (Vg D)y ly 2.7

Les fonctionskK;, (x,t yont ditesnoyaux itérés

La série de Neumann peut étre maintenant écrite ladorme détaillée :

$° (9= F0)+[Kx V) f(y)dy+ [Ko (6 y) F(y)dy+. K (% ) f (y)dy+...
a a a 28

=109+ ] [Z K, (%, y)}f (y)dy.

a i=0

On a alors I'expression dg, suivante :

$ ()= T +[m (Y F(ydy, oum(xy)= Z Ki (% y)

2.9
2.1.2 Méthode des approximations successives :
La méthode deapproximations successivest 'une des méthodes les plus usuelles

pour la résolution de I'équation (2.2). Son prigcipst le suivant: on donne un élément

-10-
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quelconqueg, U C[a, b] appeléapproximation initialeet on construit a partir de cet élément
la suite (¢, Jessolutions approchées

$..=FT+A@P,) (n=01.) 2.10
Si I'on obtient une suite convergente dont la levest la solution de I'équation considérée, on
dit que le processus des approximations succespm@s|’équation (2.2), d’élément initial

@,est convergent (vers la solution de I'équation )j2.¥u que l'opérateur intégr&lest

linéaire continu, le seul fait de la convergencdadsuite (¢, ) implique queg™ =lim ¢_est
n- o

solution de I'équation (2.2).Pour s’en assureuffisde passer a la limite pour - o« dans
(2.10)
La convergence d’approximations succesgies I'équation (2.2) est aussi rattachée a

celle de la série

|+ A+ A" +.., 2.11
On a le théoreme suivant [1]
Théoreme 2 :

Si la série (2.11) est convergente, le pssts des approximations successives pour
I'équation (2.2) converge vers l'unique solutiog” de I'équation (2.2) quelque soit
I'approximation initialg, . De plus

l¢” -,

En particulier, si I'on ce place dans lesnditions du théoreme de Banach, cette

An

<Ja-m|

||¢1 - ¢0|| (n=12,.....) 2.12

majoration (de la vitesse de convergence) peutrétrgolacée par

n
6" -9, slq_—q||¢l—¢o|| (n=12,...) 2.13

Preuve:

En applique successivement la formule (RahOtrouve
g, =f+AF)+. .+ A" (F)+A(P,), (n=12..). 2.14

D’ou il suit que si la série (2.11) est convergeaters il existe
¢*=Iim¢n=ZAi(f)=(I—A)‘l(f), 2.15
n-o i=1

PuisqueA”(¢,) — Qa premiére partie du théoréme est démontrée, peig est

manifestement solution de I'’équation (2.2).

-11-



Chapitre I Méthodes d’approximation pour les équations intégra les

Pour obtenir la majoration (2.12), substitiip” a ¢,dans (2.14). Alors il est clair de la
formule (2.10) quep, = ¢ (n = 1,2,...). Donc nous sommes conduits a la relation
o =f+AH)+. +A"(D)+A (@), (n=1,2,...).

Si I'on soustrait I'égalité (2.14) dans cette riglatet I'on passe aux normes on obtient

|6" =8| <[A|¢" -2o]. €=12..). 2.16
Posong =¢" —¢,. Vu queg” est solution de I'équation (2.2) et par syite- A(p") = f ,
On aura
(I1-A@)=F-AP)=¢ -AP )9, +Alg,) =
=t +A@o) ~ 9o =, — Po;
D’ou

$ = _A)_1(¢1_¢0)- 12

En utilisant ceci dans (2.16) on obtient la majoraannonceée.

2.1.3 Méthode de Nystrom :

C’est 'une des méthodes les plus efficadesrésolution numérique des équations
intégrales consiste a remplacer I'équation inté&grr un systeme algébrique d’équations
linéaires moyennant une formule de quadrature.

Soit donnée I'équation
$(x) -TK(X, y)¢(y)dy = f(x) 2.18
On souhaite approximer I'opérateur intéghkaléfini par :
ox0fabl, (ABYX) = K (x )g()dly 2.19

Pour ce faire, on se donne des regles de quadr@@jjgour calculer I'intégrale a noyau via
des nceuds/"),....,, ainsi que des poide/™),...,, d'ou I'introduction d’un nouvel opérateur

A, défini par :
OXOfa,b], (AG)() = Y WK (x, y)B(y") 2.20

Alors, on va approcher la solutiog” de I'équation ¢ — Ag = f par la solution @, du

problémep, — A ¢, = f .C’est a dire :

-12-
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trouver ¢, telqueg, (x) - Zn:vvi‘”) K(x, y™)g, (y™) = f(x) 2.21

i=1
Ceci nous amene a une seconde discrétisation, wwtie fois-ci sur lesx, donc

pourx = (Y])x<,» €t avec les notations suivantes :
#(y")=4;, i=12..n,

fFy")=1f;, j=12.n,

Ky, y)=K,,i,j=12..n,

On obtient, le systeme algébriquerdéquations linéaires :

;- wK;¢ =f, j=12.n 2.22
i=1

Ou K ,w,, f; considérer comme quantités connueg gtomme inconnues.

La matrice associée a ce systeme est de la forme

1_W1K11 _W2K21 _WnKnl
_W1K12 1_W2K22 _WnKnZ 2 23
_W1K1n _W2K2n 1_WnKnn

Remarque:
Avec la méthode de Nystrom et dans le casedéquation intégrale de Volterra de

seconde espece, on obtient une matrice triangufdé&geure, c’est le cas qu’on établira dans
la suite (a savoir le chapitre 1l1).

Théoréme 3 :[9]

On suppose que les régles de quadrat(t@ﬁ:)nDN de la méthode de Nystrom sont
b
convergentes (i.e. Of OC[ab], Q,(f) - J'f). Alors la méthode de Nystrom est

convergente point a point, i.e0¢0OC[abl, Ag@ - Ag,mais ne converge pas

nécessairement en norme.
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2.2 Méthodes du noyau dégénéré :
Soit A l'opérateur intégral défini par la formule (1.1y is’espacé:[a, b] muni du méme
produit scalaireLa méthode du noyau dégénéarespond a approximer le noypar une

suite de noyaux dégénéris de la forme :
Ko(%Y)=>p;(¥a;(y), xy0O[ab] 2.24
j=1

OU (P;)xj<n €1(Q;)1cjcnSONt des familles d'élements @E&,b], avec de plus la famille
(P;)sj<n €St linéairement indépendante.

Dans ce cas l'opérateur intéghagst approximer par une suite d’opérate(#s) ., de

la forme :
An¢=§<¢,qj>pj 2.25
et par conséquence, I'équation (2.1) sera ellsi approximer par
$,09-22,p,09= 19 2.26
ou

z, =|q;(y)g(y)dy, j=12..n 2.27

D C— T

Aussi, on peut écrire :

7, = [q,()p()dx=[q, () T (x)dxé{ fap, (x)dszi-

Posons,
b b
¢ =[a(f(dx  a =[q ()p,()dx 2.28
On obtient

z=c+Y a2z, i=12..n 2.29

-14-
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Finalement, on a le théoreme suivant :
Théoréme 4 :[6]
Les solutions de I'équation :
¢n_z<¢!qj>pj =f 2.30
j=1

ont la forme :
¢,=f+>zp 2.31
i=1

ou les coefficientg,, z,,...,z, sont solution du systéen(2.29) i.e.

Oi0{L...n),  z —]Z:<pj,qi>zj =(f.q). 2.32
2.2.1 Notions générales sur l'interpolation :
Définition :

SoientU, un sous espace Gx[aa b], de dimension fini et x,,...,X,, n point de §, b
telle que la seule fonctior U, vérifiant O 0{1,2,...,n}, f (x ) = Osoit la fonction nulle. On
dit que notre ensemble estisolvant
Théoréme 5 :

Etant donneU et les points (X )., Présentés au dessus, si on se donne une
fonctiong DC[a, b], il existe une unique fonctiamJU , qui interpole g aux points , i.e.
0 0{12,...,n}, u(x,) =g(x;) 2.33
Remarque :
L'opérateur d'interpolationP, :C[a,b] - U, qui a g associéu est un opérateur de

projection continu.
2.2.2 Interpolation polynomiale:
Théoréme d’approximation de Weierstrass :
Si | est un intervalle compact de R, albemsemble des polynémes IP de fonction

polynomiale sur | est dense d&@@) .

D’ou, pour toute f 1C(I) et toute > 0, il existe une fonction polynomiale p sur | tejlee
||f—p||:sud}f(x)—p(x)|:xDI}<£. 2.34
Autrement dit, toute élément @¢l) peut étre uniformément approximer, avec le degré

de précision qu’on veut, par une fonction polyndmia
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Théoréme de Korovkin :

Soient | un intervalle compact de R @t,)suite d’opérateurs linéaires positifs dans

C(l) tel que :
limL, p, = p,.k=012 2.35
alors
L, f 0 -~ f Pourtoutef OC(I) 2.36
Théoreme 6 :

On considére le polynéme d'interpolatiop, def OC™([a,b])en n+1 points

defa,b] :
a=X,<x% =X th<..<x =b avec h=%
On a alors :
[t =Pl < (nil)!llﬂnﬂ . 2.37
avec
109 = [ 0c-x) 2.38

Sans hypothese sur la répartition @ep...,, on n'a pas forcément convergence uniforme des

p,quand le pas de la subdivision diminue.

2.2.3 Interpolation du noyau:
On peut appliquer cet opérateur d’intesioh pour construire une suite de noyaux

dégénérés, pour expliquer la méthode, soit le problde Fredholm du type

Trouver¢:[a,b] - R telque ¢(x)—sz(x, y)¢(y)dy=f(x) a<x<b

Pour approximer la solutigh, on va interpoler, pour chaqugD[a,b] la fonction

X - K(X,y)aux pointx, <X, <...<X_, ce qui donne un noyau dégéneéré de la forme :
K, (% y) =D L (9K(x;,Y) 2.39
j=1

ou (L;).,€St une base deJ dite dinterpolation , c'est-a-dire qu'elle vérifiant

L. (X;) = 9,;, on I'appelle souveritase de Lagrangassociée & et auxx;. [9]
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2.3 Méthodes de la base finie :

Ces méthodes, aussi appelées méthode gectipn, leurs intéréts par rapport aux
méthodes de quadrature résident dans le fait gg'gllermettent un bon contréle du
compromis entre précision et simplicité de la neéseeuvre.

2.3.1 Méthodes de Projection
Définition : Soit X un espace vectoriel normé&) [0 X un sous espace non trivial. Un
opérateur bornd®: X - Y est appel@rojecteurs’il vérifie :

OgOU, Pg = ¢. 2.40

Définition : (Méthode de projectign
On se donne X et Y deux espaces de Bamawa$i, que A: X - Y un opérateur borné

injectif. Pourf O A(X) OY, on cherche a approximer la solution du probleme
trouver ¢ [0 X telque Ag = f 241

Pour se faire, on se donne une suite de sous espactoriels X, [0 X et Y, Y de
dimension finien, ainsi que des projecteuRs :Y — Y, On considere le probléme approché :

trouver ¢, O X, telque P, Ag, =P, f 2.4
Cette méthode de projection est dittnvergentes’il existe un rangy a partir duquel pour
tout f O A(X),I'équation approché (2.42) admet une unique saluthg O X, et que cette
solution converge vers la solutignde (2.41), i.eg, n:o¢
Cette condition de convergence peut s’exprimer Empnt en fonction de l'opérateur
A =P A: X, - Y,.Elle signifie simplement qu’'a partir d’'un certaiang, cet opérateur est
inversible, et que de plus, on a une convergennetpelle :

AR )= AP, (AP) = (P,A'PAp - ¢ 2.43

n-oo

Avant d'étudier la convergence des méthodes deegtion, nous allons citer certains
théoremes fondamentaux,
Théoreme 7:(de Banach - Steinhays

Soit{A }..,, une suite d'opérateurs bornés, : X —  eMtre deux espaces de Banach X
et Y. On suppose que la suite est bornée ponatuetie i.e. que pour togdtl  Xil existe

une constant&, tellequel|A ¢|, < C,.Alors, la suite est bornée uniformément en noiree,

il existe une constante C telle ueg|, < C.
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Corollaire :

Soit {A}..,, une suite d’opérateurs bornéds : X - eitre deux espaces de Banach
X et Y. On suppose que cette suite converge pdiechaat vers un opératedr: X - Y | i.e.

quedg O X,A 9 — A¢. Alors 'opérateur A est borné.

Démonstration:

Soitg [0 X, alors la suite{ A ¢} ., de Y est convergente, donc bornée. En appliquant le

théoréme (7), on en déduit que la aﬂ't@”}m est bornée, donc sa limite ||A|| aussi.

ThéoremeS8:

Soit{A,} ., une suite d’'opérateurs borné, : X -  eMtre un espace normé X et un

espace de Banach Y. On suppose que la suite canypemgctuellement vers un opérateur
A: X - Y (borné, grace au corollaire). Alors, la convergerest uniforme en norme sur tout

ensemble compatt I  X.e.

sugA¢ - Ag|, - 0 2.44
i n-e

Démonstration :
On a d’'apres le corollaire, la convergepoectuelle entraine I'existence d’'une borne
uniformeC sur les normesA}|| ainsi que 4|

Soite > 0, et on considéere le recouvrement par des boulesyda & :

uad U B(¢,£), CommeU est compact, on en extrait un sous recouvremeirtt fi
$U

U OJB@,.2),
i=1
Comme on a la convergence ponctueleg, — Ag, pour un ensemble fini d’éléments
9.,.9,,...0,,0n peut trouver un entied tel que poum = N on ait :
0y 0{12,...m}, |Ag, - Ag,| <e 2.45

Donc, si on prendg [JU quelconque, comme cet élément se trouve dans uhéaldes

ouvertedB(¢,,£),ona:

|ag-Agl, <[Ad-As|, +[Ad; - As|, +|As; - Ag|,

<|Alle-¢,|+e+|Alg -4, 2.46
< (2C+1De
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Théoréme 9 :

On considére une suitg,} . d'opérateurs bornék, :Y — Zavec Z un espace

normé et Y un espace de Banach. On suppose deumuka suite converge ponctuellement
vers un opérateurL: X - Y (lui aussi borné). On se donne aussi un opératemmpact
bornéA: X - Y, ou X est espace vectoriel normé quelconque. Alars convergence en

norme de la suite d’opérateurs bornés compdcta:Y - verd I'opérateur LA, i.e :

(L, -LA| - 0

Démonstration:

L’ensemble{(// = Ag.|¢|, s]} est relativement compact. Donc avec le théorémdg2

convergence ponctuelle ¢y — L est uniforme subJ donc sutU, i.e. si on se donne> 0
Ow=Ap0U, |L,Ag-LAg|, <e.

ce qui est exactement dire dfi(e, - L)A“m(x,a <¢.

Théoréme 10:

Soit{A,} ., une suite d’'opérateurs bornés, : X -  e¥tre deux espaces de Banach X

et Y. On suppose que cette suite converge en nggreeun opérateur bornd\: X -  qui
est & la fois inversible et tel que son inverse lsoiné. Alors, a partir d’'un certain rang, les

opérateursA, sont eux aussi inversibles et d’inverses bornés.

Démonstration :

Il suffit d’écrire :
A = Al + A (A, - A)

Dansl’algebre de Banacl(X, Y) sous la conditio‘bﬁx‘l(ﬁ\1 - A)H <1, qui est réalisée a partir
d’'un certain rang, l'opérateur+ B, =1+ A™(A, — A eptinversible et d’'inverse borné
(Considérer la série de Neumaﬁr; Bn" ). Comme A est aussi inversible d’'inverse borné, on
en deduit queA, est inversible d’inverse borné a partir d’'un dertang.
Définition :

On dit g'un sous espaXe, d'un espace normeé X posséde la propriété de tdeeni

norme si:

Og0X,, llg}(‘ﬂ”t// -¢| - 0. 2.46
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Théoreme 11: (CNS de convergence des méthodes de projerf@in
On se place dans le cadre de la densitéitdpar (2.46) Une méthode de projection

pour un opérateur A: X - Y entre deux espaces de Banach X et Y convergssukiment

si il existe un rangn, a partir duquel les opérateurs de dimension fiRié\, : X, - Y,sont
inversibles et si les opérateurs d'approximati¢R,A)™'P,A: X - X_sont uniformément
bornés, i.e.

™ >0,0n=n,,[(R,ARA <M. 2.47

Dans ce cas, on a une estimation de I'erreur corarais approchan [1 X par la solution
approchéeg. = (P,A)"P,A¢:

l6=¢.], = @) int Jy-g] 2.48

Démonstration :

On a déja dit que la convergence de ldhaut de projection pouk équivalait, a partir
d'un certain rang, a la convergence ponctuelle dgserateurs d’approximation
B,=(P,ATPA: X - X,

Dans un sens, si on suppose que la méthode dectprojeconverge poud, alors la
convergence de (2.48) assure, avec le théorémec€l)i de Banach-Steinhaus, que les

opérateurs B, sont bornés uniformément en norme, ce qui donne (2e47). On écrit

simplement :
$,-¢=(B,-1)g=(P,ATRA-I1)$

Et comme, les élementg X, sont invariant paB_, on obtient :

¢, -9 =(B,-1)@-¢)=(PRA'PA-I)¢-y)
D’ou I'estimation (2.48) et le résultat voulu.
2.3.2 Méthode de Galerkin [6]
Il s’agit Ia d’'une méthode essentiellement hillertie, c'est-a-dire qu’elle met en jeu la
projection de notre égquation dans un espace plitgpe I'espace ambiaiht.

Pour se faire, on se donne un espace n@ct, de dimension finien de base

orthonormaléu, }

I<isn’?

on cherche une fonctiog, 0 X, (i.e.¢, =Y a.u;), proche de notre
i=1

solutiong” .
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Donc pour le probleme
trouvée g OH telque(l —A)g = f
L'idée est de minimisé I'erreur
Ya(l-Ay - f 2.49
i=1
d’ou, on impose la condition d’orthogonalité suitean
<Zai(l -Au, —f,uj>=0, j=12,...n, 2.50
i=1
Ceci, mene au systéme d’équations linéaires suivant
Z(ai<(l —A)ui,uj>—<f,uj>)=o, j=12,...n 251
i=1
=>a (<ui U, > —<Aui ,uj>)= z< f,u, > j=12,...n 2.52
i= i=1
=a, =Y (Au,u e => (fu), j=12..n 2.53
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Chapitre 1l Résolution numérique des équations intégrales de second type

Introduction

Dans cette partie essentiellement pratigoas exposerons en détail quelques méthodes
tres usuelles pour la résolution numérique des té@msaintégrales, toute en élucident les
étapes de la discrétisation de I'équation, et pthaque méthode, on donne un exemple
d’application numérique. Ainsi, dans 'objectif dterpréter nos résultats, il est commode de

I'est schématisés.

Tout d’abord, on commence par les
3.1 Equations intégrales de Volterra

3.1.1 Méthode des trapezeg8]

Rappelons que I'équation intégrale de Vi@teest donnée par

?(X) = g(x) +Jx'k(x,t)¢(t)dt, asx<b 3.1

Notre objectif est d’approximer la solutiofi de cette équation sur un systéme de
neudsx, =a<x <..<X; <..X, =b, supposons que ce systeme est équidistant,
l.e.x; =a+ jh, j=0L2.n, ou hest lepas de la discrétisation voulue, pour se faire en

exigeant que I'égalité (3.1) ait lieu uniguementen nceuds, donc I'’équation (3.1) devient :
(x;) = 9(x) + [K(x; (M), 35

Laméthode des trapézesst usuelle dans le but d’approcher numériquetaemqiantité
qui se présente sous forme intégrale dans cettatiéegu ceci nous amene a une seconde
discrétisation par rapport a la variable d’intéigmatt.

Sien pose= (X )y, il vient :

p(x,) = 9(x,) +(gk(xj 1))+ KO )P k(8B )j, 33

avec les notationsg; = ¢(x;),9; = 9(x;),k; =k(x;,t; cptte formule s'écrit :

h = h
¢j = gj +(§k]‘o¢o +h;kji¢i +§kjj¢jj
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En général
h h = .
¢j(1—§kﬂj=gj+ E|<j0¢0+hzl“k“¢i : j=12...n 3.4

Il résulte immédiatement de I'équation (3.2), ppar0 la valeur d&(a) = g(a )
D'ou :
$o = o- 3.5

Cette discrétisation nous a fournie alors un systémquations algébriques linéaires, de la

forme :A¢ = b, ouA est une matrice triangulaire inférieure i.e.

1 0 0
h h
'Ekm 1-—ky
A= °
hk 1 k
| 2 1n 2 nn_

¢ =(PoPr-8,)'s D=(0osGrr,0,)"
S’agissant de la solubilité du systeme)(3u4 réle essentiel revient au déterminant de la
matriceA ; étudient alors le comportement de ce dernier.

Cette matrice, elle a pour déterminant

h h h
A= (1—Ek11j(1—;k22j ...(1—Eknnj )

soit M =ma kjj ‘ Il en résulte évidement
I<j<n

b-a
ax(1-Tm ) =(1-2=8m ]| =[1-Dm )" 3.6
2 2n 2
le seconde membre de cette inégalité est non rur feoit h suffisamment petit, il en croit

avec la diminution dé. Ainsi, (1—2M j est pouth deux fois moindre :

2 2
(1—DMJ :l—DM +h—M2
4 2 16

M

~(b-a)
Lorsqueh — 0, le seconde membre de (3.6) tend wers 2
Algébriquement dit, le déterminant du systeme (8st)non nul et ne tend pas vers 0 avec

ce qui preuve justement I'absence des valeurs esage I'équation de Volterra.
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3.1.2 Méthode adaptative [14]
L’intérét de cette méthode est de dimifereeur de précision, dans le but d’obtenir une
solution plus fine, pour ce faire et sans perdea kvec les résultas obtenus par la méthode

précédente, dans chaque étppejui correspond a une solutign, on applique la méme
subdivision que la premiere meéthode sur I’intele,{a(U,xj_lj, sauf sur le dernier sous

intervalle(i.e[xj_l,xjj), il intervient un nouveau nceud intermédiaire ,, en fait cette
2

méthode applique un raffinement plus fine sur Enpére méthode.

Soit
¢’ = +ix"|¢lk(x,,t)¢(t)dt+ J'k(xj,t)¢(t)dt+ jk(xj,t)¢(t)dt 37
=0 Xi 4 ‘;

2

Utilisons la méthode des trapezes,

j-2

1
=0, +Z§(kji+l¢i+l +kji¢i)h +

i=0

h 1
_(k ¢J_ kjj—l¢j—1)§ + E(kjj¢j ”_1¢ )_
21 i1q
=g, +).=hk;@, +> =hk
i% 2 =

1 h
+§(kjj—1¢j—1 + 2kjj—%¢'—% + kjj¢i )E

J

. 1 ~ 1 22 3 1
P, (1—th” j =9, +§hkjo¢0 +Z_l:hki‘¢i + thjj—1¢j—1 + Ehkii—é¢i—é' 3.8
de la méme maniére en détermine la valeug de .
j=2 Xi+1 Xj*%
[ j k(x,_.,Dg(t)dt + j k(x,_. g (t)dt 3.9
=0 % 2 x4 2
Utilisons la méthode des trapezes,
-
Z s tK 80N + —(k btk _1> 3.10
:o
=y 1
b= ,%+Z hk . ¢, + I12h o d Z(kj——1—1¢' j-128,)h
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de second type

th'-;i-;j - 9i-

j-2

h
1+ Ko 20K 4

i=1

En substituant (3.11) dans (3.8), on obtient Iaamnaﬁey)if :

Exemples numériques

Exemple 1:

Considérons I'équation

3k

p(x) =2-e" + [ g(y)dy

La solution exacte de cette équation est

¢ (x) =1,

* 4 1-%]-1¢i‘1'

3.11

3.12

Avec I'application de la méthode des trapezes aptadive, on obtient les valeurs de I'erreur

e =|¢, —¢"(x;)| dans le tableau suivant :

1%

h=0.1 h =0.05 h =0.025

" trapezes | adaptativge trapézes | adaptativg trapezes | adaptativ
-1.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.00
-0.81 2.049D-4| 1.295D-4 5.123D-p 2.590D{4  1.2800Q-5.478D-5
-0.6| 5.106D-4| 7.022D-4 1.276D-§ 1.748D{4  3.1910-5.458D-5
-0.41 9.688D-4| 1.748D-4 2.416D-f# 4.913D{5 6.0420-5.440D-5
-0.2| 1.647D-3| 6.134D-4 4.118D-f 1.384D{4 1.0290-4.059D-5
0.0 | 2.663D-3| 1.789D-3 6.655D-f 4.181Dj4 1.6630-4 779D-5
0.2 | 4.17/8D-3| 3.544D-§ 1.044D-B 8.356Dj4  2.6100-4 97/8D-4
0.4 | 6.439D-3| 6.162D-§ 1.609D-B 1.458D}3 4.02200-4 473D-4
0.6 | 9.813D-3| 1.006D-4 2.451D-B 2.387D}3 6.12800-4 703D-4
0.8 | 1.484D-2| 1.859D-4 3.709D-B 3.773D}3 9.2700-4 028D-4
1.0 | 2.235D-2| 2.459D-4 5.584D-B 5.841D{3  1.3950-3 398D-3

Tableau 1: Exemplel, Les valeurs d’erreurs obtenues poféreéts pas

trapézes et la méthode adaptative.
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3.1.3 Méthode de Simpson Modifiée :

Dangette partie, nous introduisons une nouvelle méthagpeléenéthode de Simpson
modifiée c’'est une adaptation de la formule de quadratureSoepson aux équations
intégrales, en particulier celle de Volterra deosele espece.

Considérons la méme équation de Volterra
?(X) =g(x) +J'k(x,t)¢(t)dt, asxs<b 3.13

et soitX, =a< X, <...<X,; <X, <..<X,, =b, une subdivision équidistante d'un pas
suffisamment petit. Notre objectif alors, est d'apgmer la solution de cette équation aux

noeuds d'indices pairs (i.e. au poiqt).

On procéde de la méme maniére que la méthodeapgz#s, I'équation (3.13) devient

Xz

B2 =0y + j k(%,; @t

ot tase 13
=g, +Zl [kOg, Do)t
=g
Utilisons la formule de quadrature deaf@on
L’équation (3.14) devient
i1 h
¢2j = gzj + ;g(k2j2i¢2i +4k2j2i+1¢2i+l + k2j2i+2¢2i+2) 3.15

puisqueh suffisamment petit, on approxing,,, par

¢2i + ¢2i+2
2
I'équation (3.15) devient
e + 4.
¢2j = gzj + Zg(k2j2i¢2i + 4'k2j2i+1{¢2I 2¢2|+2 } + k2j2i+2¢2i+2j
i=1
'h
= gZJ + z ([k2]2| 2j2i+1]¢2i + [2k2j2i+1 + k2j2i+2]¢2i+2)
j-1
= gZ] (Z [k2]2| 2j2i+1]¢2i + Z[2k2j2i+1 + k2j2i+2]¢2i+2j
i=0
]
= gz; (Z[kzlzu 2j2i+1]¢2i + Z[2k2j2i—l + k2j2i 2ij
i=1
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h h
92 =9y +§[k2jo + 2k2j1]¢o +5[2k2j21'—1 Koz, ]¢21 *

oh it 3.16
+?Z[k2j2i-1 + k2j2i + k2j2i+1]¢2i-
i=1
d’ou, finalement
h h
¢2](1_§[2k2j2j—1 + kszjU =0y, +§[k2j0 +2k211]¢o +
3.17

2h 3
+?Z[k2j2i—l + k2j2i + k2j2i+1]¢2i
i=1

onobtientde(3.13)pourj =0, ¢, =g, = 9(a).

Dans l'objectif de voir I'efficacité de ¢et méthode considérons le méme exemple
précedent (Exemple 1),
Du tableau suivant, on remarque que la méthode idgpsen modifiée a un ordre de

convergence éleve.

X h=01
-1.0| 0.000

h= 005
0.000

h=0.025
0.000

-0.8

1.37D -7

8.55D -9

5.32D -10

-0.6

3.43D -7

2.13D -8

1.32D -9

-0.4

6.51D -7

4.038 -8

2.521D -9

-0.2

1.111D -6

6.88D -8

4.29D -9

0.0

1.80 -6

1.11D -7

9.93D -9

0.2

2.830 -6

1.74D -7

1.088 -8

0.4

4.37D -6

2.69D -7

1.678D -8

0.6

6.67® -6

410D -7

2.55@ -8

0.8

1.01D -5

6.21@® -7

3.86D -8

1.0

1.52® -5

9.36@ -7

5.828 -8

Tableau 2 Exemple 1 : Les valeurs d’erreugs = ‘¢21 —¢*(x2j)‘ , Obtenus avec la méthode

de Simpson aux nceuds d’indices pairs.
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3.1.4 Etude comparative des trois méthodes :

Dans cette partie, nous allons testefi¢afité d’'une méthode par rapport a 'autee,

premier exemplenous a fourni le schéma suivant :

Exemplel, n = 20

300 4
250 4
200 +

150 4

ERREUR.D +4

100 -

50 4

N : nombre de subdivisions

Schéma 1. Exemplel

(Variations de I'erreur pour les trois méthodes)

2. Sur un probléme a solution oscillatoire :
On se donne I'exemple suivant :
Exemple 2 :
L’équation

#(x) = sin(ex) + cosx)/w=cosE)/w+ [ #(y)dy

a pour solution exactg” (x) =sin(x ),
ou « est une constante donnée.

Avec cet exemple, on a obtenu les résultats scligdsatuivants :
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Exemple2, omega=6, n=20

1400 +

1200

1000 ~

800 -

600 ~

ERREUR. D+4

400 -

200 +

trapézes - - - - - - adaptative ——e—— simpson

Schéma 2. Exemple 2

3. Sur un probléme a solution quadratique polynomike :
Exemple 3 :

L’équation
$(X) = =x°/30+ X" = x/5-1/6+ [ (x= )4 (y)dy 3.19
-1
a pour solution exactg” (x) = x*.

exemple3, n=40

120 ~
100 ~
80 +

60 -

ERREUR.D+4

40 -

20 -

-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

trapezes - - - - - - adaptative ——e—— simpson

Schéma 3. Exemple 3
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4. Sur un probléme a solution exponentielle :
Exemple 4 :

L’équation

$(x) = e+ (x+D/we” — (e” —e™)/w® + [(x=Y)p(y)dy 390

a pour solution exactg (x) = e“* .

exemple 4, omega=6,n=20

5000 +
4500 -
4000 -
3500 -
3000 -
2500 -
2000 -

ERREUR.D+4

1500 -
1000 -
500 +

5004 -1 -08 -06 -04 -02

trapézes - - - - - adaptative ——e—— simpson

Schéma 4. Exemple 4
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Exemple4, omega=10,n=20

2500 -

2000 -

1500 -

1000 A

ERREUR.D +4

500 -

0 - - - - &
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2

trapezes - - - - - - adaptative ——e—— simpson

Schéma 5. Exemple 4
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3.2 Equations intégrales de Fredholm

La résolution numérique de ce type d’équations wstpeu différente de celle de
Volterra, puisque, en effet la limite supérieure katégrale est une constante, par
conséquent, on travail avec des matrices denses;e@t manifeste inversement sur
I'approximation numérique désiré.

Aussi de méme que précédemment, pour ulee rtedthode ils existent pratiguement

plusieurs techniques de résolution, ceci dépenditément de la nature de I'équation a
résoudre et de son espace d’approximation. Icis mlons donner deux méthodes classiques
de résolution,

Premiere méthode [12]

Considérons I'équation intégrale de Frenghdé seconde espéce :
b
$(x) = 9(x) + [K(x y)p(y)dy,  xOab] 3.21

ou g(x) etk(x,y) sont des fonctions données.
Soit a=x, <X, <...<X, =b, une subdivision équidistante de [lintervalle,jj. Si on

remplace l'intégrale de I'équation (3.21) pafdemule composite des trapezes

[ Y)#W)y =Y. DK (99, +k.a (98, 3.22

avec
ki () =k(x, %),
¢, =p(x),
I'équation (3.21) devient

N—lh
#(x) = 9(x) +Z§[ki(><)¢i kg (08,.4] 3.23
i=1
I'évaluation de (3.23) sur les; donne un systeme d’équations algebriques de aefor
h
[I —ZKJGD:G 3.24

ou les vecteursp et G définis respectivement par leurs composagtest g; = g(X;),
les composantes desont donnees pa; =k;(x; ),

dans le but de résoudre le systeme (3.24), orsaitpar exemple la méthode itérative de
Gauss- Seidel, i.e.
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i+ 1 & i+ § i H
7" :_(gj -2 a8 - Z%@”j’ I=0L..., 3.25
=1

q; 1=]+1

ou

et 'approximation initiale
p© =G.
Remarques :
Une condition suffisante de convergence placessus itératif (3.25), est que la

matriceQ soit & diagonale dominante. Ce qui équivalent&|Q@jr<1.

Exemple 5 :
L’équation
1
$(x) =079 + [ (x— 05)(y - 05)g(y)dy 3.26
0

. . * - — 2
a pour solution exacte, la fonctigh (x) = e %%

pour une subdivision deN =40sous intervalle, aprés quatre itérations on a abtes

résultats suivant :

X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
exD+4 | 2.141] 1.606| 1.070| 0.535| 0.000| 0.535| 1.070| 1.606| 1.141| 2.670

Tableau 3.Exemple 5.

Deuxieme méthode [7]
Pour une équation de la forme (3.21),r&s@nce de la fonction inconnue en dehors de
I'intégrale, offre de bonnes opportunités pour computation efficace.

Avec une formule de quadrature, I'approximatien(3.21) est donné par
¢ =9, +Zij(Xi,Xj)¢j 238
=1

ol w;, j =12,...,nsont les poids de la quadrature.
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La motivation du schéma
o™ =g, + D wk(x,x)g" m=12,.. 3.28
j=1

nous ameéne a 'approximation ge.

Cette méthode converge, si la matrice tiaéntsw, k(x;,x;) est de norme inferieure
a l'unité.

Le probleme qui ce pose pour le schén2Bj3est l'initialisation, c'est-a-dire la bonne
valeur dg@, car sinon le déroulement de cette méthode estriwis on peut résoudre ceci
par I'algorithme suivant :

- Computer la solutiom, surN noeuds par la méthode directe.
- RemplaceN par2N.

- Générer¢;‘2 par la formule

N
¢i(g)N = g(Xi,ZN) +2Wj,Nk(Xi,2N'X]’,N)¢j,N
=
- Résoudre
2N
Pion =9(X20) + zwj,ZNk(Xi,ZN X oan )P an s
=1

par I'itération

2N
B = O o)+ 2 W oKX o X 20 )BT
j=1

i,2N

- Répéter, avec le doublementMgune fois la solution est trouvée.
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CONCLUSIONGENERALE

Nous proposons une nouvelle méthode numeérique addutiésm des équations
intégrales. Notre objectif été de voir la performarde cette méthode et de contribuer a
I'étude du comportement de I'erreur commise dante@pproche.

Dans une premiére étape, nous avons proposé detixodaes efficaces de
résolution pour les équations intégrales, celle ttapézes et une méthode adaptative,
nous avons calculé les erreurs commises par las tmethodes sous forme de valeur
absolue de la différence entre la solution exaob@nce d’avance et la solution
numérique qu’on a trouvée, pour un choix divergpdeblemes sous forme d’exemples
numeriques. En suite on a schématisé ces résultats

Enfin, la lecture de ces schémas, nous a donnéillusgon générale sur la
méthode ainsi proposée, dont il est clair que 8 pgroblémes a solution oscillatoires,
guadratiques et exponentielle, notre méthode ednhsmoonsistante, mais sur des
problemes a solutions d’une variation lente, lamoée est tres efficace. Cela donnera

un avantage de plus a la résolution numeérique desigons intégrales.
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