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Introduction

Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n sur un corps commutatif K.

La classi�cation des trivecteurs ( ou formes trilinéaires alternées), c�est-à-dire la

détermination des orbites, et un représentant typique de chaque orbite, est l�étude de

l�action du groupe linéaire GL(E) sur l�espace vectoriel des trivecteurs ^3E ( ou des

formes trilinéaires alternées Alt3 (E) ).

De l�isomorphisme ^3E� ' (^3E)� ' Alt3 (E), on parle indi¤éremment des formes
trilinéaires alternées et des trivecteurs .

Plusieurs auteurs ont étudié les formes trilinéaires alternées. Il n�y a qu�un nombre

�ni d�orbites pour n � 8 dont la liste est donnée dans [4]; [5]; [9];
[12] et [13].

Pour classi�er les trivecteurs, on utilise le plus souvent les invariants algébriques

des formes trilinéaires alternées

qui permettent de mieux comprendre la classi�cation de ces formes, par exemple,

le commutant C (!) d�un trivecteur ! ( ou forme trilinéaire alternée ) qu�il a été

introduit par B.Kahn [6]:

Si C (!1) et C (!2) ne sont pas isomorphes, alors, leurs trivecteurs !1 et !2 ne le

sont pas comme on le verra au chapitre II.

Dans ce mémoire, nous rappelons l�essentiel des résultats connus sur la classi�ca-

tion des trivecteurs de rang n � 8,
puis nous déterminons les commutants de chaque trivecteur sur un corps algébri-

quement clos, pour n � 8:

Dans le premier chapitre, on donne des généralités sur le produit tensoriel, produit
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exterieure, scindabilité , invariants , groupe d�automorphismes,

commutant et parties stables.

Le deuxième chapitre est consacré aux trivecteurs de rang au plus 7 et leur com-

mutants.

Après avoir donné la classi�cation des trivecteurs pour n 6 8; nous déterminons
les commutants de ces trivecteurs, on utilisant la di�nition.
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Chapitre 1

produit tensoriel et extérieure

1.1 Produit tensoriel

Dé�nition 1.1 Soit E espace vectoriel sur un corps commutatif K:

Il existe un espace vectoriel sur K; noté E
E qui se lit E tenseur E; et une forme
bilinéaire

'1 : E � E �! E 
 E
(u; v) �! '1 (u; v)

tels que, pour toute forme bilinéaire

'2 : E � E �! K

(u; v) �! '2 (u; v)

il existe une unique application linéaire ' : E 
 F �! k telle que '2 = ' � '1

E � E 8'2��!
k

9'1 # %
E 
 E

L�ensemble des applications bilinéaires de E � E dans K; s�identi�e à l�ensemble
des applications linéaires de E 
 E dans K;

'(E;E;K) w (E 
 E;K)
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et cette propriété caractérise E 
 E:
On pose T 3 (E) = E 
 E 
 E = 
3E:

1.2 Produit extérieure

Dé�nition 1.2 On note ^3E le quotient de T 3(E) par le sous-espace vectoriel en-

gendré par les éléments x1
 x2 
 x3 où xi = xj pour 2 indices i 6= j:
On appelle ^3E la puissance extérieure 3-ième de E ( ou espace des trivecteurs ).

On note x1 ^ x2 ^ x3 la classe dans ce quotient de l�élément x1 
 x2 
 x3. Cet
élément se lit x1 extérieur x2 extérieur x3:

1. La puissance extérieure ^3E est dé�nissable d�une manière analogue au produit

tensoriel.

On appelle forme 3-linéaire alternée sur E ( ou forme trlinéaire alternée ) à

valeur dans K; une application 3-liné:aire E3 �! K; nulle chaque fois que

deux vecteurs sont égaux:

Pour toute application 3-linéaire alternée !1 : E3 �! K; Il existe une unique

application linéaire ! : ^3E �! K telle que

E3 8!1
�! K

9 !2 # %9!

^3E

!2 = ! � !1

2. (x+ y) ^ (x+ y) = 0 = x ^ x+ y ^ y + x ^ y + y ^ x donc

x ^ y = �y ^ x

1.2.1 Support et Rang

Dé�nition 1.3 Soit ! un trivecteur de ^3E:
On appelle support de ! et on note S! le plus petit sous-espace F de E tel que

! 2 ^3F , la dimension de S! s�appelle le rang de ! qu�on note rg (!) :
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Le rang est invariant par l�action du groupe linéaire GL(E):

Dé�nition 1.4 (Radical ) Soit ! 2 ^3E� une forme trilinéaire : le radical de !;
est l�ensemble :

Rad! = fx 2 E�!(x; y; z) = 0;8y; z 2 Eg

Si Rad ! = f0g, on dit que ! est non dégénérée ou de rang maximal.

1.2.2 Vecteur décomposable

Un 3-vecteur non nul ! est décomposable s�il existe x1;x2;x3 dans E tel que ! =

x1^x2^x3: Le support de ! est le sous-espace vectoriel engendré par x1; x2; x3, donc
S! = hx1; x2; x3i dans ce cas rg(!) = dim S! = 3:

Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposable, et le nombre minimal de

trivecteurs nécessaires est un invariant intéressant, c�est la longueur.

On écrit souvent x1x2x3 au lieu de x1 ^ x2 ^ x3:

1.2.3 Vecteur divisible

Dé�nition 1.5 Soit ! un trivecteur non nul, ! est un trivecteur divisible s�il existe

un x 2 E � f0Eg et u 2 ^2E2 tel que E = Kx� E2 et ! = x ^ u:

1.2.4 L�action d�un groupe sur un ensemble

L�action du groupe linéaire GL (E) sur l�ensemble des formes trilinéaires alternées

Alt3 (E) ; est dé�nie par :

Pour f 2 GL (E) et ! : E � E � E ! K une forme trilinéaire alternée, on a

f:! (x; y; z) = ! (f (x) ; f (y) ; f (z)) satisfaisant aux conditions suivantes :

pour tous f1; f2 2 GL (E) ; ! une forme trilinéaire alternée,

1. (f1 � f2) :! = f1: (f2:!)
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2. IdE:! = !

L�action du groupe linéaire GL (E) sur l�espace vectoriel ^3E; est dé�nie par :
pour tous f 2 GL (E) ; ! 2 ^3E; f:! = (^3f) (!) où ^3f est un endomorphisme

de ^3E; dé�nie par ^3f (x ^ y ^ z) = f (x) ^ f (y) ^ f (z) :

D�après l�isomorphisme ^3E� ' (^3E)�;on emploi les deux dé�nitions.

1.2.5 Formes trilinéaire altérnie

L�espaces vectoriel ^3E peuvent être défnit d�une autre manière en utilisant les

formes alternée. Pour tout espace vectoriel E sur le corps commutatif K, l�ensemble

AlT3 (E) des formes trilinéaires alternées h : E3 �! K est lui même un K -espace

vectoriel pour les opérations terme à terme habituelles.

Dé�nition 1.6 une forme trilinéaire

! : E � E � E �! K

(x; y; z) �! ! (x; y; z)

est dit alternée ! (x; y; z) = 0 dés que xi = xj; pour un copie d�indice i 6= j:

pour chaque application linéaire

f : E �! E

^3f : ^3E �! ^3E

x1 ^ x2 ^ x3 �! ^3f (x1 ^ x2 ^ x3)

= f (x1) ^ f (x2) ^ f (x3)
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1.2.6 Suite exacte

Soit G0
f�! G

g�! G00 une suite d�homomorphismes de groupes . Nous dirons que

cette suite est exacte si :

Im f = ker g

Exemple 1.1

Si H est un sous groupe distingué de G, la suite

G
j�! H

'�! G�H;

est exacte (j étant l�injection et ' la projection canonique) .

Dire que la suite 0 �! G0
f�! G

g�! G00 �! 0;est exacte, signi�e que f est

injectif, que Im f = ker g et que g est surjectif .

On obtient le produit semi-direct G ' G0 oG00

1.2.7 Invariant et trivecteurs :L�invariant C (!)

Dé�nition 1.7

Le commutant de ! a été introduit par B. Si ! 2 ^3E�, on appelle commu-
tant de !; et on note C (!) l�ensemble des endomorphismes f : E �! E tels que

l�applicastion :

(x1; x2; x3) �! ! (x1:::; xi�1; f xi ; xi+1 ; :::; x3) ne dépende pas de i :

! (f (x1) ; x2 ; x3) = ! (x1; f (x2) ; x3) = ! (x1; x2 ; f (x3)) :

On la note !f (x1; x2; x3) et c�est clairement une forme trilinéaire alternée.
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Chapitre 2

Le commutant des trivecteurs :

2.1 Classi�cation des trivecteurs

Soit K un corps algébriquement clos, et E un K�espace vectoriel:

2.1.1 Classi�cation des trivecteurs en dimension inférieure à

6

Pour dimE = 3, il n�y a qu�une orbite de trivecturs non nuls si ! 2 ^3E�f0g ;il
existe fe1; e2; e3g une base de E telle que ! = e1e2e3; alors C(!) = K:
Pour dimE = 4, tous les trivecteurs non nuls sont décomposables, donc ^3E a

deux orbites, dans une base (ei); 1 � i � 4; un représentant de chaque orbite est

donné par

0

e1e2e3:

Pour dimE = 5; l�isomorphisme ^3E w ^2E� montre qu�il y a trois orbites dans
^3E, en e¤et si un trivecteur est non nul et non décomposable, il est nécessairement
de rang maximal, donc divisible par un vecteur ei : ! = eiu où u est un bivecteur de

rang 4, on peut choisir pour Su; tout supplémentaire de Ke1 dans E et il existe une

base (ei), 1 � i � 5;de E telle que un représentant de chaque orbite est donne par
0

e1e2e3
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e1 (e2e3 + e4e5)

2.1.2 Classi�cation des trivecteurs en dimension 6

Soit E un espace vectoriel de dimE = 6;et soit ! 2 ^3E un trivecteur de rang

maximal r(!) = dimE = 6:

Il existe une base (ei) ; 1 � i � 6; de E telle que ! s�écrire :8>><>>:
!6:1 = e1e2e3 + e4e5e6

ou

!6:2 = e1e2e3 + e2e3e5 + e1e3e6

i.e. il existe 2 orbites de range maximal.

2.1.3 Classi�cation des trivecteurs en dimension 7

Il y�a cinq orbites de rang 7, et deux orbites de rang 6, une orbite de rang 5; une

orbite de rang 3, et l�orbite 0 :

!3 = e1e2e3; rg(!3) = 3:

!5 = e1(e2e3 + e4e5); rg(!5) = 5:

!6:1 = e1e2e3 + e4e5e6:

!6:2 = e1e2e4 + e2e3e5 + e1e3e6; rg(!6:1) = rg(!6:2) = 6:

!7:1 = e1(e2e3 + e4e5 + e6e7):

!7:2 = !7:1 + e2e4e6:

!7:3 = e1e2e3 + e3e4e5 + e5e6e7:

!7:4 = e1(e2e3 + e4e5) + e2e4e6 + e3e5e7:

!7:5 = !7:2 + e3e5e7:

rg(!7:i) = 7; i = 1; 5

2.1.4 Classi�cation des trivecteurs en dimension 8

Il existe 13 classes d�équivalence de trivecteurs de rang 8. Dans une base (ei)i = 1;8de

E, un représentant de chaque classe est donné par !8;i = 1 � i � 13, de la table 1 :
Table 1
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!8:i Expression d�un représentant de l�orbite

!8:1 e1(e2e3 + e4e5) + e6e7e8

!8:2 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e5e6e8

!8:3 e1(e3e4 + e5e6) + e2(e3e5 + e7e8)

!8:4 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e7 + e4e8)

!8:5 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e3 + e7e8)

!8:6 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e8(e4e3 + e5e6)

!8:7 e1(e2e3 + e4e6 + e5e7) + e2(e5e6 + e7e8)

!8:8 e1(e2e8 + e3e6 + e4e7) + e6e7e8 + e3e4e5

!8:9 e1[e2(e3 + e4) + e5e6] + e3e5e7 + e4e6e8

!8:10 e1(e2e8 + e6e7) + e2e3e5 + e3e4e6 + e4e5e7

!8:11 e1(e3e7 + e5e4 + e8e2) + e8(e4e3 + e6e7) + e2e4e6

!8:12 e1[(e4 � e7)(e3 � e8) + e5e7] + e2(e3e4 + e5e6) + e6e7e8
!8:13 e1[e5(e3 � e7) + e8e4] + e2(e3e4 + e5e6) + e6e7e8

2.2 Le commutant

2.2.1 Commutant des trivecteurs de rang 3

On a !3 = e1e2e3 donc si

f 2 C(!), alors !(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3))

MB(f) =

0BBBBB@
f(e1) f(e2) f(e3)

�1 �1 
1

�2 �2 
2

�3 �3 
2

1CCCCCA
e1

e2

e3

� !(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3)):
!(�1e1+�2e2+�3e3; e2; e3) = !(e1; �1e1+�2e2+�3e3; e3) = !(e1; e2; 
1e1+
2e2+


3e3):
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�1!(e1; e2; e3) = �2!(e1; e2; e3) = 
3!(e1; e2; e3):

Comme !(e1; e2; e3) = 1; donc, �1 = �2 = 
3 = �:

� !(f(e1); e1; e3) = !(e1; f(e1); e3) = !(e1; e1; f(e3)):
!(�1e1+�2e2+�3e3; e1; e3) = !(e1;�1e1+�2e2+�3e3; e3) = !(e1; e1; 
1e1+
2e2+


3e3):

�2!(e2; e1; e3) = �2!(e1; e2; e3) = 0:

��2 = �2 = 0) �2 = 0:

�!(f(e1); e1; e2) = !(e1; f(e1); e2) = !(e1; e1; f(e2)):
!(�1e1+�2e2+�3e3; e1; e2) = !(e1;�1e1+�2e2+�3e3; e2) = !(e1; e1; �1e1+�2e2+

�3e3):

�3!(e3; e1; e2) = �3!(e1; e3; e2) = 0:

��3 = ��3 = 0 ) �3 = 0

�!(f(e1); e2; e2) = !(e1; f(e2); e2) = !(e1; e2; f(e2)):
!(�1e1+�2e2+�3e3; e2; e2) = !(e1;�1e1+�2e2+�3e3; e2) = !(e1; e2; �1e1+�2e2+

�3e3):

0 = �3!(e1; e3; e2) = �3!(e1; e2; e3):

��3 = �3 = 0) �3 = 0

�!(f(e1); e3; e3) = !(e1; f(e3); e3) = !(e1; e3; f(e3)):
!(�1e1+�2e2+�3e3; e3; e3) = !(e1; 
1e1+
2e2+
3e3; e3) = !(e1; e3; 
1e1+
2e2+


3e3):


2!(e1; e2; e3) = 
2!(e1; e3; e2):

�
2 = �
2 = 0) 
2 = 0:

�!(f(e2); e2; e3) = !(e2; f(e2); e3) = !(e2; e2; f(e3)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3; e2; e3) = !(e2;�1e1 + �2e2 + �3e3; e3) = 0:

�1!(e1; e2; e3) = �1!(e2; e1; e3) = 0:

�1 = ��1 = 0 ) �1 = 0:

�!(f(e3); e2; e3) = !(e3; f(e2); e3) = !(e3; e2; f(e3)):
!(
1e1+
2e2+
3e3; e2; e3) = !(e3; 
1e1+
2e2+
3e3; e3) = !(e3; e2; 
1e1+
2e2+


3e3):


1!(e1; e2; e3) = 0 = 
1!(e3; e2; e1):
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1 = �
1 = 0) 
1 = 0:

Donc la matrice de f est de la forme :

MB(f) =

0BB@
� 0 0

0 � 0

0 0 �

1CCA = �I3:

C�est-à-dire

C(!3) ' K

2.2.2 Commutant des trivecteurs de rang 5

On a :

! = e1 (e2e3 + e4e5) = e1e2e3 + e1e4e5:

La forme trilinéaire alterné :

8>><>>:
!(e1; e2; e3) = 1

!(e1; e4; e5) = 1

!(ei; ej; ek) = 0

Si f 2 C(!5); alors :

!(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3))

!(f(e1); e4; e5) = !(e1; f(e4); e5) = !(e1; e4; f(e5))

La matrice associée à f est de la forme :

MB(f) =

0BBBBBBBBBBB@

f(e1) f(e2) f(e3) f(e4) f(e5)

�1 �1 
1 �1 �1

�2 �2 
2 �2 �2

�3 �3 
3 �3 �3

�4 �4 
4 �4 �4

�5 �5 
5 �5 �5

1CCCCCCCCCCCA

e1

e2

e3

e4

e5

On calcule donc

� !(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3)):
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!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e2; e3) = !(e1; �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 +

�5e5; e3) = !(e1; e2; 
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5):

�1!(e1; e2; e3)+�2!(e1; e2; e3)+�3!(e1; e2; e3)+�4!(e1; e2; e3)+�5!(e1; e2; e3) =

�2!(e1; e2; e3) = 
3!(e1; e2; e3):

Comme !(e1; e2; e3) = 1 ) �1 = �2 = 
3 = �:

� !(f(e1); e4; e5) = !(e1; f(e4); e5) = !(e1; e4; f(e5)):
!(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5; e4; e5) = !(e1; �1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5; e5) =

!(e1; e4; �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5):

�1!(e1; e4; e5) = �4!(e1; e4; e5) = �5!(e1; e4; e5):

Comme !(e1; e2; e3) = 1 ) �1 = �4 = �5:

Donc, �1 = �2 = 
3 = �4 = �5 = �:

� !(f(e1); e1; e2) = !(e1; f(e1); e2) = !(e1; e1; f(e2)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e1; e2) = �3!(e3; e1; e2) = �3!(e1; e3; e2) = 0.

��3 = 0 donc, �3 = 0:

� !(f(e1); e1; e3) = !(e1; f(e1); e3) = !(e1; e1; f(e3)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e1; e3) = �2!(e2; e1; e3) = �2!(e1; e2; e3) = 0:

��2 = �2 = 0:donc, �2 = 0:

� !(f(e1); e1; e4) = !(e1; f(e1); e4) = !(e1; e1; f(e4)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e1; e4) = �5!(e5; e1; e4) = �5!(e1; e5; e4) = 0

donc, �5 = 0:

� !(f(e1); e1; e5) = !(e1; f(e1); e5) = !(e1; e1; f(e5)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e1; e5) = �4!(e4; e1; e5) = �4!(e1; e4; e5) = 0

donc, �4 = 0:

� !(f(e2); e2; e1) = !(e2; f(e2); e1) = !(e2; e2; f(e1)):
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!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e2; e1) = �3!(e3; e2; e1) = �3!(e2; e3; e1) = 0

donc, �3 = 0:

� !(f(e2); e2; e3) = !(e2; f(e2); e3) = !(e2; e2; f(e3)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e2; e3) = �1!(e1; e2; e3) = �1!(e2; e1; e3) = 0

donc, �1 = 0:

� !(f(e2); e2; e4) = !(e2; f(e2); e4) = !(e2; e2; f(e4)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e2; e4) = �1!(e1; e2; e4) + �2!(e2; e2; e4) +

�3!(e3; e2; e4) + �4!(e4; e2; e4) + �5!(e5; e2; e4) = 0

� !(f(e2); e2; e5) = !(e2; f(e2); e5) = !(e2; e2; f(e5)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e2; e5) = �1!(e1; e2; e5) + �2!(e2; e2; e5) +

�3!(e3; e2; e5) + �4!(e4; e2; e5) + �5!(e5; e2; e5) = 0

� !(f(e3); e3; e1) = !(e3; f(e3); e1) = !(e3; e3; f(e1)):
!(
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5; e3; e1) = 
2!(e2; e3; e1) = 
2!(e3; e2; e1) = 0

donc, 
2 = 0:

� !(f(e3); e3; e2) = !(e3; f(e3); e2) = !(e3; e3; f(e2)):
!(
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5; e3; e1) = 
1!(e1; e3; e2) = 
1!(e3; e1; e2) = 0

donc, 
1 = 0:

� !(f(e3); e3; e4) = !(e3; f(e3); e4) = !(e3; e3; f(e4)):
!(
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5; e3; e1) = 
1!(e1; e3; e4) + 
2!(e2; e3; e4) +


3!(e3; e3; e4) + 
4!(e4; e3; e4) + 
5!(e5; e3; e4) = 0:

� !(f(e3); e3; e5) = !(e3; f(e3); e5) = !(e3; e3; f(e5)):
!(
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5; e3; e5) = 
1!(e1; e3; e5) + 
2!(e2; e3; e5) +


3!(e3; e3; e5) + 
4!(e4; e3; e5) + 
5!(e5; e3; e5) = 0:

� !(f(e4); e4; e1) = !(e4; f(e4); e1) = !(e4; e4; f(e1)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e4; e1) = �5!(e5; e4; e1) = �5!(e4; e5; e1) = 0

donc, �5 = 0:

� !(f(e4); e4; e2) = !(e4; f(e4); e2) = !(e4; e4; f(e2)):
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!(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5; e4; e2) = �1!(e1; e4; e2)+�2!(e2; e4; e2)+�3!(e3; e4; e2)+

�4!(e4; e4; e2) + �5!(e5; e4; e2) = 0:

� !(f(e4); e4; e3) = !(e4; f(e4); e3) = !(e4; e4; f(e3)):
!(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5; e4; e3) = �1!(e1; e4; e3)+�2!(e2; e4; e3)+�3!(e3; e4; e3)+

�4!(e4; e4; e3) + �5!(e5; e4; e3) = 0:

� !(f(e4); e4; e5) = !(e4; f(e4); e5) = !(e4; e4; f(e5)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e4; e5) = �1!(e5; e4; e5) = �5!(e4; e1; e5) = 0

donc, �1 = 0:

� !(f(e5); e5; e1) = !(e5; f(e5); e1) = !(e5; e5; f(e1)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e5; e1) = �4!(e4; e5; e1) = �4!(e5; e4; e1) = 0

donc, �4 = 0:

� !(f(e5); e5; e2) = !(e5; f(e5); e2) = !(e5; e5; f(e2)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e5; e2) = �1!(e1; e5; e2) + �2!(e2; e5; e2) +

�3!(e3; e5; e2) + �4!(e4; e5; e2) + �5!(e5; e5; e2) = 0:

� !(f(e5); e5; e3) = !(e5; f(e5); e3) = !(e5; e5; f(e3)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e5; e3) = �1!(e1; e5; e3) + �2!(e2; e5; e3) +

�3!(e3; e5; e3) + �4!(e4; e5; e3) + �5!(e5; e5; e3) = 0:

� !(f(e5); e5; e4) = !(e5; f(e5); e4) = !(e5; e5; f(e4)):
!(�1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5; e5; e4) = �1!(e1; e5; e4) = �1!(e5; e1; e4) = 0

donc, �1 = 0

D�où, la matrice est de la forme :

MB(f) =

0BBBBBBBB@

� 0 0 0 0

0 � 0 0 0

0 0 � 0 0

0 0 0 � 0

0 0 0 0 �

1CCCCCCCCA
= �I5:

Ce qui prouve que

C(!5) = K
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2.2.3 Commutant des trivecteurs de rang 6

Proposition 2.1 Pour ! un trivecteur de rang 6, on a le tableau suivant :

Tableau 1.

Nome Trivecteur C(!)

!6;1 e1e2e3 + e4e5e6 K �K
!6;2 e1e2e4 + e2e3e5 + e1e3e6 K[�]; �2 = 0

Preuve. Soit f 2 C(!6;1); alors; f : E ! E et,

!(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3))

!(f(e4); e5; e6) = !(e4; f(e5); e6) = !(e4; e5; f(e6))

La matrice associée à f;

MB(f) =

0BBBBBBBBBBBBBB@

f(e1) f(e2) f(e3) f(e4) f(e5) f(e6)

�1 �1 
1 �1 �1 �1

�2 �2 
2 �2 �2 �2

�3 �3 
3 �3 �3 �3

�4 �4 
4 �4 �4 �4

�5 �5 
5 �5 �5 �5

�6 �6 
6 �6 �6 �6

1CCCCCCCCCCCCCCA

e1

e2

e3

e4

e5

e6

On a :

�!(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3)):
f(e1) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

f(e2) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

f(e3) = 
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5 + 
6e6:

!(f(e1); e2; e3) = !(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5+�6e6; e2; e3) = �1!(e1; e2; e3)+

�2!(e2; e2; e3) + �3!(e3; e2; e3) + �4!(e4; e2; e3) + �5!(e5; e2; e3) + �6!(e6; e2; e3) =

�1 = �2 = 
3:

�!(f(e4); e5; e6) = !(e4; f(e5); e6) = !(e4; e5; f(e6)):
f(e4) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

f(e5) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

f(e6) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:
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!(f(e4); e5; e6) = !(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5+�6e6; e5; e6) = �1!(e1; e5; e6)+

�2!(e2; e5; e6) + �3!(e3; e5; e6) + �4!(e4; e5; e6) + �5!(e5; e5; e6) + �6!(e6; e5; e6) =

�4 = �5 = �6.

�!(f(e1); e1; e2) = !(e1; f(e1); e2) = !(e1; e1; f(e2)):
!(f(e1); e1; e2) = �1!(e1; e1; e2)+�2!(e2; e1; e2)+�3!(e3; e1; e2)+�4!(e4; e1; e2)+

�5!(e5; e1; e2) + �6!(e6; e1; e2) = �3 = ��3 = 0:

�!(f(e1); e1; e3) = !(e1; f(e1); e3) = !(e1; e1; f(e3)):
!(f(e1); e1; e3) = �1!(e1; e1; e3)+�2!(e2; e1; e3)+�3!(e3; e1; e3)+�4!(e4; e1; e3)+

�5!(e5; e1; e3) + �6!(e6; e1; e3) = ��2 = 0:

�!(f(e1); e1; e4) = !(e1; f(e1); e4) = !(e1; e1; f(e4)):
!(f(e1); e1; e4) = �1!(e1; e1; e4)+�2!(e2; e1; e4)+�3!(e3; e1; e4)+�4!(e4; e1; e4)+

�5!(e5; e1; e4) + �6!(e6; e1; e4) = 0:

�!(f(e1); e1; e5) = !(e1; f(e1); e5) = !(e1; e1; f(e5)):
!(f(e1); e1; e5) = �1!(e1; e1; e5)+�2!(e2; e1; e5)+�3!(e3; e1; e5)+�4!(e4; e1; e5)+

�5!(e5; e1; e5) + �6!(e6; e1; e5) = 0:

�!(f(e1); e1; e6) = !(e1; f(e1); e6) = !(e1; e1; f(e6)):
!(f(e1); e1; e6) = �1!(e1; e1; e6)+�2!(e2; e1; e6)+�3!(e3; e1; e6)+�4!(e4; e1; e6)+

�5!(e5; e1; e6) + �6!(e6; e1; e6) = 0:

�!(f(e2); e2; e1) = !(e2; f(e2); e1) = !(e2; e2; f(e1))
!(f(e2); e2; e1) = �1!(e1; e2; e1)+�2!(e2; e2; e1)+�3!(e3; e2; e1)+�4!(e4; e2; e1)+

�5!(e5; e2; e1) + �6!(e6; e2; e1) = ��3 = ��3 = 0:

�!(f(e2); e2; e3) = !(e2; f(e2); e3) = !(e2; e2; f(e3))
!(f(e2); e2; e3) = �1!(e1; e2; e3)+�2!(e2; e2; e3)+�3!(e3; e2; e3)+�4!(e4; e2; e3)+

�5!(e5; e2; e3) + �6!(e6; e2; e3) = �1 = 0:

�!(f(e2); e2; e4) = !(e2; f(e2); e4) = !(e2; e2; f(e4))
!(f(e2); e2; e4) = �1!(e1; e2; e4)+�2!(e2; e2; e4)+�3!(e3; e2; e4)+�4!(e4; e2; e4)+

�5!(e5; e2; e4) + �6!(e6; e2; e4) = 0:

�!(f(e2); e2; e5) = !(e2; f(e2); e5) = !(e2; e2; f(e5))
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!(f(e2); e2; e5) = �1!(e1; e2; e5)+�2!(e2; e2; e5)+�3!(e3; e2; e5)+�4!(e4; e2; e5)+

�5!(e5; e2; e5) + �6!(e6; e2; e5) = 0:

�!(f(e2); e2; e6) = !(e2; f(e2); e6) = !(e2; e2; f(e6))
!(f(e2); e2; e6) = �1!(e1; e2; e6)+�2!(e2; e2; e6)+�3!(e3; e2; e6)+�4!(e4; e2; e6)+

�5!(e5; e2; e6) + �6!(e6; e2; e6) = 0:

�!(f(e3); e3; e1) = !(e3; f(e3); e1) = !(e3; e3; f(e1))
!(f(e3); e3; e1) = 
1!(e1; e3; e1)+
2!(e2; e3; e1)+
3!(e3; e3; e1)+
4!(e4; e3; e1)+


5!(e5; e3; e1) + 
6!(e6; e3; e1) = 
2 = �
2 = 0:

�!(f(e3); e3; e2) = !(e3; f(e3); e2) = !(e3; e3; f(e2))
!(f(e3); e3; e2) = 
1!(e1; e3; e2)+
2!(e2; e3; e2)+
3!(e3; e3; e2)+
4!(e4; e3; e2)+


5!(e5; e3; e2) + 
6!(e6; e3; e2) = 
1 = 0:

�!(f(e3); e3; e4) = !(e3; f(e3); e4) = !(e3; e3; f(e4))
!(f(e3); e3; e4) = 
1!(e1; e3; e4)+
2!(e2; e3; e4)+
3!(e3; e3; e4)+
4!(e4; e3; e4)+


5!(e5; e3; e4) + 
6!(e6; e3; e4) = 0:

�!(f(e3); e3; e5) = !(e3; f(e3); e5) = !(e3; e3; f(e5))
!(f(e3); e3; e5) = 
1!(e1; e3; e5)+
2!(e2; e3; e5)+
3!(e3; e3; e5)+
4!(e4; e3; e5)+


5!(e5; e3; e5) + 
6!(e6; e3; e5) = 0:

�!(f(e3); e3; e6) = !(e3; f(e3); e6) = !(e3; e3; f(e6))
!(f(e3); e3; e6) = 
1!(e1; e3; e6)+
2!(e2; e3; e�)+
3!(e3; e3; e6)+
4!(e4; e3; e6)+


5!(e5; e3; e6) + 
6!(e6; e3; e6) = 0:

�!(f(e4); e4; e1) = !(e4; f(e4); e1) = !(e4; e4; f(e1))
!(f(e4); e4; e1) = �1!(e1; e4; e1)+�2!(e2; e4; e1)+�3!(e3; e4; e1)+�4!(e4; e4; e1)+

�5!(e5; e4; e1) + �6!(e6; e4; e1) = 0:

�!(f(e4); e4; e2) = !(e4; f(e4); e2) = !(e4; e4; f(e2))
!(f(e4); e4; e2) = �1!(e1; e4; e2)+�2!(e2; e4; e2)+�3!(e3; e4; e2)+�4!(e4; e4; e2)+

�5!(e5; e4; e2) + �6!(e6; e4; e2) = 0:

�!(f(e4); e4; e3) = !(e4; f(e4); e3) = !(e4; e4; f(e3))
!(f(e4); e4; e3) = �1!(e1; e4; e3)+�2!(e2; e4; e3)+�3!(e3; e4; e3)+�4!(e4; e4; e3)+

�5!(e5; e4; e3) + �6!(e6; e4; e3) = 0:
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�!(f(e4); e4; e5) = !(e4; f(e4); e5) = !(e4; e4; f(e5))
!(f(e4); e4; e5) = �1!(e1; e4; e5)+�2!(e2; e4; e5)+�3!(e3; e4; e5)+�4!(e4; e4; e5)+

�5!(e5; e4; e5) + �6!(e6; e4; e5) = �6 = ��6 = 0:

�!(f(e4); e4; e6) = !(e4; f(e4); e6) = !(e4; e4; f(e6))
!(f(e4); e4; e6) = �1!(e1; e4; e6)+�2!(e2; e4; e6)+�3!(e3; e4; e6)+�4!(e4; e4; e6)+

�5!(e5; e4; e6) + �6!(e6; e4; e6) = ��5 = 0:

�!(f(e5); e5; e1) = !(e5; f(e5); e1) = !(e5; e5; f(e1))
!(f(e5); e5; e1) = �1!(e1; e5; e1)+�2!(e2; e5; e1)+�3!(e3; e5; e1)+�4!(e4; e5; e1)+

�5!(e5; e5; e1) + �6!(e6; e5; e1) = 0:

�!(f(e5); e5; e2) = !(e5; f(e5); e2) = !(e5; e5; f(e2))
!(f(e5); e5; e2) = �1!(e1; e5; e2)+�2!(e2; e5; e2)+�3!(e3; e5; e2)+�4!(e4; e5; e2)+

�5!(e5; e5; e2) + �6!(e6; e5; e2) = 0:

�!(f(e5); e5; e3) = !(e5; f(e5); e3) = !(e5; e5; f(e3))
!(f(e5); e5; e3) = �1!(e1; e5; e3)+�2!(e2; e5; e3)+�3!(e3; e5; e3)+�4!(e4; e5; e3)+

�5!(e5; e5; e3) + �6!(e6; e5; e3) = 0:

�!(f(e5); e5; e4) = !(e5; f(e5); e4) = !(e5; e5; f(e4))
!(f(e5); e5; e4) = �1!(e1; e5; e4)+�2!(e2; e5; e4)+�3!(e3; e5; e4)+�4!(e4; e5; e4)+

�5!(e5; e5; e4) + �6!(e6; e5; e4) = ��6 = 0:
�!(f(e5); e5; e6) = !(e5; f(e5); e6) = !(e5; e5; f(e6))
!(f(e5); e5; e6) = �1!(e1; e5; e6)+�2!(e2; e5; e6)+�3!(e3; e5; e6)+�4!(e4; e5; e6)+

�5!(e5; e5; e6) + �6!(e6; e5; e6) = �4 = 0:

�!(f(e6); e6; e1) = !(e6; f(e6); e1) = !(e6; e6; f(e1))
!(f(e6); e6; e1) = �1!(e1; e6; e1) + �2!(e2; e6; e1) + �3!(e3; e6; e1) + �4!(e4; e6; e1) +

�5!(e5; e6; e1) + �6!(e6; e6; e1) = 0:

�!(f(e6); e6; e2) = !(e6; f(e6); e2) = !(e6; e6; f(e2))
!(f(e6); e6; e2) = �1!(e1; e6; e2) + �2!(e2; e6; e2) + �3!(e3; e6; e2) + �4!(e4; e6; e2) +

�5!(e5; e6; e2) + �6!(e6; e6; e2) = 0:

�!(f(e6); e6; e3) = !(e6; f(e6); e3) = !(e6; e6; f(e3))
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!(f(e6); e6; e3) = �1!(e1; e6; e3) + �2!(e2; e6; e3) + �3!(e3; e6; e3) + �4!(e4; e6; e3) +

�5!(e5; e6; e3) + �6!(e6; e6; e3) = 0:

�!(f(e6); e6; e4) = !(e6; f(e6); e4) = !(e6; e6; f(e4))
!(f(e6); e6; e4) = �1!(e1; e6; e4) + �2!(e2; e6; e4) + �3!(e3; e6; e4) + �4!(e4; e6; e4) +

�5!(e5; e6; e4) + �6!(e6; e6; e4) = �5 = ��5 = 0:
�!(f(e6); e6; e5) = !(e6; f(e6); e5) = !(e6; e6; f(e5))
!(f(e6); e6; e5) = �1!(e1; e6; e5) + �2!(e2; e6; e5) + �3!(e3; e6; e5) + �4!(e4; e6; e5) +

�5!(e5; e6; e5) + �6!(e6; e6; e5) = ��4 = 0:
Après calcul, on trouve,

MB(f) =

0BBBBBBBBBBB@

� 0 0 0 0 0

0 � 0 0 0 0

0 0 � 0 0 0

0 0 0 � 0 0

0 0 0 0 � 0

0 0 0 0 0 �

1CCCCCCCCCCCA
Donc

C(!6;1) ' K �K

De même si ! = !6;2 = e1e2e4 + e2e3e5 + e1e3e6 , alors8>><>>:
!(e1; e2; e4) = !(e2; e3; e5) = !(e1; e3; e6) = 1

et

!(ei; ej; ek) = 0

Dans les autres cas, si f 2 C(!6;2) , alors, f : E ! E et,

!(f(e1); e2; e4) = !(e1; f(e2); e4) = !(e1; e2; f(e4))

!(f(e2); e3; e5) = !(e2; f(e3); e5) = !(e2; e3; f(e5))

!(f(e1); e3; e6) = !(e1; f(e3); e6) = !(e1; e3; f(e6))

Soit la matrice associé à f
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MB(f) =

0BBBBBBBBBBBBBB@

f(e1) f(e2) f(e3) f(e4) f(e5) f(e6)

�1 �1 
1 �1 �1 �1

�2 �2 
2 �2 �2 �2

�3 �3 
3 �3 �3 �3

�4 �4 
4 �4 �4 �4

�5 �5 
5 �5 �5 �5

�6 �6 
6 �6 �6 �6

1CCCCCCCCCCCCCCA

e1

e2

e3

e4

e5

e6

On calcule,

�!(f(e1); e2; e4) = !(e1; f(e2); e4) = !(e1; e2; f(e4)):
f(e1) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

f(e2) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

f(e4) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

!(f(e1); e2; e4) = !(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5+�6e6; e2; e4) = �1!(e1; e2; e4)+

�2!(e2; e2; e4) + �3!(e3; e2; e4) + �4!(e4; e2; e4) + �5!(e5; e2; e4) + �6!(e6; e2; e4) =

�1 = �2 = �4:

�!(f(e2); e3; e5) = !(e2; f(e3); e5) = !(e2; e3; f(e5)):
f(e3) = 
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5 + 
6e6:

f(e5) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

!(f(e2); e3; e5) = !(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+��5e5+�6e6; e3; e5) = �1!(e1; e3; e5)+

�2!(e2; e3; e5) + �3!(e3; e3; e5) + �4!(e4; e3; e5) + �5!(e5; e3; e5) + �6!(e6; e3; e5) =

�2 = 
3 = �5:

�!(f(e1); e3; e6) = !(e1; f(e3); e6) = !(e2; e3; f(e6)):
f(e6) = �1e1 + �2e2 + �3e3 + �4e4 + �5e5 + �6e6:

f(e3) = 
1e1 + 
2e2 + 
3e3 + 
4e4 + 
5e5 + 
6e6:

!(f(e1); e3; e6) = !(�1e1+�2e2+�3e3+�4e4+�5e5+�6e6:; e3; e6) = �1!(e1; e3; e6)+

�2!(e2; e3; e6) + �3!(e3; e3; e6) + �4!(e4; e3; e6) + �5!(e5; e3; e6) + �6!(e6; e3; e6) =

�1 = 
3 = �6:

Alors, �1 = �2 = 
3 = �4 = �6:

On prend � = �1 = �2 = 
3 = �4 = �6:

�!(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3)):
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!(f(e1); e2; e3) = �1!(e1; e2; e3)+�2!(e2; e2; e3)+�3!(e3; e2; e3)+�4!(e4; e2; e3)+

�5!(e5; e2; e3) + �6!(e6; e2; e3) = �5 = ��6 = 
4:
On pend , � = �5 = 
4 = ��6:
Donc, �5 = 
4 = �: et �6 = ��:
�!(f(e1); e1; e2) = !(e1; f(e1); e2) = !(e1; e1; f(e2)):
!(f(e1); e1; e2) = �1!(e1; e1; e2)+�2!(e2; e1; e2)+�3!(e3; e1; e2)+�4!(e4; e1; e2)+

�5!(e5; e1; e2) + �6!(e6; e1; e2) = � �4 = ��4 = 0:

�!(f(e1); e1; e3) = !(e1; f(e1); e3) = !(e1; e1; f(e3)):
!(f(e1); e1; e3) = �1!(e1; e1; e3)+�2!(e2; e1; e3)+�3!(e3; e1; e3)+�4!(e4; e1; e3)+

�5!(e5; e1; e3) + �6!(e6; e1; e3) = � �6 = 0:
�!(f(e1); e3; e3) = !(e1; f(e3); e3) = !(e1; e3; f(e3)):
!(e1; f(e3); e3) = 
1!(e1; e1; e3)+
2!(e1; e2; e3)+
3!(e1; e3; e3)+
4!(e1; e4; e3)+


5!(e1; e5; e3) + 
6!(e1; e6; e3) = � 
6 = 
6 = 0:
�!(f(e1); e2; e5) = !(e1; f(e2); e5) = !(e1; e2; f(e5)):
!(f(e1); e2; e5) = �1!(e1; e2; e5)+�2!(e2; e2; e5)+�3!(e3; e2; e5)+�4!(e4; e2; e5)+

�5!(e5; e2; e5) + �6!(e6; e2; e5) = ��3 = 0 = �4:
�!(f(e1); e2; e6) = !(e1; f(e2); e6) = !(e1; e2; f(e6)):
!(f(e1); e2; e6) = �1!(e1; e2; e6)+�2!(e2; e2; e6)+�3!(e3; e2; e6)+�4!(e4; e2; e6)+

�5!(e5; e2; e6) + �6!(e6; e2; e6) = 0 = �3 = �4:

�!(f(e2); e4; e5) = !(e2; f(e4); e5) = !(e2; e4; f(e5))
!(e2; f(e4); e5) = �1!(e2; e1; e5)+�2!(e2; e2; e5)+�3!(e2; e3; e5)+�4!(e2; e4; e5)+

�5!(e2; e5; e5) + �6!(e2; e6; e5) = 0 = �3 = �1:

�!(f(e2); e2; e3) = !(e2; f(e2); e3) = !(e2; e2; f(e3))
!(f(e2); e2; e3) = �1!(e1; e2; e3)+�2!(e2; e2; e3)+�3!(e3; e2; e3)+�4!(e4; e2; e3)+

�5!(e5; e2; e3) + �6!(e6; e2; e3) = �5 = ��5 = 0:

�!(f(e2); e3; e4) = !(e2; f(e3); e4) = !(e2; e3; f(e4))
!(f(e2); e3; e4) = �1!(e1; e3; e4)+�2!(e2; e3; e4)+�3!(e3; e3; e4)+�4!(e4; e3; e4)+

�5!(e5; e3; e4) + �6!(e6; e3; e4) = 0 = �
1 = �5:

�!(f(e1); e3; e5) = !(e1; f(e3); e5) = !(e1; e3; f(e5))
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!(f(e1); e3; e5) = �1!(e1; e3; e5)+�2!(e2; e3; e5)+�3!(e3; e3; e5)+�4!(e4; e3; e5)+

�5!(e5; e3; e5) + �6!(e6; e3; e5) = �2 = 0 = �6:

�!(f(e2); e3; e6) = !(e2; f(e3); e6) = !(e2; e3; f(e6))
!(f(e2); e3; e6) = �1!(e1; e3; e6)+�2!(e2; e3; e6)+�3!(e3; e3; e6)+�4!(e4; e3; e6)+

�5!(e5; e3; e6) + �6!(e6; e3; e6) = �1 = 0 = �5:

�!(f(e2); e4; e6) = !(e2; f(e4); e6) = !(e2; e4; f(e6))
!(e2; e4; f(e6)) = �1!(e2; e4; e1) + �2!(e2; e4; e2) + �3!(e2; e4; e3) + �4!(e2; e4; e4) +

�5!(e2; e4; e5) + �6!(e2; e4; e6) = ��1 = �1 = 0:

�!(f(e2); e5; e6) = !(e2; f(e5); e6) = !(e2; e5; f(e6))
!(e2; e5; f(e6)) = �1!(e2; e5; e1) + �2!(e2; e5; e2) + �3!(e2; e5; e3) + �4!(e2; e5; e4) +

�5!(e2; e5; e5) + �6!(e2; e5; e6) = ��3 = �3 = 0:
�!(f(e1); e3; e4) = !(e1; f(e3); e4) = !(e1; e3; f(e4))
!(f(e1); e3; e4) = �1!(e1; e3; e4)+�2!(e2; e3; e4)+�3!(e3; e3; e4)+�4!(e4; e3; e4)+

�5!(e5; e3; e4) + �6!(e6; e3; e4) = 0 = 
2 = �6:

�!(f(e1); e4; e5) = !(e1; f(e4); e5) = !(e1; e4; f(e5))
!(e1; e4; f(e5)) = �1!(e1; e4; e1)+�2!(e1; e4; e2)+�3!(e1; e4; e3)+�4!(e1; e4; e4)+

�5!(e1; e4; e5) + �6!(e1; e4; e6) = ��2 = 0:
�!(f(e1); e5; e6) = !(e1; f(e5); e6) = !(e1; e5; f(e6))
!(e1; f(e5); e6) = �1!(e1; e1; e6)+�2!(e1; e2; e6)+�3!(e1; e3; e6)+�4!(e1; e4; e6)+

�5!(e1; e5; e6) + �6!(e1; e6; e6) = �3 = 0:

�!(f(e1); e2; e2) = !(e1; f(e2); e2) = !(e1; e2; f(e2))
!(e1; f(e2); e2) = �1!(e1; e1; e2)+�2!(e1; e2; e2)+�3!(e1; e3; e2)+�4!(e1; e4; e2)+

�5!(e1; e5; e2) + �6!(e1; e6; e2) = ��4 = 0:
�!(f(e3); e3; e1) = !(e3; f(e3); e1) = !(e3; e3; f(e1))
!(f(e3); e3; e1) = 
1!(e1; e3; e1)+
2!(e2; e3; e1)+
3!(e3; e3; e1)+
4!(e4; e3; e1)+


5!(e5; e3; e1) + 
6!(e6; e3; e1) = �
6 = �
6 = 0:

�!(f(e3); e3; e2) = !(e3; f(e3); e2) = !(e3; e3; f(e2))
!(f(e3); e3; e2) = 
1!(e1; e3; e2)+
2!(e2; e3; e2)+
3!(e3; e3; e2)+
4!(e4; e3; e2)+


5!(e5; e3; e2) + 
6!(e6; e3; e2) = 
5 = 0:

�!(f(e3); e5; e6) = !(e3; f(e5); e6) = !(e3; e5; f(e6))
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!(e3; f(e5); e6) = �1!(e3; e1; e6)+�2!(e3; e2; e6)+�3!(e3; e3; e6)+�4!(e3; e4; e6)+

�5!(e3; e5; e6) + �6!(e3; e6; e6) = 0 = �1 = �2:

�!(f(e3); e4; e5) = !(e3; f(e4); e5) = !(e3; e4; f(e5))
!(e3; f(e4); e5) = �1!(e3; e1; e5)+�2!(e3; e2; e5)+�3!(e3; e3; e5)+�4!(e3; e4; e5)+

�5!(e3; e5; e5) + �6!(e3; e6; e5) = 0 = ��2 = 0:
�!(f(e3); e4; e6) = !(e3; f(e4); e6) = !(e3; e4; f(e6))
!(e3; f(e4); e6) = �1!(e3; e1; e6)+�2!(e3; e2; e6)+�3!(e3; e3; e6)+�4!(e3; e4; e6)+

�5!(e3; e5; e6) + �6!(e3; e6; e6) = 0 = ��1 = 0:
D�où la matrice est,

MB(f) =

0BBBBBBBBBBB@

� 0 0 0 0 0

0 � 0 0 0 0

0 0 � 0 0 0

0 0 � � 0 0

� 0 0 0 � 0

0 �� 0 0 0 �

1CCCCCCCCCCCA
=

0@ A 0

C B

1A ;

où A = �I3, B = �I3 , et C =

0BB@
0 0 �

� 0 0

0 �� 0

1CCA avec �; � 2 K.

Désignons par " : E ! E; l�application linéaire dé�nie par : " (e1) = e5, "(e2) = e6;

"(e3) = e4; et "(ei) = 0, si i 2 f4; 5; 6g, alors :

C(!) = K["]

où

"2 = 0:

2.2.4 Le commutant des trivecures de rang 7

Théorème 2.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps K; de dimension 7; alors
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Tableau 1. commutant des trivecures de rang 7.

Nome Trivecteur C(!)

!7;1 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) K

!7;2 !7:1 + e2e4e6 K

!7;3 e1e2e3 + e1e4e5 + e2e6e7 K

!7;4 e1(e2e3 + e4e5) + e2e4e6 + e3e5e7 K

!7;5 !7:2 + e3e5e7 K

Preuve. Soit dimE = 7; la base de E est fe1; : : : ; e7g:
Pour !7;1 = e1e2e3 + e1e4e5 + e1e6e7;

On a, f 2 C(!7:1) tel que, f : E ! E et,

!(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3))

!(f(e1); e4; e5) = !(e1; f(e4); e5) = !(e1; e4; f(e5))

!(f(e1); e6; e7) = !(e1; f(e6); e7) = !(e1; e6; f(e7))

Avec, 8><>:!(e1; e2; e3) = !(e1; e4; e5) = !(e1; e6; e7) = 1!(ei; ej; ek) = 0

La matrice associée à f;

M(f) =

0BBBBBBBBBBBBBB@

�1 �1 
1 �1 �1 �1 �1

�2 �2 
2 �2 �2 �2 �2

�3 �3 
3 �3 �3 �3 �3

�4 �4 
4 �4 �4 �4 �4

�5 �5 
5 �5 �5 �3 �3

�6 �6 
6 �6 �6 �6 �6

�7 �7 
7 �7 �7 �7 �7

1CCCCCCCCCCCCCCA
Donc on a,

?!(f(e1); e2; e3) = !(e1; f(e2); e3) = !(e1; e2; f(e3))

) �1 = �2 = 
3
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?!(f(e1); e4; e5) = !(e1; f(e4); e5) = !(e1; e4; f(e5))

) �1 = �4 = �5

?!(f(e1); e6; e7) = !(e1; f(e6); e7) = !(e1; e6; f(e7))

) �1 = �6 = �7

Alors,

�1 = �2 = 
3 = �4 = �5 = �6 = �7:

?!(f(e1); e2; e4) =!(e1; f(e2); e4) = !(e1; e2; f(e4))

0 = ��5 = �3

) �3 = �5 = 0

?!(f(e1); e3; e4) =!(e1; f(e3); e4) = !(e1; e3; f(e4))

0 = �
5 = ��2

) �2 = 
5 = 0

?!(f(e1); e2; e5) =!(e1; f(e2); e5) = !(e1; e2; f(e5))

0 = �4 = �3

) �4 = �3 = 0

?!(f(e1); e3; e5) =!(e1; f(e3); e5) = !(e1; e3; f(e5))

0 = 
4 = �2

) 
4 = �2 = 0

?!(f(e1); e6; e4) =!(e1; f(e6); e4) = !(e1; e6; f(e4))

0 = ��5 = �7

) �5 = �7 = 0

?!(f(e1); e7; e4) =!(e1; f(e7); e4) = !(e1; e7; f(e4))

0 = ��5 = ��6

) �5 = �6 = 0

26



?!(f(e1); e6; e5) =!(e1; f(e6); e5) = !(e1; e6; f(e5))

0 = �4 = �7

) �7 = �4 = 0

?!(f(e1); e7; e5) =!(e1; f(e7); e5) = !(e1; e7; f(e5))

0 = �4 = ��6
) �6 = �4 = 0

?!(f(e1); e2; e6) =!(e1; f(e2); e6) = !(e1; e2; f(e6))

0 = ��7 = �3
) �7 = �3 = 0

?!(f(e1); e3; e6) =!(e1; f(e3); e6) = !(e1; e3; f(e6))

0 = �
7 = ��2
) 
7 = �2 = 0

?!(f(e1); e2; e7) =!(e1; f(e2); e7) = !(e1; e2; f(e7))

0 = �6 = �3

) �6 = �3 = 0

?!(f(e1); e3; e7) =!(e1; f(e3); e7) = !(e1; e3; f(e7))

0 = 
6 = ��2

) 
6 = �2 = 0
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?!(f(e2); e3; e4) =!(e2; f(e3); e4) = !(e2; e3; f(e4))

0 = 0 = �1

) �1 = 0

?!(f(e2); e3; e5) =!(e2; f(e3); e5) = !(e2; e3; f(e5))

0 = 0 = �1

) �1 = 0

?!(f(e2); e3; e6) =!(e2; f(e3); e6) = !(e2; e3; f(e6))

0 = 0 = �1

) � = 0

?!(f(e2); e3; e7) =!(e2; f(e3); e7) = !(e2; e3; f(e7))

0 = 0 = �1

) �1 = 0

?!(f(e2); e6; e7) =!(e2; f(e6); e7) = !(e2; e6; f(e7))

�1 = 0 = 0

) �1 = 0

?!(f(e3); e6; e7) =!(e3; f(e6); e7) = !(e3; e6; f(e7))


1 = 0 = 0

) 
1 = 0
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? !(f(e1); e1; e2) = !(e1; f(e1); e2) = !(e1; e1; f(e2)) = 0) �3 = 0

? !(f(e1); e1; e3) = !(e1; f(e1); e3) = !(e1; e1; f(e3)) = 0) �2 = 0

? !(f(e1); e1; e4) = !(e1; f(e1); e4) = !(e1; e1; f(e4)) = 0) �5 = 0

? !(f(e1); e1; e5) = !(e1; f(e1); e5) = !(e1; e1; f(e5)) = 0) �4 = 0

? !(f(e1); e1; e6) = !(e1; f(e1); e6) = !(e1; e1; f(e6)) = 0) �7 = 0

? !(f(e1); e1; e7) = !(e1; f(e1); e7) = !(e1; e1; f(e7)) = 0) �6 = 0

? !(f(e2); e2; e1) = !(e2; f(e2); e1) = !(e2; e2; f(e1)) = 0) �3 = 0

? !(f(e3); e3; e1) = !(e3; f(e3); e1) = !(e3; e3; f(e1)) = 0) 
2 = 0

? !(f(e4); e4; e1) = !(e4; f(e4); e1) = !(e4; e4; f(e1)) = 0) �5 = 0

? !(f(e5); e5; e1) = !(e5; f(e5); e1) = !(e5; e5; f(e1)) = 0) �4 = 0

? !(f(e6); e6; e1) = !(e6; f(e6); e1) = !(e6; e6; f(e1)) = 0) �7 = 0

? !(f(e7); e7; e1) = !(e7; f(e7); e1) = !(e7; e7; f(e1)) = 0) �6 = 0

Donc la matrice associée à f est,

M(f) =

0BBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 0 0 0

0 �1 0 0 0 0 0

0 0 �1 0 0 0 0

0 0 0 �1 0 0 0

0 0 0 0 �1 0 0

0 0 0 0 0 �1 0

0 0 0 0 0 0 �1

1CCCCCCCCCCCCCCA
= �1I7

C�est-a-dire

C(!7:1) = K

La méme méthode et par un calcul direct, on trouve, pour !7;i; 2 � i � 5

C(!7:i) = K
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2.2.5 Commutant des trivecteurs de rang 8

Théorème 2.2 [15] Le commutant des trivecuress de rang 8; est donné par :

:Tableau 1.

!8;i Expression d�un représentant de l�orbite C (!)

!8;1 e1(e2e3 + e4e5) + e6e7e8 K �K
!8;2 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e5e6e8 K["]

!8;3 e1(e3e4 + e5e6) + e2(e3e5 + e7e8) K["]

!8;4 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e7 + e4e8) K

!8;5 e1(e2e3 + e4e5) + e6(e2e3 + e7e8) K

!8;6 e1(e2e3 + e4e5 + e6e7) + e8(e4e3 + e5e6) K

!8;7 e1(e2e3 + e4e6 + e5e7) + e2(e5e6 + e7e8) K

!8;8 e1(e2e8 + e3e6 + e4e7) + e6e7e8 + e3e4e5 K

!8;9 e1[e2(e3 + e4) + e5e6] + e3e5e7 + e4e6e8 K

!8;10 e1(e2e8 + e6e7) + e2e3e5 + e3e4e6 + e4e5e7 K

!8;11 e1(e3e7 + e5e4 + e8e2) + e8(e4e3 + e6e7) + e2e4e6 K

!8;12 e1[(e4 � e7)(e3 � e8) + e5e7] + e2(e3e4 + e5e6) + e6e7e8 K

!8;13 e1[e5(e3 � e7) + e8e4] + e2(e3e4 + e5e6) + e6e7e8 K

:
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Conclusion

L�étude présenté dans ce mémoire s�articule essentiellement sur la classi�cation

des trivecteurs de rang � 8, et leurs commutants.
Cette classi�cation est interprétable pour décrire certaines classi�cations des courbes

elliptiques [1].

Notons que l�application des courbes elliptiques à la cryptographie est relativement

récente,

d�où l�importance de cette classi�cation en cryptographie.

Notons aussi que cette classi�cation aide à résoudre certains problèmes en théorie

des codes [11]; [14]:
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Résumé : 

L’étude présenté dans ce mémoire s’articule essentiellement sur la classifica-  

tion des trivecteurs ( ou formes trilinéaires alternées). 

Pour classifier les trivecteurs, on utilise des invariants algébriques qui per- 

mettent de mieux comprendre la classification de ces formes, par exemple, 

le commutant ()  d’un trivecteur  ( ou forme trilinéaire alternée ) qu’il 

a été introduit par B.Kahn. 

Dans ce mémoire, nous rappelons l’essentiel des résultats connus sur la clas- 

sification des trivecteurs, 

puis nous déterminons les commutants de certains trivecteurs. 

___________________________________________________________________________________________ 

Abstract: 

The study presented in this memoir is essentially about the classification of trivectors (or 

alternate trilinear forms). 

To classify the trivectors, we use algebaic invariants that allow us to better understand the 

classification of these forms, for example, the commutant () of a trivector  (or 

alternante trilinear form) which was introduced by B.Kahn. 

In this brief, we recal the main points of the known results on the classification of trivectors, 

the we determine the commutant of some trivectors.  

In addition to this, you need to know more about it.    

___________________________________________________________________________________________ 

:الملخص   

). او أشكال ثلاثیة خطیة بدیلة(تستند الدراسة المقدمة في ھذه المذكرة بشكل أساسي على تصنیف الاشعة الثلاثیة   

.  تسمح لنا بفھم أفضل لتصنیف ھذه الاشكال  ف الاشعة الثلاثیة تستخدم الثوابت الجبریة التيیلتصن  

 . B.Kahn ( ة الثلاثیة الذي تم تقدیمھ بواسطةللأشع  (مثلا المبدل  

 المعروفة في تصنیف الأشعة الثلاثیة  ثم نحدد مبدلات بعض الاشعة الثلاثیة   في ھذه المذكرة نذكر النتائج الاساسیة 



 

 

 


