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N otations

On donne ci-dessous ’ensemble des diverses notations employées tout au long de ce mémoire.

Les notations les plus spécifiques sont rappelées 1a ou elles apparaissent.

Rd

I'ensemble de nombre réel telque d ={1,2,3}

une espace vectoriel sur le corps k = R ou C

un opérateur linéaire

un ouvert de R?

la norme associée aux produits scalaires

On désigne par p.p. la notation qui veut dire presque partout

{ f mesurables sur Q, [, |f|" < +oo}

{f définie sur Q & un ensemble négligeable pres ; [, |f(z)|dz < o0}

I’espace des fonctions carré intégrable pour la mesure de Lebesgue dx

{f; f € L}(K) pour tout compact K C

{f; f € LP(K) pour tout compact K C Q}

"ensemble des fonctions essentiellement bornées sur Q.

{ f définie sur © a un ensemble négligeable prés ; f est essentiellement bornée}
dual algébrique(’espace vectoriel de toutes les formes linéaires

dual topologique (le sous-espace de E* constitué des formes linéaires continues sur E)
la topologie faible

la topologie faible*

iii



Résumé

Dans le premiére chapitre on introduit ou bien on rappellée les espaces normés et les espaces
complets (les espaces de Banach .espaces localements convexes et les espaces LT ) les
propriétés des applications linéaires continues .On démontre le théoréeme de Hahn-Banach
J’équivalence de la dimension finie et la compacité d’un espace normé.

Dans le deuxiéme chapitre on aborde la dualité dans les espaces normés :dual topologique
et ses différentes topologies (faible et faible*), la notion de la réflexivité .Un exemple d’espace
réflexif et un autre non réflexif sont donnés en détail .On y démontre quelques théorémes
importants (Banach-Alaoglu-bourbaki, Kakutani .Milman-Pettis ,Eberlein-Smulian )

Dans le troisiéme chapitre on étudie 'application dans ces espaces (minimisation de
critére) .On va s’intéresser a l'existence de solution de la minimisation du critére et la role

de la réflexivité dans cette minimisation

v



Table des matiéres

Introduction 1

1 Rappelle sur les espaces fonctionnelles 2
1.1 Espacesde Banach . . . . .. ... ... .. ... o o 2
1.1.1 Norme . . . . . . . . e 2

1.1.2 Espaces Normés . . . . . . . . . . . .. 2

1.1.3 Suitesde Cauchy . . . .. .. .. .. .. ... 3
1.1.4 Espaces complets . . . . . . . . ..o 3
1.1.5 Espacesde Banach . . .. ... .. ... ... ... ... ... 4
1.1.6 Espaces produit . . . . . . .. ..o 4
1.1.7 Opérateurs continus . . . . . . . . . . .. 4
1.1.8 Opérateurs bornés . . . . . . . . . ... 5
1.1.9 Espaces isomorphes . . . . . . . . . ... 7
1.1.10 Espaces isométriques . . . . . . . . .. ..o 7
1.1.11 Normes equivalentes . . . . . . . . .. ... ... ... 7
1.1.12 Semi-normes . . . . . . ... 8
1.1.13 Prolongement . . . . . . . . . .. 8
1.1.14 Théoreme de Hahn-Banach . . . . . . ... ... .. ... ... ... 9

1.2 Les espaces localements convexes . . . . . . ... .. ... ... ....... 9
1.2.1 L’espace vectoriel topologique . . . . . . . ... ... ... ...... 9
1.2.2  L’espace localement convexe . . . . . . . ... ... ... ... ..., 9

1.3 Lesespaces LP . . . . . . . o 10



Table des matiéres

1.3.1 Préliminaires . . . . . . . . . .. 10

1.3.2 Espace L'(Q) . . . . . . 11

1.3.3 Espace L2(2) . . . . . o 11

1.34 Espaces LP(Q) et L (Q) . . . . . ... oo 12

1.3.5 Espace L>®(2) . . . . o o 14

2 Les espaces réflexifs 16
2.1 Dualité est la topologie faible . . . . . ... .. ... 16
2.1.1 Espacesduals . . . .. ... ... 16

2.1.2 Topologie faible et topologie faible* . . . . . . . .. .. .. ... ... 17

2.2 Espacesréflexifs . . . . . ..o 18
2.3 Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs . . . . . . ... ... ... 18

3 Applications sur les espaces réflexifs 30
3.1 Minimisation de critére . . . . . . . . ... L 30
3.2 Meéthode directe du calcul des variations . . . . . . .. ... ... ... ... 31
Conclusion 33
Bibliographie 33

vi



Introduction

L’analyse fonctionnelle est née au 20éme siécle a partir des travaux de Fredholm sur
les équations intégrales, et sous 'impulsion de Hilbert, Riesz et surtout Banach. Son but
est d’obtenir des propriétes des fonctions en utilisant les propriétés “abstraites” de certains
espaces qui lescontiennent. Par exemple la complétude de I'espace des fonctions continues
bornées en norme uniforme exprime une propriété de certaines suites de fonctions continues.
Dans la pratique les espaces de Banach qui sont au coeur de la théorie sont presque toujours
des espaces dont les éléments sont des fonctions (par exemple C'(X) ou LP). On observera
que ces espaces de Banach classiques sont “naturels” en ce sens que leur norme a toujours
une définition explicite liée a la définition de I'espace lui-méme (exemple LP).

Il y a de grands théoremes généraux et “abstraits” :Hahn-Banach, Banach- Steinhaus
etc.. Leurs applications “concrétes” sont nombreuses et variees.

On peut consulter le livre de H. Brézis (Analyse fonctionnelle, théorie et applications,
Masson, 1983). On peut aussi lire le livre (historique) d’un style plus ancien de Riesz et
Nagy (Legons d’analyse fonctionnelle, Paris, Gauthier-Villars, Budapest, reédition de 1968).
On trouvera enfin des compléments et exercices extrémement nombreux dans le livre récent
de Hirsch et Lacombe (Eléments d’analyse fonctionnelle). Enfin, les étudiants intéressés par
’histoire des mathématiques pourront regarder le livre de Banach (Théorie des opérations
linéaires, 1932, reprinted Chelsea New-York, 1972) .

Les propiétés de séparabilité de réflexivité ,de d’uniforme convexité sont étroitement
lices aux propriété de différentiabilité de la fonction x — ||x|| (voir Diestel , Beauzamy).
L’exsitence d’une norme équivalente qui posséde de bonnes propriété géométrique est un
sujet tres étudié ;par exemple ,comment caractériser les espaces de banach qui possedent une
norme équivalente uniformément convexe .La géométrie des espaces de Banach a connu un
développement spectaculaire depuis une vingtaine d’années, grace entre autres aux travaux
de James, Dvoretsky, Grothendieck, Lindenstrauss, Pelczyncki, Enflo, Johnson, Rosenthal,
L.Schwartz et ses éléves

(Pisier, Maurey, Beauzamy ...), etc.



Chapitre 1

Rappelle sur les espaces fonctionnelles

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Norme

Définition 1.1.1 A~
Soit E et une espace vectoriel sur le corps k =R ou C

On appele norme sur l'espace E tout fonction notée ||.|| définie sur E a valeurs dans R,
tell que:

o [z]|=0<=2=0

o | A\z|| = || ||z|, Yz € E, YA €k

o [z +yll < llzll +[lyll, v,y € E

1.1.2 Espaces Normés

Définition 1.1.2 A~V
Soit I et une espace vectoriel sur le corps k = R ou C

On dit que E et une espace vectoriel normé s’il est muni d’une norm ||z||

Proposition 1.1.1 ¥/

Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) est une espace métrisable.



1.1. Espaces de Banach

1.1.3 Suites de Cauchy

Définition 1.1.3 M/

Soit x, une suite d’éléments d’un espace normé (E, |.||)

Définition 1.1.4 VM

On dit que la suite x, est de Cauchy si, on a la relation suivante:
Ve > 07 EIN&) vp7q > Ne; on a ||(L’p - xfl” <g,

Lemme 1.1.1 V¥
Soit x, une suite de cauchy dans un espace normé (E,||.||) contient une sous suite x,j

convergente vers x ,Alors la suite x,, est aussi convergente vers le méme élémente x
Preuve. VM
Soit x,, une suite de cauchy alors il vient
Ve > 0,3N.,Vp,q > N, on a ||z, —z,| <e,
D’ou un particulier pour n; > N, on a:
vp?”k 2 N87 ||‘rp_xnkH <e€
—

lim [z, =@l = [z, — ]

) —00

D’ou la convergente de la suite x,, vers 1’élémente z. m

1.1.4 Espaces complets

Définition 1.1.5 MM/
Un espaces vectoriel normé (E, ||.||) et dit complet, si tout suite de Cauchy x, d’éléments

de I et une suite convergente dans F,
Autrement dit
Ve > 0,3IN. €e N,Vp,q > N.,on a ||z, —z,|| <e
—

dr e E tell que limzx, =x



1.1. Espaces de Banach

1.1.5 Espaces de Banach

Définition 1.1.6 N/
On appelle espaces de Banach (E, ||.||) tout espace vectoriel normé et complet pour la distance

déduite de la norme

1.1.6 Espaces produit

Soit (E, ||.||z) et (F,|.||) deux espaces vectoriels normés sur le méme corps k = R ou C,

alors I'espace produit £ x F' défini par
G=EXxF={(z,y), tellquex € E et y € F}

est une espace vectoriel normé sur k, par 'une des normes produits suivantes:
o [z y)lly = llzllg+ lyllp VeeE,yeF

o @ 9)ll, = (lelly + lyllk)?> Ve € By € Fil <p < oo

o |[(z,9)ll = max{|[zllg+ llyllp} Vo e B,y e F

1.1.7 Opérateurs continus

Soit E et F' deux espaces normés, un opérateur U défini sur un sous ensemble A C E dans
F' et dit continu au piont zy de A si, on a la propriété suivante:

Pour tout suit z,, de A converge vers xy, la suite U (x,,) converge vers U () c’est a dire

lim U (z,) = U ( lim xn> = U (o)

n—oo (n—>oo

Remarque 1.1.1 ¥/

Lopérateur U et dit continu sur A s’il est continu en chaque point de ’ensemble A.

Théoréme 1.1.1 NV
Soit E et F' deux espaces normés, un opérateur U défini sur un sous ensemble A C E dans

F et dit continu partout sur A, s’il est continu en point roy de A



1.1. Espaces de Banach

Preuve. VMl

Soit z,, un suite convergente vers x alors, cette suite peut s’écrire comme

T, = |xo+ (v, — )]+ (v — x0)

= Yo+ (T — x0)
Il est claire que la suite y,, est une suite convergente vers 1’élément g

limy, = lim [zo+ (2, — z)] =

n—oo

la composition des deux membres par I'opérateur U, donne

U(z,) = Ulxo+ (xn —2))+U(z—x0)
= Ulyn) +U (x = x0)

L’opérateur U étant continu au point xq alors, il vient

lm U (x,) = 1limU (y,)+ U (x — x0)

= U(xo)+ U () — U (xp)
= U(x)

1.1.8 Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire U défini sur £ dans F' est dit borné s’il existe un constante positive
C > 0, telle que:
U (@)l < Cllallg, Vo e E (1)

Proposition 1.1.2 ¥/
la plus petite des constantes C' vérifiant la relation (1) est appelée norme de U notée ||U||
et donnée par

101 = suplZDle _ s 1o @l = s 0@, @)

w0 |17l lz||=1 [|z]|<1,2#£0



1.1. Espaces de Banach

Preuve. VMl

En effet, de la relation (1), les constantes C' s’écrivent

Mga Vere E,x#0
1]

D’ou, il est simple de voir que la plus petit des constantes C' notée||U|| s’écrire comme

suit
=20 7]
De plus, on a aussi

w20 |12]lg

= Sup —U(l’) )
=20 || [12]| 5 F

= sup U( m ) ,
£0 12l s/ Ml

= sup [U(@)]p,
[lz]l=1

D’ou la deuxiéme egalité

[Ull = sup [[U ()|,

llzll=1

Pour la troisieme égalité, il est claire que I'on a la relation

sup |U (2)]|p < sup  |[U (2)][p
=1 <1070

De plus, pour tout x € F telle que ||z|| < 1 et 2 # 0, on écrit

" ()

1T @)l = NIzl

F

Ou oncore

U @)l < sup U (2)]|p,

[lz]|=1

Passons ou suprimum sur la poule fermée B (0,1) des deux membres, on obtient

sup ||U(z)]|p < sup U ()]p,
ol <1270 Jall=



1.1. Espaces de Banach

Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivante:

sup U (z)[[p = sup [|U(2)p,
Jall=1 Jall <10

D’ou la troisieme égalité

|Ull = sup  [|U()l|p,

=] <1270

1.1.9 Espaces isomorphes

Définition 1.1.7 N/
Soient (E, ||.||z) et (F,|.||z) deuz espaces vectoriels normés, E et F' sont dits isomorphes
s’il existe un operateur homéomorphe U défini sur E dans F , c’est a dire:

o U et U™! sont des operateurs continus.

o U est bijectif sur E dans F.

1.1.10 Espaces isométriques

Définition 1.1.8 N/
Les espaces E et F' sont dite linéairement isométriques, s’il existe une isométrie U appliquant
E dans F ,c’est a dire:

\U (z)||z = ||z||z pour tout x € E

Remarque 1.1.2 V]

La notion isométrie est plus forte que celle de l’isomorphie.

1.1.11 Normes equivalentes

Définition 1.1.9 "V
Soit E une espace vectoriel muni de deux normes (E,|.||,) et (E,||.||,), ces deux normes

sont dite equivalentes, si en peut trouver deux costantes positives a et (3 telle que:

allzll, < flzll, < Bl , Vo € E,



1.1. Espaces de Banach

Eutrement dit, les deux normes sont dites equivalentes si et seulement si, ’application

identique de E' dans F' soit un isomorphisme entre les espaces vectorieles normés (E, ||.||,)

et (E,[l,)-

Théoréme 1.1.2 M/

Dans un espace vectoriel normé (E,||.||) de dimension finie, tout les normes sont equiva-

lentes.

1.1.12 Semi-normes

Soit ¢ un application définie sur un espace vectoriel réel F.
Une semi-norme sur un espace vectoriel £ est une application de £ dans R satisfaisant

seulement aux propriétés:

1. q(z +vy) < q(z) + q(y) pour tous z,y € F (inégalité triangulaire)

2. q(Ax) = Ag(x) pour tout = € E et tout A > 0 (homogénéité positive)des normes

Proposition 1.1.3 ¥/

Soit ¢ une semi-norme sur un espace normé E. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. q est continue
2. q est bornée au voisinage de (

3. q est lipschitzienne (c’est-a-dire |q(z) — q(y)| < Cst ||z —yl|)

1.1.13 Prolongement

Un fonction g définie sur un ensemble E' est dite prolongement d’une fonction f définie sur

un sous ensemble F' de F, si

f(z) = g(x) pour tout z € F



1.2. Les espaces localements convexes

1.1.14 Théoréme de Hahn-Banach

Théoréme 1.1.3 17/
Soit E un espace vectoriel sur R et N une semi-norme définie sur E.Soit fo une fonctionnelle

linéaire définie sur un sous espace vectoriel F' de FE, telle que
folw) < N(@) , Vo € F.

Alors, il existe une fonctionnelle linéaire f, définie sur E tout entier prolongeant la fonc-

tionnelle vérifiant sur l’espace E la condition

f(z) < N(z) Vx € E.

1.2 Les espaces localements convexes

1.2.1 L’espace vectoriel topologique

On rappelle qu’un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel muni d’une topologie

rendant continues I’addition et la multiplication par un scalaire.

1.2.2 L’espace localement convexe

Définition 1.2.1 Q¢/

Un espace vectoriel topologique est dit localement convexe si et seulement si tout voisinage

de l'origine contient un voisinage conveze.

En associant a chaque voisinage convexe de I’origine une semi-norme (jauge de Minkowski),
on a alors la caractérisation suivante:

Propriétée Q€]
Soit E un espace vectoriel topologique. FE est localement convexe si et seulement si sa

topologie peut étre de’finie par une famille de semi-normes (p,) telles que

(Yo, pa(z) = 0) = 2 = 0.



1.3. Les espaces LP

Sans perte de généralité, on peut supposer de plus que cette famille est filtrante, c’est-a-
dire que

VOél, <o Oy, Elﬂapﬁ 2 Doy +oee +pan'
Une partie A de E est alors ouverte si et seulement si

Ve € A, Ja, 0, By(z,0) C A.

e Les espaces vectoriels normés et les espaces pré-Fréchet sont des espaces vectoriels
topologiques localement convexes.

e Par contre, I'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni de la distance

d(f,q) :/0 VIf =gl

est un espace vectoriel topologique non localement convexe.

1.3 Les espaces L”

Dans tout ce chapitre on se place dans un ouvert Q de R¢. Tous les concepts présentés se

généralisent sans difficulté a un borélien quelconque de RY.

1.3.1 Préliminaires

Espaces £7(2)

Soit p un réel de [1, 400

Définition 1.3.1 [“%

LP(Q) ={f mesurables sur Q, [, |f|P < 400}
Fonctions égales presque partout

Définition 1.3.2 [CF/
Soit f et g deux fonctions mesurables. On dit que f et g sont égales presque partout si

{z €Q, |f(x)# g(z)} est un ensemble négligeable.

10



1.3. Les espaces LP

Deux théorémes importants

Théoréme 1.3.1 [CF/

Soient f et g deux fonctions de LY(Q) égales presque par tout. Alors

/ /
Q Q

Soient f € LY(Q) telle que [, |f| =0. Alors f est nulle presque partout sur Q.

1.3.2 Espace L'(9)

La relation " f = g pp" est une relation d’équivalence sur £}(€2) . On peut donc considérer

I’espace quotient, qui est ’ensemble des classes d’équivalence.

Définition 1.3.3 [CF/

l

LY(Q) est le quotient de LY(2) par la relation d’équivalence " égalité presque partout dans

Q.
Autrement dit,
L'(Q) = {f définie sur Q & un ensemble négligeable pres ; [, | f(x)|dz < 400}

Théoréme 1.3.3 [CF/

Muni de la norme définie par

1oy = / (@) d,

’espace vectoriel L'(2) est un espace de Banach.

1.3.3 Espace L?()

De méme que pour L'(Q) , on quotiente £2(2) par la relation d’équivalence "égalité presque

partout”

Définition 1.3.4 /[CF/

L2(2) est le quotient de L*(SY) par la relation d’équivalence "égalité presque partout dans

"

11



1.3. Les espaces LP

Autrement dit,
L?(Q) = {f définie sur Q & un ensemble négligeable pres ; [, | f(x)|dz < 400}

Théoréme 1.3.4 €A/
L’application

est un produit scalaire.

L%(2) est un espace de Hilbert muni de ce produit scalaire, .

1l = VO Pz = / (@) Pz

Dans l’espace de Hilbert L*(Y) ,l'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

La norme induite est

Remarque 1.3.1 €4/

vf € L*(Q),¥g € L*(), \/Qf(l')g(x)dxl < [Iflzz@ llgll 2o

ce qui 1mplique notamment

Vf e L*(Q),Yg € L*(Q), | f9llzr) < 1 fll2@ |9l 220

1.3.4 Espaces LP(Q) et L} ()

On généralise ici les espaces précédemment présentés.

Soit p un réel, p > 1.

Espaces L*()

Définition 1.3.5 [CF/
L’espace vectoriel LP(S2) est le quotient de LP(S2) par la relation d’équivalence "égalité presque

partout dans €2 "
Autrement dit, on a

LP(Q) = {f,définie Q a un ensemble négligeable prés telles que: [, |f(2)[Pdx < 400}

12



1.3. Les espaces LP

Théoréme 1.3.5 [CF/

lespace vectoriel LP(€)) muni de la norme définie par

[ fllzr) = (/Q ’f(x)’pdx)l/iﬂ

est un espace de Banach.

Théoréme 1.3.6 [CF/
(Inégalité de Héder). Soit p € R)1 < p < +00.
Soit q €]1,00] tel que 1/p+1/q=1.
Soit f € LP(Q) et g € LI(Q) Alors fg € L*(Q) et

1 fallzre) < I flle@llgllzae)

Remarque 1.3.2 [Cf/

Pour p = q =2, on retrouve l"inégalité de Cauchy-Schwarz.
Théoréme 1.3.7 [CF/
On suppose Q2 borné. Soit g > p > 1. Alors L1(Q2) C LP(Q)

Espaces L} ()

loc

Définition 1.3.6 [“%
Soit Q un ouvert de RY On dit que f est localement intégrable sur Q2 si, pour tout compact

K inclus dans €2, la fonction f est intégrable sur k. On note
L, (Q) = {f; f € L*(K) pour tout compact K C Q}

I’espace vectoriel des fontions localement intégrables.
De méme,

LY (Q) ={f; f € LP(K) pour tout compact K C 2}

Remarque 1.3.3 [Cf/
On a bien sur LP(Q2) C L ()

Proposition 1.3.1 €%/
Soit ¢ >p > 1. Alors L} () C LY (Q) .Soit p > 1. Alors LP(RY) c L} (R?) C L} (R?)

loc loc loc

13



1.3. Les espaces LP

Définition 1.3.7 [“®/(Convergence dans L, (I)).
Soit f, une suite de L (Q) et f € LV () .On dit que f, converge vers [ dans L7 () si,

loc loc loc

pour tout compact K C ), la suite f,x converge vers fix dans LP(K)

1.3.5 Espace L>*(Q)

Définition 1.3.8 €%/
On dit qu’une fonction f est essentiellement bornée sur S si il existe un réel positif M tel

que

p{z € & |f(x)] = M}) = 0.

Remarque 1.3.4 (€4

En dehors d’un ensemble de mesure nulle, on a |f(x)| < M.

Définition 1.3.9 /CF/

On note L>®() l'ensemble des fonctions essentiellement bornées sur €.

Encore une fois, pour avoir un espace de Banach on va devoir quotienter £%(2)

Définition 1.3.10 /CE/

L>(Q) est le quotient de L>(S2) par la relation d’équivalence ” égalité presque partout”

Autrement dit,

L>(Q) ={ f définie sur 2 a un ensemble négligeable prés ;f est essentiellement bornée}

Théoréme 1.3.8 [CF/

Uespace vectoriel L>()) muni de la norme définie par
[f | zoo() = nf{M > 0; u({z € & [f(2)| = M}) = 0},
est un espace de Banach.

Théoréme 1.3.9 [“
Pour f € L>®(Q) ,on a:
pour presque tout x € 0, | f(x)| < || fllre() et || fllze() est le plus petit réel satisfaisant

cette propriété.
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1.3. Les espaces LP

Théoréme 1.3.10 8/

St f est continue sur € et essentiellement bornée, alors pour tout x € Q,|f(z)| < || fllz=(@)

Remarque 1.3.5 C%/

C’est le "pour tout” qui est important ici.

Théoréme 1.3.11 [OF/

Si f € LYQ) et g € L(Q) ,alors le produit fg est dans L*(Q2) et
1f9llr) < Nl llglizee

Remarque 1.3.6 C%/

Ceci étend ['inégalité de Hélder au cas p=1,q = +00
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Chapitre 2

Les espaces réflexifs

2.1 Dualité est la topologie faible

2.1.1 Espaces duals

Définition 2.1.1 PF/

Si E est un espace vectoriel réel ou complexe, on appelle dual algébrique de E et [’'on note

E* Uespace vectoriel de toutes les formes linéaires (continues ou discontinues) sur E.

On appelle dual topologique et 'on note E' le sous-espace de E* constitué des formes

linéaires continues sur E.

e Noter que F’ inclus dans E*

e Noter aussi que E’ est normé (espace d’applications linéaires) et complet, puisque R
et C sont complets.

e Noter aussi qu'une forme linéaire f appartient & E’ si et seulement si sa norme ||f]|

est finie.

Théoréme 2.1.1 PF
Soit x € E. Alors:

|zl = sup{|f(2)I/f € E,[If] <1}

Le bidual topologique E” de FE est le dual topologique de E’ On a alors:

16



2.1. Dualité est la topologie faible

Corollaire 2.1.1 Pf]
L’application x — z' définie par «"(f) = f(x) pour tout f € E' est une isométrie de E

dans E" Cette application est dite "l’injection canonique”" de E dans E"

2.1.2 Topologie faible et topologie faible*
Topologie faible

Soit £/ un espace de Banach et soit f € E'.On désigne par ¢, : E'— R I'application définie
par p;(r) =< f,z >. Lorsque f décrit £’ on obtient une famille (¢;)cr d’application de
FE dans R

Définition 2.1.2 7/
la topologie faible o(E, E'), sur E est la toplogie la moins fine sur E rendant continues

toutes les applications (p;) jepr

Proposition 2.1.1 45/
lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E, E') et la topologie usuelle coinci-

dent.

En particulier une suite (z,) converge faiblement si et seulement si elle converge forte-

ment.

Théoréme 2.1.2 5]
Soit C C E conveze .Alors C' est faiblement fermé pour o(E, E') si et seulement s’il est

fortement fermé.

Topologie faible*

Définition 2.1.3 [#5/
la topologie faible* désigne aussi par o(E', E) est la topologie la moins fine sur E'rendant

continues toutes les application (¢,)zcr

Théoréme 2.1.3 (Banach-Alaoglu- Bourbaki) "7/
Sotent E un espace de Banach et E* son dual.

Alors la boule unité B = {f € E*/||f]

g < 1} est compacte pour la topologie faible*.
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2.2. Espaces réflexifs

2.2 Espaces réflexifs

Soit F un espace de Banach. On voit facilement que E s’identifie & un sous-espace vectoriel

de E** grace a l'injection
jix€FE — j(xr) e E™ou < j(x),f >=<{,x > pour tout f € E*
qui est une isométrie d’espace vectoriel normé.

Définition 2.2.1 A5/

On dit que E est réflexif si l'injection canonique de E dans E" est surjective.

Il est clair que tout espace de dimension finie est réflexif.

Autrement dit, dire que E est réflexif revient & dire qu’on peut identifierE” & F.

Définition 2.2.2 5/
Soit E un espace de Banach .On dit que E est réflexif s’il est le dual de son dual, i.e :si

Papplication j d’efinie précédemment est surjective.

Cette définition implique que tout espace normé réflexif est de Banach, puisque F est

isomorpbe & E”.

2.3 Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

ExemplesVK!

-Les espaces de Montel (Espace de Montel un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé, tonnelé et dont tout fermé borné est compact) sont réflixifs.

-Evidemment tout espace de Hilbert est réfexif (ceci découle du théoréme de Riesz qui
permet d’identifier un espace de Hilbert a son dual topologique).

-Pour tout 1 < p < oco. les espaces ¢/ , LP W' (Q) sont réflexifs

-Les espaces de Banach uniformément convexe (voir théoréme de (Milman-Pettis)).sont
réflexifs

-Par contre ¢*,¢> L' L CO WhHl W1 les espaces de mesures ne sont pas réflexifs.

-L’espace C([0,1]) n’est pas réflexif.
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

Pour un espace réflexif, on a donc o(E, E*) = o(E**, E*) et la boule unité est faiblement
compacte. Il s’agit en fait d’une caractérisation des espaces réflexifs.

L’importance fondamentale de la réflexivité provient du résultat de compacité énoncé
dans le théoreme de Kakutani plus bas. Avant d’énoncer et de démontrer ce résultat

important nous aurons besoin de deux lemmes:

Lemme 2.3.1 (Helly)"5/
Soit E un espace de Banach. On se donne fi,..., f, dans E* et aq,...,q, des réels. Alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout € > 0, il existe x. € B tel que:
Vi=1,..,n,|fi(z:) —a;| <e

(13) pour tout 3y, ..., 3, réels, on a

n

Z B

=1

<

> Bifi
i=1

Démonstration. M5!

Supposons d’abord que pour tout € > 0, il existe z. € Bg tel que
Vi=1,...,n, fi(zs) —a;| <e.

Soient 3, ..., [, des réels quelconques. On a

1D Biagl <UD Bifilall+e ) 181 < 11D Bifill +e) 154l
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

d’ou 'on déduit (i7) en faisant tendre e — 0.

On établit ensuite la réciproque par contraposition On définit F' = (f1, .., f,) .Par
définition, F(Bg) est un convexe fermé de R".

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, si o = («ay, ..., a,) € F(Bg), il existe une

forme linéaire sur R" qui sépare strictement « et F'(Bg) , autrement dit il existe 5,,..., 0,

et v tels que:
Vo € B, Y B filz) <7 <) By
i=1 i=1
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

ce qui implique en particulier que

1> Bifi@ll <1 Bieyl
i=1 i=1

ce qui contredit (i7). m

Lemme 2.3.2 (Goldstine)"”/
Soit E un espace de Banach .On définit j : x € E — j(z) € E* ou < j(x), f >=< f,x >
pour tout f € E* Alors :

j(Bg) est dense dans Bg« pour la topologie faible* o(E**, E*).

Preuve. 1B

Soit € Bg«+ et V un voisinage de 1 pour la topologie o(E**, E*).

Il s’agit demontrer que V' N (Bg) # 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe € > 0, f1,..., f,dans E*telle que
V={¢e E*/|(§—n)(fi)| <epourtouti=1,...,n }.

Si on pose o = 7(f;), on a

Vi1, B € R, 1Y Byl = In(> ] B < 11D Bifill
i=1 i=1 i=1
D’apres le lemme d’Helly, il existe alors . € By tel que
Vi= 1, N 1 |fz(l’6) — 1<eE

ce qui signifie exactement que j(z.) € V, et donc que VN j(Bg) # 0. =
Le résultat suivant énonce une caractérisation important des espaces réflexifs.
Une condition suffisante pour qu’un espace de Banach soit réflexif est qu’il soit unifor-

mément convexe

Théoréme 2.3.1 (Kakutani)/"5/
Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si sa boule d’unité est

compacte pour o(E, E*)
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

Démonstration.
Supposons d’abord que FE est réflexif, de sorte que I'isométrie

j:x € B — jx) € E* ou (j(x),f) = (x,f) pour tout f € E*est surjective:
J(Bg) = Bps.

D’apres le théoreme de (Banach-Alaoglu-bourbaki), Bg«est compact pour la topolo-
gie o(E*™, E).

Comme ;! est une isométrie, pour tout f € E*, f o j~! est continue pour o(E**, E*)

Cela implique que j ! est continue de (E**,o(E**, E*)) vers (E,0(E, E*)) .

La boule Bg est donc faiblement compacte dans FE.

Réciproquement, si Bg est faiblement compacte, comme j est une isométrie de E sur
E** elle est continue de (F,o(FE, E*)) dans (E**, o(E**, E**)) d’aprés le (Corollaire 3.2.2).

Comme o(E**, E*) est moins fine que o(E**, E***), j est aussi continue de (E,o(F, E*))
dans (E**,o(E**, E*))

Cela implique quej (Bg) est compact pour o(E**, E*) .Le lemme de Goldstine montre
alors que Bg+« = B, et donc E** = FE. m

Ce théoréeme qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace de Ba-
nach soit réflexif, est en fait utilisé pour prouver que la boule unité fermée est compacte

pour la topologie o(F, E') qui est toujours un fait loin d’étre trivial.

Définition 2.3.1 [L5E]

Un space vectoriel normé E est dit uniformément convexe si on a la propriété suivante
1
Ve > 0,30 >0,(||z]] < L,||y|| <1 et §||x+y|| >1-=0)=|lz—y||<e

Théoréme 2.3.2 (Milman-Pettis) 158/

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Preuve.
On doit montrer que j(E) = E**,ou de fagon équivalente que j(Bg) = Bg«.Comme j(Bg)
est fermée, Il suffit par homogénéité de montrer que j(Bg) est dense (pour la topologie forte)
dans la sphere S = {n € E**/||n||g- = 1}.

On se donne alors € S et € > 0,et on va montrer qu’il existe x € B telque

li(z) =nll <e.
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

Comme F est unifomément convexe, il existe d > 0 telque
Vz,y € Bg, ||z —yl| > e =z +yl| —2(1-9)
On choisit alors f € E* telle que

Al =Tetn(f) =1~

N |

D’apres le lemme de Goldstine, j(Bg) est dense dans Bp« existe donc = € By telle que

()~ f@)] <

- Si [|j(x) — n|| <&, on a la propriété voulue.
- Si ||j(x) — n|| > e,comme E**\Bg« (j(z),e) est ouvert pour la topologie o(E**, E*) |
il résulte du lemme de Goldstine qu’il existe y € By tel que
1)~ 5@ = Il — vl > = et lln() ~ f@) < 3
puisque
Sl 4yl > (1-9)

On a alors

9
2

ce qui aboutit a une contradiction m

4]
1 o+ gll+ 3

DO | —

o
<) < S+ + 5

Il est surprenant qu’'une propriété de nature géométrique (uniforme convexité) entraine
une propriété de nature topologique (réflexivité). L'uniforme convexité est souvent un outil
commode pour prouver qu'un espace est réflexif [mais cette methode ne marche pas toujours:
il existe des espaces réflexifs qui ne possédent aucune norme équivalente uniformément

convexe|.

Proposition 2.3.1 #5/

Soit Q0 un ouvert de R".Sip € |1,00[, LP(Q2) est uniformément convexe, donc réflexif.

Démonstration.
On pose
h(z) = (1+27) + |1 — zo|P
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

On a alors

W(z) = Q+a7) +1—a7 P2(1-a7)
-1 _ _

W) = Poma e PR (LT )P
p

de sorte que p est convexe sur Rt si p < 2 et concave si p > 2.
Sip > 2, 'inégalité de Jensen donne

Jyrde, [ wh((2))do
o updx) = [ wrdx

h(
Soit encore
[+ l[f + llu = olf < (ullp + [[0]lp)” + [ullp = l|v]l,"
en particulier, si ||ul|, = ||[v][, =1 et ||u — v||, > 2e,
1 e
15+ o)l < (1 —e")r

Donc LP(€2) est uniformément converxe
Sip <2,

[+ olff + [l = ol = (full, + [[oll,)” + [lullo = [[v]lpl?

En particulier, Si ||a||, = ||7]], =1
1 | O |,
(15 @+ D)l + 15— D)) + 5@+ D)y + 15 @~ Dl < 2
Donc LP(f2) est uniformément converxe m

Exemple 2.3.1 (Un espace de Banach non réflexif)

Nous venons de voir que l’espace de Banach (P p €]1,+oo[ est réflexif.
Nous allons montrer que {* ne l’est pas .Pour cela nous allons montrer que le dual de ¢!
est isométrique a £ (espace des suites réelles (ou complexes) bornées muni de la norme
[|Z||oo = sup |z ])
neN

Mais que le dual de (> n’est pas (*
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

i) Soit © = (Tn)nen un élément de ¢ Considérons l’application linéaire ®, : (* — R
définie en y = (Yn)nen par :

®u(y) = Tutn:
n=0

La série converge bien puisque la suite x,, est bornée et la suite y, sommable. De fagon

évidente on a:
1D (y)| < ]2 ]ool[y]]1

Qui montre bien que ®, est une forme linéaire continue de norme inférieure ou égale a

1] oo-

On a donc une application linéaire @ : x € {>° — &, € (1) vérifiant
P[] < {12 |oo;
® est injective car si P, = 0, alors en évaluant ®, sur les vecteurs
¢* = (8 ke, k €N

On montre que pour tout n € N on a x,, = 0. Reste & montrer qu’elle vérifie |||®,||| >
||z||s et qu’elle est surjective.
Cette derniere propriété s’établit de manieére analogue a ce qui a été fait pour 1’espace

P, p > 1 ; elle sera laissée au lecteur. Reprenons la suite (e*)gey avec

e’ = (&ﬁ)keN

On a pour tout £ € N :

[zl = |@a(e")]

< [l1@alll el

IN

[112a]]]-

D’ou
|2]]oo < [[|@a]]-

On a donc montré que le dual de ¢! est isométrique a ¢
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

ii) Soit V' le sous-espace de ¢*° dont les éléments sont les suites © = (x,,) qui admettent
une limite quand n tend vers 4oco
Soit # : V' — R la forme linéaire non nulle définie par:

f(x) = li n-
(v) = lim o

10(2)] < [|z]|oo et] 0(0)] =1

Ot § est ’élément de > dont tous les termes sont égaux a 1.

Il en résulte que # est continue de norme égale & 1. D’apres le théoréme de Hahn-Banach
.0 se prolonge en une forme linéaire continue 6 : £ — R telle que |||0]]| = |||6]]].

Soit ¥ 1’élément

e = (GZ)nGN

Avec ef = 6% . il appartient & tous les espaces (', (™ et V.

Pour tout £ € N, on a:

0(e*) =0(e") = lim e =o0.

n—-+o0o

Soit W : /! — (£')” Papplication évaluation qui est une injection isométrique de ¢! dans
son bidual (¢£1)".

D’apres i), (£1) est isométrique a £*°, via Papplication ® : (> — (£1)".

Nous allons montrer que é ne peut pas étre dans I'image de V.

Pour cela il suffit de montrer que, pour tout « € ¢! non nul ,¥, est non nulle sur au
moins 1'un des ®(e¥) .Ce qui établira que 6 n’est pas de la forme ¥, avec z € !

Comme (e*); est une base de £!,pour tout k € N, 'application &, : ! — R définie par
&) = 6

est une forme linéaire continue de norme 1.0n a clairement
§p = q’(ek)

et donc

\Ilej (51@) = 57]1
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

Soit x € ¢! non nul; alors
oo
T = E ape”
n=0

ol (ag) est une suite sommable avec un ay, non nul. Alors

qut(&k@) = Ak, 7£ 0.

Ce qui termine la démonstration.

Proposition 2.3.2 45/

Soit E un espace de Banach réflexif et soit M C E un sous-espace vectoriel fermé. Alors

M est réflexif. (M muni de la norme induite par E)

Démonstration. [H75]

Notons d’abord que sur M sont définis deux topologies faibles:

-La topologie o(M, M').

-La trace sur M de la topologie o(F, E').

On verifie aissément que ces deux topologie coincide. (en jouant avec des restrictions et
des prolongements des formes linéaines)

Il faut montrer (d’aprés le théoreme de (Kakutani)) que B, est compact pour la
topologie o (M, M').

Or By est compact pour la topologie o(F, E') et M est fermé pour la topologie o(E, E’)
(théoréme 2.1.2).

Par suite Bp est compact pour la topologie o(FE, E’) ,et donc aussi pour la topologie

o(M,M') m

Corollaire 2.3.1 15/

Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si E' est réflexifs.

Démonstration. 5]

E réflexif = E’ réflexif.

On sait (théoreme de (Banach-Alaoglu-bourbaki)) que By est compact pour o(FE, E').
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

D’autre parte on a o(F, E') = o(E’, E") puisque E est réflexif.

Par conséquent B, est Compact pour o(E’, E”) | et donc E’ est réflexif (théoreme de
(Kakutani)).

FE' réflexif = F réflexif.

On sait (d’aprés l'étape précédente) que E” est réflexif.

Comme J(FE) est un sous-espace fermé de E” il en résulte J(E) est réflexif.

Par conséquent FE est réflexif. m

Corollaire 2.3.2 #5/
Soit E une espace de Banach réflexif.Soit K C E un sous-ensemble conveze, fermé et borné.

Alors K est compacte pour la topologie o(E, E')

Démonstration.
K est fermé pour la topologie o(E, E') (théoréme 2.1.2).
D’autre parte il existe une constante m telle que K C mBpg est compact por o(FE, E’)

(théoréme de (Kakutani)). m

Corollaire 2.3.3 H5]

Soit E une espace de Banach réflerif. A C E une convexe fermé, non vide et
¢ : A—]—00,+00]

une fonction conveze s.c.i p # +oo telle que:: lirg o(x) = +oo(aucune hypothése si A
xre
|z||—o0

est borné)

Alors ¢ atteint son minimum sur A, i,e :il existe xo € A tel que p(xo) = Minap

Démonstration.

Soit a € A tel que \g = ¢ < +00. on considere ’ensemble
A={zeAp(x) <A-0}

A est un convexe fermé borné (grace a lim,e Aljz]|—o0 () = +00) , et donc compact
pour la topologie o(E, E').
D’autre part ¢ est s.c.i pour la topologie o(E, E') .
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

Par conséquent ¢ atteint son minimum sur A il existe zp € A tel que:
o(z0) < p(x) Vo e A
Siz e A\A on a p(z0) < p(a) < p(z) et done, en fait

o(xo) < p(x) Ve € A

Le corollaire 2.3.3 explique le role essentiel joué par les espaces réflexifs et les fonctions

convexes en calcul des variations, controle optimal etc.

Théoréme 2.3.3 1]
Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,) une suite bornée dans E. Alors il existe une

sous-suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie o(E, E').

Démonstration.
Soit M, I'espace vectoriel engendre par (x,,) et soit M = MM est un espace séparable

De plus M est réflexif d’aprés la (proposition 2.3.2).

Il en resulte que By, est un ensemble métrisable et compact pour la topologie o (M, M').

En effet, M” est séparable (corollaire 2.1.9) et par suite B), = By, est métrisable pour
o(M", M) = (M, M’) grace au .On peut alors extraite une sous-suite (z,) aui converge
pour la topologie o (M, M’).

On en déduit que (x,) converge aussi pour la topologie o(E, E’) (par restriction a M

des formes linéaire continues sur £). ®

Théoréme 2.3.4 (Eberlein-Smulian) 17
Soit E un espace de Banach tel que toute suite bornée (x,) posséde une sous-suite extraite

(xn,) convergente pour la topologie o(E, E') .Alors E est réflexif.

Démonstration. [La démonstration est Délicate]
Voir par exemple Holmes, Yosida, Dunford-Schartz, Diestel. Afin de bien préciser l'intérét
du théoréme (Eberlein-Smulian) rappelent que :

i) un espace topologique dans lequel toute suite posséde une sous-suite convergente n’est

pas nécessairement compact.
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2.3. Exemples sur les espaces réflexifes et non réflexifs

i1) dans un espace topologique compact il peut exister des suites ne possédent aucune
sous- suites convergente.

i11) d ans un espace métrique

(compact) < (toute suite posséde une sous suite convergente)

Théoréme 2.3.5 H5/
Soit E un espace de Banach uniformément convexe. Soit (z,) une suite dans E telle que

(xn) — x pour la topologie faible o(E,E") et
limsup ||x, || < |[x]]
Alors x,, — x fortement

Démonstration. 5]

On peut suppose que x # 0 (sinon la conclusion est evidente). Soit
An = max{] |z, [[z[[}
de sorte que A, — ||z||. On pose
Yo = (M) " 'wn et y = (||l2f]) 7

Alors y, — |ly|| pour o(E, E’) . On en deduit que |jy|| < lim inf || 25|
D’autre part ||y = 1, ||lya|| < 1 et donc en fait [[222]] — 1.
Il résulte de I'uniforme convexité que 11y, -yll — 0.

D’ou z,, — z fortement. m
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Chapitre 3

Applications sur les espaces réflexifs

3.1 Minimisation de critére
On va s’intéresser a 'existence de solution de la minimisation du critére
J(u) = |lg — Hul[* + || Vul

c’est-a-dire
J(u) = / (g — Hu)(x)Pdz + / (Vu)() Pz

Q C R? sous-ensemble ouvert borné

u: ) —R

v = u()

Probléeme modele~BF)

a0
avec
1) = [ lo~ Huyw)lde + [ (V)P
Q Q

Question:

e Existe-t-il un point minimum?
e Comment on peut utiliser toutes ces topologie?
-Si X est un espace réflexif et si une suite (x,) est bornée, alors on peut extraire une

sous-suite convergente pour la topologie faible.
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3.2. Méthode directe du calcul des variations

-Si une suite bornée dans le dual X', alors on peut en extraire une sous-suite convergente
pour la topologie faiblex.

Ces notion servent pour la démonstration de I’existence d’une solution au probléme

inf F(u)

ueX

Soit X une espace de Banach et F': X — R.

e [ est convexe si
Fx+(1-=Ny<AF(x)+(1—-NF(y)Ve,y € X et A € [0,1]

e [ est s.c.i si

liminfF(z,) > F(z)

(zn)—z
e [ est coercive si

lim F(z) = +o0

|||l —=

e Utilisé de ces définitions?
Définir 'existence d’un minimum

-Si F' est sci et coercive dans un espace réflexif alors F' admet un minimum.

3.2 Meéthode directe du calcul des variations

On considére le probléme de minimisation

inf F(u)

ueX

e Considérer une suite minimisante u,, € X, c’est-a-dire suite satisfaisant

lim F(u,) = qilel)f( F(u)

n—oo
e Si F est coercive, on obtient une borne uniforme sur la suite w, : |U,| < K
e Si X est réflexif alors on en déduit I'éxistence d'une sous suite u,; et ug € X telle que
un,; converge faiblement vers ug

e Si F est sci on en déduit

inf F(u) = liminf F'(z,) > F(x)

ucX (zn)—z
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3.2. Méthode directe du calcul des variations

ce qui implique que F'(ugy) = mi)r(lF (u)
ue
e Cas ou F est une fonctionnelle intégrale
soit f: O x R x R? — R avec 2 C R?

pour u € W'P(Q) on considére la fonctionnelle

F(u) :/Qf(x, u(z), Du(x))dx

Si f est sci et coercive, F' 'est aussi

On en déduit I'existence d’un minimum dans H! = W2 pour le critéte

inf J(u)

ueX

avec :

J(u) = / (g — Hu)(z)Pdz + / (VHu)(2)2dz
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Conclusion

Conclusion

L’analyse fonctionnelle est un théme central dans beaucoup de branches des mathéma-
tiques : 'equations aux dérivées partielles, analyse complexe, analyse globale sur les variétés,
théorie des représentations des groupes, géométrie differentielle Son objet est 1’étude, sous
divers aspects, et en particulier I’aspect topologique, des espaces fonctionnels F = F(X;k)
et de leurs opérateurs (k est le corps R ou C). C’est ce qu’on se propose d’étudier de fagon
élémentaire dans ce cours.

Dans les espaces de Banach, une grande partie de I’étude implique le dual topologique
: D'espace de toutes les formes linéaires continues. Comme en algeébre linéaire, le bidual
(le dual du dual) n’est pas toujours isomorphe a l’espace original, mais il y a toujours un
morphisme injectif naturel d’'un espace dans son bidual.

Il est surprenant qu’'une propriété de nature géométrique (uniforme convexité) entraine
une propriété de nature topologique (réflexivité). L'uniforme convexité est souvent un outil
commode pour prouver qu'un espace est réflexif [mais cette methode ne marche pas toujours:
il existe des espaces réflexifs qui ne possédent aucune norme équivalente uniformément

convexe].
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