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Chapitre 1

Introduction

1.1 La société de ’image

Notre société est souvent désignée comme étant une "société de 'information." Elle pourrait
aussi bien étre définie comme une "société de 'image." Ce n’est pas seulement parce que I'image
est un outil trés puissant et utilisée comme moyen de communication, mais aussi parce qu’elle
est un moyen simple, compact, et étendus & représenter le monde physique. Si on y pense, il
est en effet frappant de constater & quel point les images sont omniprésentes dans notre vie, et
combien nous comptons sur elles.

Les progrés réalisés dans les dispositifs d’acquisition font partie de I’origine d’un tel phénoméne.
Une énorme quantité d’informations numériques est disponible. La deuxiéme origine est na-
turellement I'augmentation de la capacité des ordinateurs qui nous permettent de traiter de
plus en plus des données. Cela a entrainé une nouvelle discipline connue sous le nom de vision
par ordinateur.

Par exemple, 'imagerie médicale a fait un usage considérable des images depuis les premiers
jours. De nombreux dispositifs qui existent sont basés sur les ultrasons, rayons X, scanners, etc.
Les images produites par ceux-ci peuvent ensuite étre traitées pour perfectionner leur qualité,
améliorer certaines fonctionnalités, ou de combiner efficacement les différentes informations
(fusion).

Un autre domaine important qui nous concerne directement est la télédétection. Ceci désigne

les applications ol nous avons besoin d’analyser, de mesurer, d’interpréter des scénes a distance.



En plus des applications de surveillance de la défense et de la vidéo et I’analyse du trafic routier,
I’observation des ressources de la terre est un autre domaine important. Le traitement d’image
fournit des outils pour suivre et quantifier les changements dans les foréts, ’approvisionnement
en eau, I'urbanisation, la pollution, etc. Il est également, largement utilisé pour la prévision du
temps & analyser d’énormes quantités de données.

Au-dela de ces thémes généraux, on pourrait aussi parler de beaucoup de différentes ap-
plications de traitement d’image ot est impliqué. Il s’agit notamment de «world wide web»,
la reconnaissance de caractéres, de la reconstruction en 3-D de scénes ou d’objets & partir
d’images, controle de la qualité, la robotique, analyse des empreintes digitales, et des bases de
données d’art virtuelle.

Sans nécessairement le savoir, nous sommes des consommateurs de traitement d’image sur

une base quotidienne.

1.2 Qu’est-ce qu’une image numérique?

Une image numeérique (aussi appelée une image discréte) vient d’'un monde continu. Elle est
obtenue & partir d’'une image analogique par échantillonnage et quantification. Fondamentale-
ment, 'idée est de superposer une grille réguliére sur une image analogique et d’attribuer une
valeur numérique a chaque carré de la grille, par exemple la luminosité moyenne dans ce carré.
Chaque carré est appelé un pixel, pour ’élément image, et sa valeur est le niveau de gris ou la
luminosité.

Selon le type d’image, le nombre de bits utilisés pour représenter la valeur de pixel peut
varier. Représentations des pixels commun sont des octets non signés (0 a 255) et en virgule
flottante. Pour décrire un pixel, on a aussi besoin de plusieurs canaux (ou interdictions): par
exemple, un champ de vecteurs a deux composantes, une image couleur est décrite avec trois
canaux, rouge, vert et bleu.

La derniére caractéristique importante d’une image est sa taille (ou résolution). C’est le
nombre de lignes et de colonnes dans I'image. Juste pour vous donner une idée, des appareils
photo numériques typiques donne maintenant des images de taille 320 x 240 et peuvent atteindre

3060 x 2036 pour les professionnels. Pour un cinéma numérique nous considérons une images



de taille 720 x 576 (format de vidéo standard), 1920 x 1440 (haute définition) ou plus; pour les

images de I'imagerie médicale fonctionnelle IRM sont environ 128 x 128.

i1, )

Figure 1-1: Une image numérique n’est rien d’autre qu’un tableau & deux dimensions de pixels avec des valeurs de

luminosité attribué.

D’une certaine fagon, plus la résolution est grande, plus 'image numérique est au monde
physique.Comme dans le monde réel, une image est composée d’une grande variétée de struc-
tures, et cela est encore plus complexe en raison de la numérisation et le nombre limité de
niveaux de gris pour la représenter. Pour donner une idée, nous montrons & la figure 1.2 une
image et quelques gros plans sur les différentes parties. Cela montre les effets de la faible résolu-
tion (certaines régions auraient besoin plus de pixel d’étre représentées ) et un faible contraste,
différents types de «texture», contours progressifs ou tranchants, et beaux objets. Cela donne
une idée de la complexité de trouver une approche qui permet de faire face a des problémes

différents ou des structures en méme temps.

1.3 A propos Des Equations aux Dérivées Partielles (EDP)

De nombreuses approches ont été développées pour traiter ces images numériques, et il est
difficile de dire lequel est le plus naturel que l'autre. Traitement de I’image a une longue
histoire. Peut étre la plus ancienne des méthodes proviennent de 1 — D des techniques de

traitement du signal. Elles s’appuient sur la théorie du filtre (linéaire ou non), sur ’analyse



(a)

Figure 1-2: Par exemple I'image numérique: (a) a faible résolution, (b) a faible contraste, (c) nuances graduées, (d) des

transitions nettes et, (e) des éléments fins.

spectrale, ou sur quelques concepts de base de probabilité et de statistique.

Aujourd’hui, des outils plus sophistiqués ont été développés. Trois grands axes se dégagent:
la modélisation stochastique, ondelettes et équations aux dérivées partielles (EDP) . Nous ne
considérons pas ici ces approches et de se concentrer sur les méthodes a base d’ EDP. Ils ont été
aménagés intensivement en analyse d’images depuis les années 1990.De nombreux livres sont
maintenant disponibles, voir par exemple [1,2,6,5].

EDP, qui appartiennent & 'une des parties les plus importantes de I’analyse mathématique,
sont étroitement liés au monde physique. Chaque scientifique vient & travers I’équation d’onde
ou I’équation de la chaleur, et les noms d’Euler, Poisson, Laplace, etc, sont tout a fait familier.
Si EDP viennent a l'origine physique et la mécanique, on peut rencontrer de plus en plus dans
d’autres domaines comme la biologie et la finance et maintenant dans l’analyse de I’image.
L’un des principaux centres d’intérét dans 'utilisation EDP est que la théorie est bien établie.
Bien str, les équations aux dérivées partielles sont écrites dans un cadre continu, se référant
aux images analogue, et, une fois I'existence et I'unicité de la solution ont été prouvés. Nous

espérons que cette mémoire illustrera bien cette idée.



Chapitre 2

Les Equations aux Dérivées

Partielles

2.1 Stratégies d’étude (EDP)

Comme expliqué au point 1.1, notre objectif est la découverte des fagons de résoudre des
équations aux dérivées partielles de toutes sortes, mais, comme devrait maintenant étre clair,
compte tenu des nombreux exemples divers prévues, ce n’est pas une tache facile. Et en effet la
question méme de ce que signifie «résoudre »un EDP donné peut étre subtile, en grande partie
en fonction de la structure particuliére du probléme & portée de main.

2.1.1 Un probléme bien posé, les solutions classiques

La notion informelle d’un probleme bien posé capture bon nombre des caractéristiques souhaita-
bles de ce que cela signifie pour résoudre un EDP. Nous disons que pour un probléme donné

une équation aux dérivées partielles est bien posée si

(a) le probléme a en fait une solution;

(b) cette solution est unique;
et

(c) la solution dépend contintiment des données figurant dans le probléme.



La derniére condition est particulierement importante pour les problémes qui découlent
des demandes physiques: nous préférons que notre solution (unique) change seulement un peu
lorsque les conditions du probléme changent un peu. (Pour de nombreux problémes, d’autre
part, le caractére unique ne doit pas étre prévu. Dans ces cas, les tdches mathématiques
principales sont & classer et caractérisent les solutions.)

Maintenant, il serait clairement souhaitable de «résoudre» EDP de telle maniére que (a) -
(c) soit maintenus. Mais notez que nous n’avons pas encore clairement défini ce qu’on entend par
une «solution». Devrions-nous demander, par exemple, qu’une "solution" u doit étre analytique
réelle ou au moins infiniment différentiable? Ca pourrait étre souhaitable, mais peut-étre que
nous demandons trop. Peut-étre qu’il serait plus sage d’éxiger une solution d’'une EDP d’ordre
k a k fois au moins contintiment différentiable. Ensuite, au moins toutes les dérivées qui figurent
dans la déclaration du EDP doit étre exister et continue, mais peut-étre certaines dérivées plus
n’existent pas. Permettez-nous d’une facon informelle d’appeller une solution avec beaucoup
de finesse, une solution classique de I’ EDP: ce qui a certainement 'idée la plus évidente de la
solution.

Ainsi, en résolvant une équation aux dérivées partielles dans le sens classique , nous voulons
dire que c’est possible d’écrire une formule pour une solution classique satisfaisant (a) - (c)
ci-dessus, ou au moins pour voir une telle solution existe, et d’en déduire plusieurs de ses

propriétés.

2.1.2 Les difficultés typiques

Voici quelques principes vagues, mais en général, qui peuvent étre utile de garder a ’esprit:

(1) Les équations non linéaires sont plus difficiles que les équations linéaires; et, en effet, plus

la non-linéarité affecte les dérivées d’ordre supérieur, plus 'EDP est difficile.
(2) L’EDP d’ordre supérieur sont plus difficiles que EDP d’ordre inférieur.
(3) Les systeémes sont plus difficiles que les équations simples.
(4) Les équations aux dérivées partielles comportant plusieurs variables indépendantes sont

plus dures que les EDP comportant peu de variables indépendantes.

10



(5) Pour la plupart des équations aux dérivées partielles, il n’est pas possible d’écrire des

formules explicites pour les solutions.

Aucune de ces affirmations est sans exceptions importantes.

2.2 L’équation de la chaleur en Dimension 1

2.2.1 La transformée de Fourier

Nous allons utiliser la fonction exponentielle complexe pour écrire la représentation de la trans-
formée de Fourier sous forme complexe. Cette nouvelle représentation dispose d’une paire de
transformations importantes. Comme vous le verrez dans cette section, le concept de transfor-
meée paires offre un moyen commode d’indiquer les propriétés fondamentales de fonctionnement
de la transformée de Fourier, qui sont trés utiles dans la résolution de problémes aux limites.
Envisager une fonction f lisse par morceaux continue et intégrable. En commencant par la

représentation intégrale de Fourier, nous avons

flz) = 71T//f(t)(coswtcoswx—i—sinwtsinwx)dtdw

cos(a —b) = cosacosb+ sinasinbd
(cos(
= //f cosw(x — t)dtdw
(cos(u) = *(ei“+6_“‘))
— 21/ / f zw;r t)+€—iw(w—t))dtdw
s
0 —oo
1 [o. oluNe o] 1 oo 0
= — / / f)e e Ddtdw + — / / Ft)e ™ Ddtdw
2 2T
0 —oo 0 —oo

Si 'on change w & —w dans le second terme et d’ajuster les limites de —oo & 0, on obtient,

apreés avoir ajouté les deux intégrales

11



(o ole o}

f@) = % / / F()e™ @D g

f(w)

oo

T A
= — et —— e "t dtdw
\ 21 / v 2T / /)

Il s’agit de la forme complexe de la représentation intégrale de Fourier, qui com-

prend la paire de transformation suivante:

TRANSFORMEE DE FOURIER

¢ 1 i —twzx
flw) = \/E_/ f(z)e " dx (—oo<w<o0) (2.1)

TRANSFORMEE DE FOURIER INVERSE

flz) =

ewr f —o<r<oo 2.2
g S
Il existe d’autres conventions pour la transformée de Fourier. Par exemple, nous pour-

rions choisir f 27r f f(x)e~™%dz, puis la transformée de Fourier inverse devient f(x) =

i glwr f (w)dw. Dans la définition de f, nous avons utilisé z comme une variable d’intégration,
;10 lieu de t. Les symbolesF(f)(w)et F~1(f)(z)sont également utilisés pour désigner la trans-
formée de Fourier et son inverse, respectivement. Parfois, pour étre plus précis, nous allons
écrireF(f(z))(w) au lieu de F(f)(w), si f n’est pas continue en x, le coté gauche de (2,2)
doit étre remplacé par(f(z+) + f(z—))/2 L’intégrale de la transformée de Fourier inverse ne
peut pas exister en tant que deux faces intégrale impropre, en général, cette intégrale doit étre
calculée comme une valeur principale de Cauchy: f(z) = \/%—W alingo _Z e f(w)dw

Mettre w = 0 dans (2, 1), nous constatons que

12



(e o]

f(0)=\/12—7r | s

Ainsi, la valeur de la transformée de Fourier & w = 0 est égale a la surface signée entre le

1

graphique de f(z) et Paxe des z, multipliée par un facteur de N

Exemple 1 Transformée de Fourier

1if |z] <a

0if || >a

a 0 i

Figure 2-1: Graphe de f dans ’exemple 1.

Ce qui est f(0)? Comment nous pouvons exprimer f comme une transformée de Fourier

inverse.

Solution 1 pour w # 0 nous avons

a

fw) = \/127? 7 f(z)e™dg = \/12? / ey

—a

-1

iwz |G \/5sin aw
- L Y by
2miw e T w
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T lw)

i
1 |||.' 2,-']'1'
/ I"-,
|II II'.
||I !
Tl \ wa ~
1'-._‘\_,-{." |:|. \ !

4

R

Flgure 2-2: Graphe de f dans l'exemple 1

Pour w = 0 nous avons f(0)

f dr = a\/% comme

hm f

tous w.

hInO \/58111 aw \/> f

I s’ensuit que f(w) est continue en 0 (figure2.2), et on peut écrire f(w)

w) = \/5811’1 aw pour
K

(b) pour exprimer f comme une transformée de Fourier inverse, nous utilisons (2, 2) et d’obtenir

1 Ooiwx 2 sin aw 7
0 = = \f !

1 . Sin aw
w= — e’ dw
T w T w
— 50 —o0
o0 (o]
1 . sin aw 1 cos wx sin aw
= — [ (cos(wzx) — isin(wx) dw = —
T w T
—00
parceque sin wz SLew

dw
w
—00

est une fonction impaire de w et donc son intégrale est nulle

La transformée de Fourier dans ’exemple 1 est continue sur toute la ligne réelle, méme si la
fonction a sauteé la discontinuité en x = 4+a. En fait, il peut étre démontré que la transformée
de Fourier d’une fonction intégrable est toujours continue

Dans ’exemple suivant, nous allons utiliser la valeur absolue d’un nombre complexe. Rappelons-
nous que, si z = a + ib, alors|z| =

Vva? + b? en particulier si z = e~"*¥ alors

14



le™"| = |cos(zw) — isin(zw)| = \/COSQ(WU) + sin®(zw) = 1

Exemple 2 Le calcul de la transformée de Fourier

e Tifx >0,
flz) =
0 ifz<0.
|
X

0|

Figure 2-3: Graphe de f dans I’exemple 2.

Solution 2 Nous avons

LT U
w) = —— [ e TeT Wy = — [ ¢mw(F) gy
fw) V2 0/ V2m 0/

—1

V27 (1 + iw)

—iwx —x |
€ ‘0

comme ‘e*””w‘ = 1,il s’ensuit que lim ‘e*x(lﬂw)‘ = lim e™® =0, et ainsi de
T—00 T—00
A 1 1—w

flw) = V(1 +aw)  Ver(l+w?

figure 2.4 montre le graphique de la valeur absolue de f . La encore, il convient de noter que

f et | | sont & la fois continue méme si f n’est pas.
t t a la f t ‘est p

15



[6}]

i | }
5 0 5

Figure 2-4: Graphe dc|f‘ dans 'exemple 2.

L’exemple 2 illustre un fait remarquable que la transformée de Fourier peut étre a valeurs
complexes, méme si la fonction est a valeurs réelles. En outre, la transformée de Fourier est
continue mais pas intégrable, méme pas comme une mauvaise deux cotés intégrante. Dans
ce cas, l'intégrale (2,2) pour la transformée de Fourier inverse doit étre calculée comme une

valeur principale de Cauchy. En effet, nous pouvons vérifier que, en x = 0, nous avons % =

(f(04+)+ f(0—))/2, et la valeur principale de Cauchy de la transformée de Fourier inverse donne

a a
1—w

1
lim dw
a—o0 /21 ) /2m(1 4+ w?)
—a

—0
—_—~
1 ol ’ 1
. . w
- 27ra1520 /Huﬂdw_l/l—i—uﬁdw T
—a —Qa

Tel que défini par (2,1), la transformée de Fourier prend une fonction f et produit une
nouvelle fonction f, et la transformation inverse récupére la fonction d’origine f de f. Ce
procédé fait de paires de trasnformer un outil puissant pour la résolution d’équations aux
dérivées partielles. Comme nous le verrons dans les sections suivantes, 'idée est de "transformée
de Fourier " une équation donnée en une seule qui peut étre plus facile a résoudre. Aprés avoir

résolu ’équation transformée impliquant f, on retrouve la solution du probléme d’origine avec

16



la transformation inverse. Pour nous aider dans le traitement des équations transformées, nous

développons les propriétés fonctionnelles de la transformée de Fourier.

Propriétés opérationnel

Nous allons étudier le comportement de la transformée de Fourier dans le cadre des opérations
communes sur les fonctions: combinaison linéaire, la translation, la dilatation, la différenciation,

la multiplication par polynoéme, et la convolution.
Théoréme 1 Linéarité

La transformée de Fourier est une opération linéaire, c’est, pour toute fonction intégrable f
et g et les nombres réels a et b,

Flaf +bg) =aF(f)+bF(g).

Preuve 1

Flaf +bg) = /mWﬂm+@mmﬂmm

> —iwT L * T 6—iwa¢ T
- =t dx+ﬁm[mﬂ) d
= aF(f)+bF(g)

- 3l
3

ﬁ

Théoréme 2 Transformée de Fourier des dérivées

(i) Supposons f(x) est lisse par morceaux, f(z) et f/(x) sont intégrables, et f(z) — 0 quand

|z| — oo, puis

F(f') = iwF(f)

(ii) Si en plusf”(x) est intégrable, etf/(x) est lisse par morceaux et — 0 , comme || — o0

alors

17



F(f") = wF(f') = —wF(f).

(iii) En général, si f et f*)(z)(k = 1,2,...,n — 1) sont lisses par morceaux et tendent vers 0

lorsque |z| — o0, et f et de ses dérivés de l'ordre & n sont intégrables, alors

F(f™) = (iw)"F(f)
Preuve 2

Parties (ii) et (iii) sont obtenues par des applications répétées de (i). Pour prouver (i), nous

3

utilisons la définition de F(f) et d’intégrer par parties. Pour simplifier la preuve, on suppose

en outre que f est lisse. Ensuite,

Ffw) = —= [ fae s

1 —twx | ; Ji —ilwz
= \/72? f(x)e Loo - (—zw)_é f(x)e dx

= 0+iwF(f) (comme f(z)— 0 en tant que |z| — oo, et |e_iwz} =1).

Théoréme 3 Dérivées des transformées de Fourier

(i) Supposons f(x) et xf(x) sont intégrables, puis

Flaf(@)w) =i |f] (w)=iz—F(f)w).

(ii) En général, si f(x) et 2" f(x) sont intégrables, alors

Fam @) =i [§]" w).
Preuve 1
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La partie (ii) découle de (i). Pour motiver (i), nous supposerons que nous pouvons dif-

férencier sous l'intégrale. Ensuite,

[ﬂ (w) = di\/%/_(: f(z)e ™dy = \/12?/:: f(x)%e_iw“”dx

_ m /°° of(z)e" " dz = —iF(zf(x))(w),

et (i) fait suite a la multiplication des deux cotés par i. Cette preuve est valable si, par
exemple f est lisse et disparait en dehors d’un intervalle fini. Pour une fonction arbitraire f,
on peut approcher f par des fonctions qui sont lisses et disparaissent en dehors d’un intervalle

fini.

Convolution des fonctions

Nous élargissons notre liste de propriétés fonctionnelles en introduisant la convolution de deux

fonctions f et g par

£ gla) = j% / : f(z — Dg(t)dt. (2.3)

(le facteur \/%est simplement pour plus de commodité. Si nous le laissons tomber de la
définition de la convolution, il réapparaitra dans sa transformée de Fourier.) La convolution
de f et g est une opération binaire, qui combine la translation, la multiplication des fonctions,
et l'intégration. Son effet sur les fonctions f et g est difficile d’expliquer directement, comme
les exemples suivants illustrent. (Il a une description simple en termes de la transformée de
Fourier, comme nous le verrons dans le théoréme 4.).Observons d’abord que la convolution

est une opération commutative, c’est-a-dire f * g(x) = g * f(x). Cela fait suite en faisant un

changement de variables(t < ¢t — z) dans (2.3).
Exemple 3 Convolution avec le cosinus

Supposons que f est integrable et paire (f(—x) = f(z)) pour tout = et soit

A~

g(z) = cosax. Pour tous les nombres réels a :f * g(x) = cos(ax) f(a)
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Solution 3 De la définition et le fait que fx g = g=* f, nous avons

1 o0
fro@ = = [ f)coslaa—o]a
1 > . .
- = / () leos{aw) cos(at) + sin(az) sinfar)] .

puisque f est paire, le produit f(¢) sin at est impair, d’ou ffooo f(t)sinatdt = 0, et ainsi de

1 o0
frglx) = cos(ax)m/_oo f(t) cos(at)dt
1 o ..
= Cos(ax)—ﬁ27r /_oo f(t) [cos(at) — isin(at)] dt
1 * —iat _ R
= cos(ax)—m /OO f(t)e " *dt = cos(ax) f(a).

Théoréme 4 Transformées de Fourier des convolutions

Supposons que f et g sont intégrable alors

F(f xg)=F(f)F(g)
Preuve 2

Théoréme 4 est exprimé en disant que la transformée de Fourier prend convolutions dans

les produits.

Feow) = o= [ o= [~ fla=ne e gleya
1 > 1 > —iwu —twt
= \/ﬂ/w\/ﬂ/oo flue du e g(t)dt

(u = x—t,du=dx)

= F(N)(w)F(g)(w).

Exemple 4 Transformée de Fourier d’une convolution

20



Considérons la fonction f(z) =1 si |x| < 1 et 0 sinon. Le graphique de cette fonction est

représentée sur la figure 2.4. De I'exemple 1, nous avons

o= 5

¥

Graphique de f.

Nous voulons calculer f * f, la convolution def avec elle-méme. Au lieu de calculer directe-

ment a partir de (2, 3), nous allons utiliser le théoréme 4, comme suit. Nous avons

2 sin? w

F(f#fw) = fw)? ==

T w?

a laide de la transformée de Fourier inverse, avec ’aide de la table des transformées de

Fourier & I’annexe A, nous trouvons

251n2w> 200 -y i 2 <2,

Fost@ =7 -
0 if |z >2.

T w?

Le graphe de f x f(z) est représentée sur la figure 2.5. Notez quef * f est continue, méme
si f n’est pas.

Le reste de cette section est consacrée a I’étude de la fonction gaussienne f(z) = e et
sa transformée de Fourier. Cette fonction joue un role clé dans la solution de ’équation de la

chaleur. Nous avons besoin de la fameuse intégrale impropre

:/“fﬁm:¢m (2.4)

—0o0
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Figure 2-5: Graphique de f * f

Donnons ici une preuve plus directe, on fait le carré de I en utilisant les coordonées polaires

(r? = 2% + y?), dxdy = rdrdf et d’obtenir

0

et (2,4) fait suite a la prise des racines carrées.
Théoréme 5 Transformée de la gaussienne

Soit a > 0 nous avons

Preuve 3

H.CL‘2
Soit f(x) = e~ 2, Une simple vérification montre que f satisfait ’équation différentielle

linéaire du premier ordre
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f(z) + azf(z) = 0.

Prenant transformées de Fourier et en utilisant les théorémes 1,2 et 3, nous obtenons
fw) +a- [ ] (w) = 0
wf(w) +a— w) = 0.
dw

Ainsi f satisfait méme équation différentielle linéare du premier ordre. Pour résoudre cette

équation en f, on trouve

fw) = Ac %,

ol A est une constante arbitraire. Pour compléter la preuve, nous devons montrer que

_ 1
A= zhous avons

N
I
=,

1 o0 aacz
0) = — e 2 dx
( ) \V 2w /—oo

1 & 2
= NG /_OO e du (u= \/g:v, \/;du = dx)

_ \}a (par(2.4)).

Remplacant a par 2a dans le théoréme 5 donne

Fle ) (w) = Jlfae—iff (a>0). (2.5)

En prenant ¢ = 1 dans le théoréme 5 donne

N

x w2

Fle ) (w)=¢€ 2.

22
Cette identité remarquable dit que e~ 2 est sa propre transformée de Fourier.

Théoréme 5 peut étre utilisé pour calculer certaines intégrales intéressantes.
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2.2.2 La méthode de transformée de Fourier

Ces problémes sont modélisés mathématiquement par I’équation différentielle définie sur les
régions infinie. Pour les problémes a une dimension, nous distinguons deux types de régions
infinies: 'extension infinie des intervalles de —oo a oo et les intervalles semi-infinie s’étendant
d’un point (généralement a l'origine) a l'infini (généralement +00).

Dans cette section, nous développons la méthode de transformée de Fourier et de 'appliquer

pour résoudre les équations de la chaleur sur la droite réelle.

Transformation des dérivées partielles

Tout au long de cette section, nous supposons que u(z,t) est une fonction de deux variables x
et t, ol —0o < z < oo et t > 0. En raison de la présence de deux variables, il faut veiller &
identifier la variable par rapport a laquelle la transformée de Fourier est calculée. Par exemple,
pour t fixé, la fonction u(x,t) devient une fonction de la variable spatiale z, et en tant que telle,
nous pouvons prendre sa transformée de Fourier par rapport a la variable . On note cette

transformation par u(w,t). Ainsi

TRANSFORMATION DE FOURIER DE LA VARIABLE x

Flu(z,t)(w) = u(w,t) = \/12? /_OO u(z,t)e " dz. (2.6)

Pour illustrer I'utilisation de cette notation, nous calculons des transformées trés utiles.
Nous supposerons que la fonction u(z,t), en fonction de x, a des propriétés suffisantes qui nous
permettent d’utiliser librement les propriétés fonctionnelles de la transformée de Fourier de la
section 2.2

TRANSFORMATION DE FOURIER et les dérivées partielles

Donnée u(x,t) avec —oo < x < 0o et t > 0, nous avons

]—"(atu(x, t)(w) = %ﬂ(w,t), (2.7)
f(gilu(x,t))(w) = C;iTr;ﬁ(w,t), n=12, .. (2.8)
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f(;ru(x,t))(w) = wi(w,t); (2.9)

"

Flggnul@ Ow) = (w)"i(w,t), n=1,2,... (2.10)

Les deux derniéres identités sont des conséquences de (2, 6) et le théoréme 2 de larticle 2.2.
Pour prouver (2,7) nous commengons par le coté droit et se différencier sous le signe intégrale

par rapport a t:

d . 1 d & —iwz o 1 >0 —lwx
%u(w,t) = mﬂit/—m u(zx,t)e dr = \/%/_OO atu(a:,t)e dz

La derniére expression est la transformée de Fourier %u(w, t) en fonction de x, et (2,7) suit.
La différenciation répétée sous le signe integrale par rapport a ¢t donne(2.8).
L’utilisation de la transformée de Fourier pour résoudre des équations aux dérivées partielles

est mieux décrite par des exemples. Nous commengons par ’équation de la chaleur.

La solution fondamentale et homogéne avec le probléme de valeur initiale

Nous observons que I’équation de la chaleur implique une dérivée par rapport & la variable

temps ¢, mais deux dérivées par rapport a la variable z.

%202%% (—o0o <& < 00,t>0)
u(z,0) = ¢(x)  (distribution de la température initiale)

Supposons que u a une transformée de Fourier. Nous aurons besoin les faits suivants (ce

qui nous prouve en utilisant la définition de la transformée de Fourier):

o U (w,t) = %ﬂ(w, t) tirant la dérivée temporelle de l'intégrale:

U (w, t) = ffooo ug(z,t)e" Wy = [ 9 [u(m,t)e_iwm] de = % UOO u(w,t)e Wy

oo B ol
= % [i(w,t)].
o Gy (w,t) = (iw)?0(w,t) Iintégration de deux fois par parties:
szx(ZU,t) = ffooo uxx(a?,t)e—iwl‘d;p = — ffooo Ux(:B,t) [(_iw)e—iwx] dx
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(iw) [ ug(, t)e ™ dx = (iw)? [* u(z, t)e” " dx

o0

(iw)2a(k, ).

Nous savons que u; — c*uz, = 0 (pour une constante a > 0) et u(x,0) = ¢(z). En prenant

la transformée de Fourier de ces deux équations dit que

%@(w,t) + Pw?a(w,t) = 0 et G(w,0) = p(w).

La solution générale de ’équation différentielle du premier ordre en ¢ est

2,,2

t(w,t) = A(w)e ™"

ot A(w) est une constante qui dépend de w, mise en ¢ = 0 et en utilisant la transformée de

la condition intiale, nous obtenons

par conséquent,

i(w, t) = (w)e= v

prenant transformée de Fourier inverse, nous obtenons la solution

u(x,t) = \/12? /_00 f(w)e_CQtheiwmdw. (2.11)

La formule (2.11) nous donne la solution du probléme de la valeur thermique initiale sous
la forme d’une intégrale impliquant la transformée de Fourier de la distribution de la chaleur
initiale. Dans la section suivante, nous allons calculer cette intégrale et de donner la réponse
comme une convolution de f et une fonction déterminée et connue comme le noyau chaleur ou
du noyau de Gauss. Nous verrons que la forme de convolution de la solution peut étre appliquée

méme si f n’a pas une transformée de Fourier.
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2.2.3 L’équation de la chaleur et le noyau de Gauss

Dans la section précédente, nous avons utilisé la transformée de Fourier pour résoudre des
problémes familiers & valeur initiale, telle que ’équation de la chaleur. La solution a été exprimé
comme une transformée de Fourier inverse impliquant la transformée de Fourier des données
initiales. Pour des raisons pratiques, applications numériques, il est souhaitable d’évaluer la
transformée de Fourier inverse et d’exprimer la solution en termes de données initiales lui-méme.
Dans cette section et la suivante, nous illustrons ces idées avec une applications importantes
associées a 1’équation de la chaleur. Commengons par le probléme de la chaleur (par exemple

2, section 2.2)

u 2u
‘g—t:% (—o0 <z < o00,t>0) (2.12)

Afin d’appliquer la méthode de transformée de Fourier, nous supposons que f a une transfor-
mée de Fourier. Une fois que nous tirons la solution, nous allons 'appliquer dans des situations

ou la fonction f peut ne pas avoir une transformée de Fourier, nous savons que

a(w, t) = flw)e W’ (2.13)

et, par conséquent, en appliquant la transformée de Fourier inverse

u(z,t) = \/12? /_OO f(w)e_c2w2teiwxdw (2.14)

Notre objectif dans cette section est d’évaluer la transformée de Fourier inverse en termes

de f. Nous constatons de (2, 13) que @ est le produit de deux transformées de Fourier 'un d’eux

2

étant f et Pautres e <"t Rappelant que les produits de transformées de Fourier correspondent

aux convolutions (théoréeme 4 de l’article 2.2), nous voyons que u est le produit de convolution
2
C

. L, . _ 2
f avec la fonction dont la transformée de Fourier est e=¢ %"*. Comme nous le verrons dans un

instant, cette fonction est le noyau de la chaleur dite ou le noyau de Gauss

1 242
eac/4ct

gt(l') = C\/ﬂ
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(Nous pensons que le noyau de la chaleur g¢(x) comme une famille de fonctions de x, une

fonction pour chaque t > 0 (figure 2.7).) Ce qui nous ameéne au résultat suivant importants.

' 3':{"'"

Figure 2-6: Noyau de Gauss, gt (lL’), est 'une des fonctions les plus importantes en mathématiques appliquées. Pour
chaque t > 0, le graphe de gt((L‘) est une courbe en forme de cloche, symétrique par rapport a I’axe des y. Comme t tend
vers zéro, les courbes deviennent de plus en plus localisées prés de zéro. L’aire sous chaque courbe est constante, alors

méme que T varie.

Théoréme 6 Solution de l’équation de la chaleur comme CONVOLUTION

La solution de ’équation de la chaleur (2,12) avec répartition de la température initiale f

est la convolution de f avec le noyau de la chaleur. Plus explicitement,

1 2 1 b 2 2
w(zx,t) = e T ety £ = / s)e~(@=s)*/4c%t g 2.15
() = — f=serm) T® (2.15)
Preuve 4
Nous devons montrer que la fonction g;(z) = C%/ﬂe_xz/ 4%t 5 transformée de Fourier e=¢ %"t
mais ce n’est immédiate du théoréme 5 de l'article 2.2, en prenant § = ﬁ (oua= ﬁ) dans

ce théoréme, nous obtenons




comme ’a soutenu.

Quelques commentaires sont dans la formule pour ce qui concerne (2,15).

e Parce que le noyau de la chaleur (en fonction de x) décroit a 0 trés rapidement quand
x — oo, la formule (2.15) peut étre évaluée dans de nombreux cas intéressants, méme
si f n’a pas nécessairement une transformée de Fourier (au sens de l'article 2.2 ); par

exemple, lorsque f est bornée ou un polynéme.

e Parce que la formule (2, 15) consiste & diviser pary/# et ¢, nous ne pouvons pas simplement
brancher ¢ = 0 dans cette formule afin de vérifier la condition initiale u(x,0) = f(z). Alors,
dans quel sens la solution (2,15) satisfait & la condition initiale? Ecrivons la solution
(2.15), u(x,t) = gi(x) = f(x), o g; est le noyau de la chaleur. La solution satisfait la

condition initiale dans le sens suivant: }ir% gt(x) x f(x) = f(x) voir [3]

2.3 L ’équation de la chaleur en Dimension 2

2.3.1 Solution fondamentale

Considérons 'équation de diffusion en deux dimensions en coordonnées cartésiennes:

2, 109 ¢ 0% 109 _
VO-Dar 07 a2 a2 DotV

La constante D est le coeflicient de diffusion. Notez que nous n’avons aucune puissance ou
des fonctions complexes de dérivés de la fonction ¢. Car les dérivées de ¢ est de degrée 1, nous
appelons cette EDP linéaires. Egalement a remarquer que I’équation ne se méle pas des z's,
y’s, ou le temps au sein d’un seul terme, dans cette équation nous n’avons pas des termes mul-
tiplicatifs, des divisions, ou fonctionnelle de I’équation entre les variables indépendantes, nous
appelons cela la caractéristique de séparabilité de I’ EDP. Ces deux propriétés, la linéarité et la
séparabilité, rendent le probléme beaucoup plus dociles que bien d’autres EDP ont rencontré
en physique. Je vais essayer de vous guider & travers un procédé difficile, mais trés puissant
pour résoudre des équations aux dérivées partielles en utilisant la transformée de Fourier (TF).
Beaucoup d’entre vous savent peut-étre que le TF est utilisé dans ’analyse du signal et la ma-

nipulation, mais il a d’abord été utilisé par Fourier pour résoudre ce probléme. Considérons les
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relations intégrales suivante qui définissent le TF 2D en coordonnées cartésiennes. Nous allons

appeler la fonction & le TF de notre fonction ¢ d’origine:

&(kxykyvt) = / / e_i%(kw'”ky'y)qﬁ(w,y,t)d:ndy

o(z,y,t) = / / 2 et thy 0) (ke ke ) dydiy.

Avis de la symétrie dans la marche avant et en arriére dans la transformation. C’est parce
que la commutation entre la forme normale du probléme et ce que nous appelons 'espace de
Fourier, ot le probléme existe aprés le TF, sont physiquement identiques d’aprés le théoréme de
Plancherel (voir [13]). Nous aurons besoin de plus fait bien connu de calcul, & savoir 'intégration

par parties:

/abqbdv = ¢ol° —/abvdgb.

L’utilisation de ces faits, examinons les dérivées spatiales de 1’équation de diffusion, ou
I’on considére les dérivées secondes a la fonction d’intérét. Nous pouvons intégrer ces dérivées

secondes par parties, I'identification de u et v comme suit:

¢ = e i2m(keztky.y) ot 4 — aﬁ
ox

O ion(ks.ath,. 2¢

dp = e bty et dv = ode

puis l'intégration par parties nous dit:

o) o] ) 82(;5
/ / 67127r(kz.m+ky_y) - da:dy — 71271'(]61 x+ky.y) Y
oo J—oo ox

—z27r(knc x+ky.y) a¢
Oz

/ /°° 0 o127 (ko a-+hy.y) qbdaz:dy
—oo(z,y) "

+ 2miky, / / e~ i2m (ke zthy ) g¢ dzdy.
—oo(z,y)

Avis dans la premiére ligne nous avons effectivement «transférés» une dérivée de ¢, et
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la mettre sur ’exponentielle du TF, mais comme ’exponentielle est une fonction explicite,
nous pouvons seulement effectuer les dérivés, nous donnant la constante sur la droite la plus
intégrante de la deuxiéme ligne.Le premier terme se compose d'une fonction f(z) oscillante
avec le temps t . Mais si la fonction f est bornée mEI:Eoo f(x) = 0,(comme n’importe quel signal
physique doit étre ), alors le terme disparait, ce qui élimine le terme de gauche de la deuxi¢me

ligne, et aprés nous écrirons
[ee] o] 2 [e’e) o]
/ / 67i27r(kz.x+ky.y) @d.’ﬂdy = ik, / / €7i27r(k1~m+ky~y) %dxdy
—o00 J —00 dx? —o00 J —00 Ox
Regarder le coté droit, il semble que nous prenons le TF d’une premiére dérivée de ¢. Nous

poursuivons cette intégrale de la méme maniére:

/ / e—i2ﬂ<kw-x+ky-y>g¢dxdy=qbe‘””(’“w-”’“y-y)’m +2mik, / / pe 2 kT tky ) dady.
—00 J —00 7OO(£E,y) —00 J —00

X

Rappel, selon nos conditions aux limites, ¢ = 0 a |z| = |y| = oo, et nous avons:
P ion(keathy.y) 0P [ 2 (k. 2+
/ / e 2k 2thy Y) 27 gy = 2m'k‘x/ / pe 12 (ka2 tky-Y) go gy
—00 J —00 Oz —00 J —00

Enfin, nous pouvons dire que:

—00 J —00

0o e ) ) 2 o] 00 )
/ / e 2 (ke 2tky ) gfdxdy = (2mik,)? / / ¢.e 2 ko2 tky ) gy,
x —o0 J —00

= (2mik,)?¢.
En général, si vous avez continué la procédure ci-dessus, vous constaterez que:

o -
¢ = (2mik,)"d.
pr (2mik, )" @

Maintenant garder a ’esprit, nous avons pris le TF spatiale (c.-a-dire avec x et y), alors
la dérivée en temps ne change pas en vertu d’'un TF. Cela signifie que nous pouvons écrire

I’équation de diffusion 2D aprés notre TF en tant que:
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25 02 g2y, L0099
(27r)¢.(kx+k)+D8t 0 T

2072 2y )
D(2m)*(kz + ky)<b =
Incroyable! nous avons complétement éliminé de notre dépendance spatiale; cette équation
reste une équation du premier ordre EDO dans le temps, avec la solution d’une séparation des

variables:

9%
ot

~ ~ 2(1.2 2
+De2r) (ko + kly).0 =0 — ¢ = Ae P (Rathy)t,
La constante A est appelée la normalisation; dans un instant nous allons 'utiliser pour faire
une déclaration sur la conservation. D’accord, alors nous avons cette chose ¢ bizarre, qu’est-ce
que nous disent? rappelons nous que nous avons aussi un inverse TF, il a été la deuxiéme

équation intégrale sous la définition de la TF. Ensuite, notre fonction d’origine, <}5 est donnée

par:

6= A/ / D@m)?(kZ+k3)t gi2m (ke.x+ky.y) dkydky.

L’une des caractéristiques de 1’équation de diffusion originale entre en jeu ici, I'intégrale

entiére est séparable par la variable spatiale:

b=A </oo ei27rkz.zD(27rkz)2dkx> ] </°o ei27rky.yD(27Tky)2tdky> '

En général, le nombre de ces intégrales séparables est directement liée & la dimension de
I’équation de diffusion; en trois dimensions il y aurait 1a comme des trois intégrales. Cette
intégrale n’est pas triviale ... il faut completer la place de I'exposant, mise & I’échelle de la

variable d’intégration, et le changement de coordonnées polaires. Nous avons obtenu:

( —(@%+y?) )
iDt
€

nous y sommes presque! que dire de cette constante de normalisation A7 Nous imposons

cette condition:
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/—Z /_Z ¢(x,y, t)dedy = 1

Lemme 1 (L’intégrale de la solution fondamentale). Pour chaque instant t > 0

oz, t)der =1
RTL

1 ||
tde = —— ~ar d
/nﬁb(:r, )dx e /Rne it dx

1 / 2
= e “idz; =1
el
Dans ce cas, la résolution de I’équation ci-dessus pour A nous dit que A = 1, enfin &

remarquer que z2 4 y? dans l’exposant est exactement r2 en coordonnées polaires. Qui nous dit

QS(T’ t) = 47TDt
Définition 1 la fonction
1 —ﬁdl’ n
b(o.t) = | T Jem €T (@ERNE0)
0 (x e R",t <0)

est appelée la solution fondamentale de I’équation de la chaleur.

2.3.2 Un probléme aux valeurs initiales

Nous considérons le probleme de valeur initiale (ou de Cauchy)

u—Au=0 dans R" x (0,00)
(2.16)
u=g dans R" x{t=0}.
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Nous établissons la méthode de transformée de Fourier pour résoudre (2.16) en calculant 4,

la transformée de Fourier de u dans les variables spatiales x seulement. Ainsi

a + lyPa=0 pour t>0
U=g pour t=20

ou

2
a=etlg

par conséquent, u = (e—t\yl2g5 et donc

gxf
U= 2.17
(27‘()”/2 ( )
ol f = et
Maintenant, si a,b € R,b > 0, et nous posons z = b'/2z — 2b1/21, on trouve
)
/00 P M j 2412 / efzzdz7
o bt/2  Jp
I" désignant le contour { (z) = -7 /2} dans le plan complexe. I' Déformation dans l'axe
réel, nous calculons [ e~ = [T e —2*qy = 71/2, et donc
/OO eiax—baz2d$ _ e—a2/4b (I)1/2
oo b ’
ainsi
2 e > m Bk
/ ef:c.yfﬂy\ dy _ H/ ez:vjyj—tyj dyj — (?)n/2efﬁ (2.18)
R® 1 J—o0
7j=1
mais alors
R P iwy—tyl g, — L kE
f=(e )= @n) /n e dy = (2t)n/ze at (2.19)

par (2.18) impliquant (2.17), nous calculons
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1 _le—y? n
u(z,t) = (Ant) 2 /Rn e 4 g(y)dy (xeR"t>0). (2.20)

La transformée de Fourier nous a fourni une nouvelle dérivation de la solution fondamentale

de I’équation de la chaleur.
Théoréme 7 (La solution du probléme aux valeurs initiales)
Assumons g € C(R™)N L>®(R™) et définir u par (2.20) donc
(i) uwe C®(R™ x (0,00));
(ii) we(x,t) — Au(x,t) =0 (z € R™t>0),
et

(iii) lim  wu(z,t) = g(2°) pour chaque point z° € R"
(2,t)—(2°,0)
zeR™,t>0

Preuve 5

(1) Puisque la fontlontn%e it est infiniment différentiable avec des dérivées uniformément

bornées de tous ordres dans R" x [§, oo] pour chaque ¢ > 0, nous voyons que u € C*°(R"™ x

(0,00)). En outre

wn 1) — Du(z, 1) =/R — £d) (& — u.8)] gy

n

= 0 (zeR"t>0)

depuis ¢ se resout ’equation de la chaleur.

(2) Fixons 2° € R ¢ > 0 choisissons § > 0 telque

|g(y)—g(a:0)‘ <esi |y—x0‘ <0,y € R" (2.21)
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alors, si }x — I0’ < g nous avons,d’aprés le lemme

u(z,t) — g(a°)| =

o(x —y,t) [g(y) — g(a°)] dy’

R”l

< /’ Mx—yJme—gm%wy+/‘ oz — 1.) [g(y) — 9(2)| dy
B(z9,5) R"™—B(x9,6)

= I+J

maintenant

Ige/ o(x —y,t)dy = e,

due a (2.21) et le lemme.En outre, si ’3: — :1:0‘ < g et|y — ZL’O‘ >4

5 1
\y—wolSly—m\+§§!y—x!+§}y—x°\

donc |y — x| > § |y — 2°| Par conséquent

J < wmuw/’ o(x — y, t)dy
R”—B(z9,5)

< C / 7\sz|2d
S —5 e Y
tn/2 n,B(xOﬁ)
0 2
c |y"‘
< / e 16t dy
/2 Jpn_p(a0,6)
c
<

o0 r2
t”/2/ e~ 16" tdr  — 0 comme ¢t — 0
o

Par conséquent,si ‘:1: — :L‘O| < g et t > 0 est assez petit,|u(z,t) — g(:zo)‘ < 2e.

2.3.3 Propriétés des solutions

Théoréme 8 (Le principe du mazimum fort pour 'equation de la chaleur)
Supposons u € C3(Ur) N C(Ur) résout 1'équation de la chaleur dans Ur
(i) Alors
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max ¥ = max
UT FT

Figure 2-7: Principe du maximum fort pour I’équation de la chaleur.

ii) En outre, si U est connexe et il existe un point (xg,ty) € Ur tel que
) p ) q

u(o,t0) = maxu
ur

Alors

u is constant in Uy,

L’assertion(i) est le principe du maximum pour I’équation de la chaleur et (ii) est le principe
du maximum fort. Affirmations similaires sont valables avec "min" remplacant"max".
Si u atteint son maximum(ou minimum)a un point intérieur, alors u est constante en tout

temps plus tot.

Théoréme 9 (Le principe du maximum pour le probléme de Cauchy)
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Supposons u € CZ(R™ x (0,7]) N C(R™ x [0,T]) résout

u—Au=0 in R"x[0,T]

(2.22)
u=g on R"™x {t=0}
et répond a I’éstimation de croissance
u(z,t) < Aelel’ (z€R"0<t<T) (2.23)

pour constantes A,a > 0 alors

sup u =supg
R7x[0,T R™

Le principe du maximum et 'unicité

Nous utilisons maintenant le principe du maximum prouvé ci-dessus pour prouver 'unicité des

solutions & I’équation de la chaleur.
Théoréme 10 (L’unicité pour le probléme de Cauchy)

Soit g € C(R™) ,f € C(R™ x [0, T] alors il existe au plus une solution u € CZ(R™ x [0, 7] N
C(R™ x [0,T]) du probléme de valeur initiale.

ug—Au=0 dans R" x (0,7

(2.24)
uU=4g dans R™
Satisfaire les éstimations de la croissance
lu(z, )| < Aealel” (r €eR",0<t<T) (2.25)

pour les constantes A,a > 0

Preuve 6

Supposons qu’il existe deux solutions u et v. Soit w = u — v, donc w est une solution de
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w—kAw=0 zeR"x(0,T)
w=0 x € R" x {t =0}
Nous notons Q = R" x (0,7) et 'y = R™ x {t = 0}.
Par le principe du maximum faible
t) = t) =
n(lzzixw(:p, ) max w(z,t) =0

Par conséquent w(z,t) < 0 dans Qp,ce qui implique u(z,t) < v(z,t) dans Q7.

Ensuite, soit W = v — u par conséquent w est aussi une solution de I’équation ci-dessus et
par le principe du maximum faible.
max w(z,t) = maxw(x,t) =0
Qr Tr
Par conséquent w(z,t) < 0 dans Qp,ce qui implique v(z,t) < u(x,t) dans Qp, donc, nous

avons

u(z,t) v(z,t) (x,t) € Qp

IN

v(z,t) < wu(x,t) (x,t) € Qr

Par conséquent w(z,t) < 0 dans Qp,nous concluons que v = v dans 2y comme vous le

souhaitez.
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Chapitre 3
Amélioration de ’image

3.1 Qu’est-ce qu’une image?

Une image numérique peut étre considérée comme une représentation discréte de données pos-
sédant a la fois spatiale(aménagement) et I'intensité(couleur), nous pouvons aussi envisager de
traiter une image en tant que signal multidimensionnel.

L’image numérique discréte I(m,n) représente la réponse de certains capteurs (ou tout
simplement une valeur de certains intéréts) a une série de positions fixes (m = 1,2,..., M,n =
1,2......; N) en coordonnées cartésiennes et est dérivé du signal 2 — D spatiale continue I(x,y)
A travers un processus d’échantillonage souvent appelé discrétisation.

Les éléments d’image individuels ou pixels de I'image sont donc appelés par leur 2— D(m,n)
indice. En utilisant la convention de matlab I(m,n) désigne la réponse du pixel situé a la m
éme ligne et n éme colonne & partir d’une image d’origine en commencant haut a gauche (voir
figure 3.1).

Bien que les images que nous considérons dans ce mémoire seront discrétes, il est souvent
commode de traiter théoriquement une image comme un signal spatiale continu: I(z,y), en
particulier ce qui permet parfois nous faire un usage plus naturel des techniques puissantes de
Iintégrale et le calcul différentiel de comprendre les propriétés de 'image et & manipuler et
traiter ensuite efficacement. Généralement I’analyse mathématique de I'image discrete.

Au long de ce mémoire, nous considérons habituellement une image 2 — D.
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1(0,0) I{0.N)

image pixel location at
(m.n) denoted I(m.n)

iM,0) B I(M.N)

Figure 3-1: Espace de coordonnées cartésiennes 2-D d’une image numérique M x N.

3.2 Echantillonage et quantification

De la discussion dans la section précédente, nous voyons qui’il existe de nombreuses facons
d’acquérir des images, mais notre objectif a tous est le méme pour générer des images numériques
a partir de données détectées. La mise hors de la plupart des capteurs est une tension continue
dont 'amplitude et le comportement spatial sont liées au phénoméne physique détecté. Pour
créer une image numérique, nous avons besoin de convertir les données détectées continue sous

forme numérique, cela implique deux traités:’échntillonage et quantification.

3.2.1 Les concepts de base de I’échantillonage et la quantification

L’idée de base d’échantillonage et de quantification est illustrée a la figure (ab): (a) montre
une image continue, f(x,y) , que nous voulons convertir au format numérique. Une image peut
étre continue en ce qui concerne les coordonnées = et y et en amplitude. Pour la convertir
en numeérique, nous devons échantilloner la fonction dans les deux directions et en amplitude.
La numérisation des valeurs de coordonnées est appelée échantillonage. La numérisation des

valeurs d’amplitude est appelée la fonction de quantification représentée sur la figure (ab).
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ab

(a) Image continue projetée sur réseau de capteurs. (b) Résultat de échantillonnage et la quantification d’image.

3.2.2 La représentation des images numériques

La suite de I’échantillonnage et la quantification est une matrice de nombres réels. Nous al-
lons utiliser deux fagons principales de ce mémoire pour représenter des images numériques.
Supposons que 'image f(x,y) est échantillonnée afin que I'image numérique qui en résulte a
M lignes et N colonnes. Les valeurs des coordonnées (z,y) deviennent alors des quantités dis-
crétes pour plus de clarté et de commodité de notation, nous allons utilisé des valeurs entiéres
de ces coordonnées discrétes. Ainsi, les valeurs des coordonnées a l'orgine sont (z,y) = (0,0)
de la prochaine valeurs des coordonnées sur la premiére ligne de I'image sont representées par
(z,y) = (0,1). Il est important de garder a l’esprit que la notation (0, 1) utilisée pour désigner
le second échantillon le long de la premiére rangée. Ca ne veut pas dire que ce sont les valeurs
réelles actuelles de la convention de coordonnée physiques utilisées dans ce mémoire.

Les notations introduites dans le paragraphe précédent nous permettent d’écrire une image

numérique compléte M x N dans le formulaire ci-dessous une matrice compacte:

[ £(0,0) £(0,1) FON=1) ]
f(x,y) _ f(lv 0) f(la 1) e f(l,]\:f - 1) (31)
_f(M—l,O) f(M—l,l) f(M—l,N—l)_

Le coté droit de cette équation est par définition une image numérique. Chaque élément
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Flgure 3-2: Convention de coordonnées utilisés dans ce mémoire pour représenter des images numériques.

de ce tableau matrice appelé un élément, élément d’image, pixel, ou pel. Les termes pixels et
image seront utilisés tout au long de la prochaine de nos discussions pour désigner une image
numérique et ses éléments.

Dans certaines discussions, il est avantageux d’utiliser une notation matricielle plus tradi-

tionnelle pour désigner une image numérique et ses éléments.

0,0 ao,1 ce ag,N-1
at,o ai T a1, N—-1
flzy) = (32)
| aM-10 aM-11 ... GM-1,N-1 |

Clairement a;; = f(z = i,y = j) = f(i,7) de sorte que les équations (3.1) et (3.2) sont
identiques.

Exprimant I’échantillonnage et la quantification dans des termes mathématiques plus formels
peuvent étre utiles & certains moments. SoientZ et R désignent I’ensemnle des entiers réels et
I’ensemble des nombres réels, respectivement. Le processus d’échantillonnage peut étre consid-

s 2

éré partitionnement le plan zy dans une grille comportant les coordonnées du centre de chaque
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grille étant une paire d’éléments (Z;,Z;) avec Z; et Z; étant des nombres réels de Z donc
f(x,7y) est une image numérique si (x, %) sont des entiers de Z2 et f est une fonction qui assigne
une valeur de niveau de gris (qui est, un nombre réel de ’ensemble des nombres réels,R) pour
chaque paire distincte de coordonnées (z,y) cette affectation fonctionnelle est évidemment le
processus de quantification décrite plus tot si les niveaux de gris sont également des nombres
entiers (comme c’est habituellement le cas dans ce chapitre), Z remplace R, et un appareil
photo numérique I'image devient alors une fonction 2 — D dont les coordonnées et les valeurs

d’amplitude sont des nombres entiers.

3.3 Le voisinage d’un pixel

Une mesure importante dans les images est le concept de la connectivité. De nombreuses
opérations de traitement de I'image utilisent le concept d’un voisinage locale d’une image pour
définir une zone d’influence locale,la pertinence ou I'intérét. Le théme centrale de la définition du
voisinage est la notion de connectivité de pixels, c’est & dire décider quels pixels sont connectés
les uns aux autres. Quand on parle de 4-connexités, seuls les pixels qui sont N, W, E,S du
pixel donné sont connectés. Toutefois, les pixels sur les diagonales doivent également étre pris
en considération, alors nous avons 8- connectivités (c-a-dire N, NW, W, NE,SE, E, SW, S sont

tous reliés voir figure 3-3).

Ix3
neighbourhood
centred at @
NW N NE
w | )| E g
ERD
Sw S SE _- |1||§

Figure 3-3: Connectivité de voisinage de I'image (a gauche) et exemple de voisinage 3 X 3 centré a un emplacement

de pixel spécifique de 'image.

44



La majorité des techniques de traitement d’image utilisent 8-connectivité par défault, qui,
pour une taille raisonable de voisinage est souvent réalisables en temps réel sur des processeurs
modernes pour la majorité des opérations. Opérations de filtrage sur une image entiére sont
généralement réalisées en série d’opérations de voisinage en utilisant un principe de sliding-
window-based, i.e. Chaque pixel de I'image est traité sur la base d’une opération effectuée sur

son voisinage de pixels N x N (région d’influence).

3.4 L’importance et le sens de la convolution

Il serait difficile d’éxagérer I'importance de la convolution de 'imagerie. Il y a deux raisons

principales:

(1) Un trés grand nombre de processus de formation de l'image (et en fait, les procédures
de mesure en général) sont bien décrites par le processus de convolution. En fait, si un
systeme est & la fois linéaire et invariant par changement de position, puis la formation

de I'image est nécessairement décrite par convolution.

(2) Le théoreme de convolution (dont nous parlerons bientot) nous permet de visualiser et de
comprendre le processus de convolution dans le domaine des fréquences spatiales. Cette
formulation équivalente dans le domaine fréquentiel fournit un cadre mathématiques trés

puissant pour approfondir la compréhension de la formation d’image et de traitement.

Tout d’abord, essayons de comprendre le mécanisme du processus de convolution. Une in-
tégrale de convolution est un type de "overlap" intégrante, et la figure 3-4 donne une représen-
tation graphique de la fagon dont la convolution se produit et calculée. Fondamentalement,
une version inversée de 'une des fonctions est systématiquement déplacées et l'integrale de leur
produit (la zone de chevauchement) est calculée & chaque changement de position. Toutes ces
coordonnées pour lesquelles la zone de chevauchement est différent de zéro définit le rang de

convolution.
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Figure 3-4: Le calcul d’une convolution 1-D intégrante.

3.4.1 Convolution numérique

En traitement d’images numériques, les signaux sont discrets pas continue. Dans ces conditions
la convolution de deux fonctions est obtenue en discrétisant I'integrale de convolution. Dans le

cas simple 1-D cela devient

9; = Z fih; (3.3)

o les indices j et i correspondant sont des valeurs discrétes de x et z’ respectivement. En

deux dimensions, la convolution discréte intégrante peut étre écrite comme

g =YY fishi 4,1 (3.4)
R

ou les indices k et [ correspondent & x et y et i et j correspondent & z’et 3. Cette équation
dément un peu la simplicité du mécanisme impliqué. Le filtre de noyau h est seulement différent

de zéro lorsque les changement de deux coordonnées k — i et [ — j sont assez petites pour se
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Figure 3-5: Convolution discrétes. Le pixel central du noyau et le pixel cible dans 'image sont indiqués par 'ombrage
foncé. Le noyau est "collée "sur I'image afin que le centre de pixels et la cible coincident. La valeur filtrée du pixel cible est
alors donnée par une combinaison linéaire des pixels de voisinage, les poids spécifiques étant déterminées par les valeurs

du noyau. Dans ce cas précis la cible de la valeur initiale 35 acomme valeur filtrée de 14.

situent a 'intérieure ’étendue spatiale de h (i.e. Sont non nuls).

3.5 Les méthodes a base d’ EDP

3.5.1 Le lissage des équations aux dérivées partielles
L’équation de la chaleur
L’équation la plus ancienne et la plus étudiée dans le traitement de I'image est probablement

I’équation de la chaleur paraboliques linéaires:

%—Au(t,x)zO t>0 z€R?
u(0,x) = up(z).

(3.5)

Notez que nous avons ici x € R?. En fait, nous considérons que ug(z) est défini, en premier
[0, 1]2 carrés. Par symétrie, nous 'étendre a C' = [—1,—1—1]2, puis dans l’ensemble de R? par
périodicité (voir figure 3—6). Cette moyens d’étendre ug(z) est classique en traitement d’images.
La motivation sera plus claire dans la suite. Si ug(z) prolongée de cette maniére satisfait en

outre [, |ug(z)|dr < +o0, nous dirons que ug € L;(C’).

47



Figure 3-6: Extension de UQ principalement définie sur [0, 1]2 a R2 par symétrie et la périodicité.

La motivation pour introduire une telle équation est venue de la remarque suivante: la

résolution de (3.5) est équivalente & la réalisation d’'un filtrage Gaussien linéaire, qui a été

largement utilisé en traitement du signal. Plus précisément, soit ug étre dans L;(C). Ensuite,

la solution explicite de (3.5) est donnée par

ut.a) = [ Gl = v)u(u)dy = (G + w0) (o)

ot G,(x) représente le noyau Gaussien a deux dimensions

1 |z
Gy(x) = 502 exp <_ﬁ> .

La convolution par un noyau positif est le fonctionnement de base a 'image de filtrage

linéaire. Il correspond au filtrage passe-bas. Cette formule donne la correspondance entre les
temps t et le parameétre d’échelle o du noyau Gaussien.
L’action du noyau Gaussien peut aussi étre interprété dans le domaine fréquentiel. Nous

allons définir la transformée de Fourier

Ff1(w) = ” (@) exp(—iw.z)dz,

ot w € R2. 1l est bien connu que
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et depuis

il s’ensuit que

2
|w]

F[GU * f] (’U)) = exp <_2Z/UO_2> f[f] ('U]),

a savoir, la convolution par une Gaussienne est un filtre passe-bas qui empéche les hautes

fréquences (oscillations dans le domaine spatial).

3.6 Le filtrage Gaussien

Le filtre gaussien est une question trés importante tant pour des raisons théoriques et pratiques.
Ici, nous filtrons I'image en utilisant un noyau discret dérivés d’une forme a symétrie radiale de

la fonction Gaussienne continue 2-D définis comme suit:

1 22 + 2
f(xa y) = 277'0'2 €xXp < 20_2

Les approximations discrétes a cette fonction continue sont spécifiées en utilisant deux

paramétres libres:

(1) la taille désirée du noyau (comme un masque N x N filtre);

(2) la valeur de o, I’écart type de la gaussienne.

Voici quelques exemples de filtres discrets Gaussien, avec plus ou moins du noyau et de
tailles écart-type, sont présentés dans la figure 3 — 7.

L’appliquation de filtre gaussien a pour effet de lissage de 'image, mais il est utilisé dans
I’écart qui est quelque peu différente de filtre moyenneur. Premiérement, le degré de lissage

est controlé par le choix du standard o parameétre de déviation, et non par la valeur absolue
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de la taille du noyau (qui est le cas avec le filtre moyenneur). Deuxiémement, la fonction de
Gauss a une propriété assez particuliére, & savoir que sa transformée de Fourier est également
une fonction Gaussienne, ce qui le rend trés pratique pour 'analyse du domaine fréquentiel de

filtres.

8 12 8
12 20 12
8 12 8

Figure 3-7: Noyaux de filtre Gaussien 3 X 30 = 1, 11 x1lc0=2¢t 21 X210 =4 (les valeurs numériques sont
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non normalisée.

Nous pouvons appliquer le filtre gaussien dans Matlab. Dans tous les cas, 'effet de lissage
est de dégrader les hautes fréquences (bord) détail attendu (par exemple figure 3 — 8 a), mais

il élimine aussi dans une certaine mesure le bruit présent dans les deux figure 3 — 8 b et c.

(a) (b) (

c)

Figure 3-8: Un filtre gaussien (5 X 5 avec ¢ = 2) appliqué a (a) Pimage originale (b) de bruit sel et poivre et (c)

images de bruit Gaussien de la figures 4.9.
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3.7 Un exemple local

Le lissage d’image est une opération importante en traitement d’images, utilisée pour atténuer
un bruit qui corrompt 'information. Ce opération consiste le plus souvent & appliquer a I'image
un filtre linéaire passe-bas (filtre Gaussien) numérique.

Voici une image de la faculté de Mathématiques et Informatique de 'université de M’sila.

Figure 3-9 Image de la faculté MI avec un bruit Gaussien

Figure 3-10 Image de la faculté MI filtrée par un noyau de Gauss
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3.8 Le traitement d’image Dans Matlab

Aprés avoir présenté les bases de la représentation de 'image, nous passons maintenant a
I'aspect pratique de cette mémoire pour enquéter sur les étapes initiales de la manipulation
d’images sous Matlab.
I=imread(’C:\Users\Walid\Documents\MATLAB\facmi.jpg’);
figure;
J = imnoise(I,’salt & pepper’,0.03);
imshow(J) ;
A = fspecial(’gaussian’, [5 5],5);
W = imfilter(J,A);
figure;
imshow (W) ;
A = fspecial(’gaussian’, [7 71,8);
W = imfilter(J,A);
figure;
imshow (W) ;

A

fspecial (’gaussian’, [9 9]1,12);

W = imfilter(J,A);

figure;

imshow(W) ;A = fspecial(’gaussian’, [9 9],15);
W = imfilter(J,A);

figure;

imshow (W) ;
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Annexe A.

Table des transfomées de Fourier

f(@) = = [, flw)e ™ dw || f(w) = F(f)(w) = 7= [7 f(z)e™"da
1 st |JI| <a \/Esinaw
T w
0 si |z|>a
1 57: a<xT< b Z(e—ibw ezaw)
0 ailleurs
1-— lz] st |zl <a in2(aw
¢ | ‘ a>0 %S a1(1122 )
0 si |zl >a
T st |CL’| <a 0> 0 i %aw cos(az;}u);sin(aw)
0 si |z|>a
sinz st |zl <7 . /7 sin(rw)
. " 7 w21
0 st |z|>m7
sin(ax) st |l‘| <b a,b>0 i %wcos(bw) sin(zqzli)g:;zsos(ab) sin(bw)
0 si |z|>b
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Résumé

Le débruitage vise a supprimer autant que possible le bruit qui pertube le
signal ou I’image. C’est ce qui explique le bruit pour les imperfections de
mesure (capteurs de mauvaises qualités, bruit de quantification, etc).
Dans ce mémoire, nous utilisons une simple confusion ¢’est de supprimer
les fréquences élevées causées par le bruit en utilisant 1’équation de la
chaleur. Nous allons voir les limites des méthodes lin€aires.

Mots clé : équation de la chaleur, traitement d’image, transformée de
Fourier.

Abstract

Denoising is to remove as much as possible the noise that disturbs the
signal or image. This accounts for the noise measurement imperfections
(poor quality sensors, quantization noise, etc.). In this paper, we use a
simple confusion is to remove high frequency noise caused by using the
heat equation. We'll see the limitations of linear methods.

Key words : heat equation, image processing, Fourier transform.
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