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Introduction

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées des ordres entiers (classiques)
a des ordres non-entiers.

La théorie des dérivées de I’ordre non-entier ne soit pas nouveau, ces origines remontent
a la fin du 17™€ sciécle, le moument ot Newton et Leibniz ont dévloppé les fondements du
différentiel calcule intégral. Leibniz a introduit le symbol ;i—nn f (z) pour désigner la n®me
dérivée d’une fonction f. Quand il a signalé cela dans une lettre a 'Hopital, qui posa la
question si n = %?, Leibniz réponds qu’il s’agit la d’un paradoxe, mais qu’un jour.

les avantages des dérivés fractionnaires deviennent apparents dans la modélisation des
propriétés mécaniques et électriques des matériaux réels et dans de nombreux autres do-
maines.

Ce mémoire décompose en trois chapitres de la maniére suivante

Dans le premier chapitre, nous présentons les notions préliminaires utiles, qui sont
utilisées dans les autres chapitres.nous donnons un rappel de l'intégrale.Puis nous présen-
tons le théoréme du point fixe de Bannach, équation intégrale, équation différentielle et le
probléme de Cauchy.

Dans le deuxiéme chapitre, nous commencons par présenter quelques fonctions spé-
ciales de la théorie des équations différentielles fractionnaires, et on définit I'intégrale frac-
tionnaire et la dérivée fractionnaire et leurs propriétés.

Le troisiéme chapitre sera consacré a la résolution du probléme de Cauchy pour
une équation différentielle fractionnaire dans le cas de la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville. on réduit ce probléme & une équation intégrale non linéaire de Volterra

dans ’espace des fonctions sommables et on montre I'existence et I'unicité du solution.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Intégrale Simple

Définition 1.1.1 Soient f une fonction définie sur un intervalle I et F' une de ces prim-

itives, et a,b deux points de I.
La quantité F (b) — F (a) est appelée intégrale de f entre a et b est notée fabf (r)dx est la

somme de ces aires algébriques quand x varie de a & b.
b .
Pour calculer [ f () dxz, regardons dans 'ordre si nous avons

e Une intégration directe .

e Intégrale par partie
b , b /
/ f (@) g(x)de=[f (fﬁ)g(w)]a—/ f(@)g (z)da.
e Un changement de variable.

1.1.1 Propriétés usuelles de ’intégrale

e Linéarité: Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] & valeurs dans

R ou C, X et u deux nombres réels ou méme complexes. Alors

[ 0r@+nnas=r [ r@en [ g



1.1. Intégrale Simple

e Positivité et croissance. Si f est une fonction continue et positive sur [a,b] (ou
encore a valeurs dans R ), alors f: f(z)dx > 0.

Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans R telles que pour tout

x de [a,b], f(x) < g(z), alors fabf(@ drx < fabg(@ dx

1.1.2 Fonctions définies par des intégrales

1. La fonction ¢ (z) = [ f (¢
La fonction f est mtegrable sur un domaine D dans R, a est un nombre fixé de D. La

fonction v est continue et dérivable si f est continue.

2. La fonction v (x f f (z,t) dt,
Cette fonction est définie sur tout domaine D tel que pour tout (z,t) de D X [a, ],
f (z,t). Elle est continue, dérivable et intégrable sur D.

* La dérivée de v est donnée par la formulle
d [* bof
— t)dt = — t)dt
= rana= [ e

*S’intégrale est définie par le théoréme de Fubini.

Théoréme 1.1.1 (Fubini ) Soit f € L' ([a,b] x [c,d]) une fonction mesurable. Alors

/ab (/Cdf(x,t)dt> dq;:/cd (/abf@,t)dx) o

3. La fonction v (x f P ¢ (x,t)dt,
Cette fonction est deﬁme sur un domaine D. On suppose que « (z) et 5 (x) dérivables
sur D.

La dérivée de 1) définit comme suite

/

d b o f :
E@ =[G ds [ @) @) - @) ().



1.2. Théoréme du point fixe de Banach

1.2 Théoréme du point fixe de Banach

Ce Théoréeme est la base de la théorie du point fixe.Ce principe assure l'existence d’un

unique point fixe pur 'appliction contractante.

Définition 1.2.2
Soit A un opérateur borné défini sur l’espace de Banach E dans lui méme, [’opérateur A est

dit opérateur contractant, s’il existe une constante positive k telle que 0 < k < 1 et

|Apy — Apy|| < klloy — @ol, Yor, 05 € E.

Théoréme 1.2.2 Soit A un opérateur contractant dans un espace de Banach E. Alors A

admet un point fixe unique ¢ dans E

Ap = .

1.3 Les équations intégrales

Définition 1.3.3
On appelle équation intégrale toute équation de la forme
[ K (z,t,0(t)dt = o (z) + f(z), z€F. (1.1)

Ou F est un espace mesuré, f (x) fonction mésurable donnée sur F, X\ un scalaire donnée
qui peut étre réel ou complexe et K (x,t,¢ (t)) une fonction mésurable sur F X F appelée
noyau de l’équation intégrale.

Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher la fonction ¢ satisfait l’équation

(1.1).

1.3.1 Equation intégrale de Volterra
L’équation intéresse dans la suite de ce mémoire est une équation de Volterra.

Définition 1.3.4

1- On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce, une équation de la forme

o@)=A[TK (z,t)p(t)dt = f(z), a<z<b



1.4. Equation différentielle

2- On appelle équation intégrale non-linéaire de Volterra de seconde espéce, une équation de

la forme

sO(x)—A/mK(x,t,sO(t))dﬁf(x)-

1.4 Equation différentielle

Définition 1.4.5
On appelle équation différentielle une équation établissant une relation entre la variable
indépendante t et la fonction inconnue y = p(t) et ses dérivées y™M, y@, .. y™ symbolique,

une équation différentielle est représentée comme suit :
F(t,y,yM,y@,...,y™) = 0. (1.2)

Si la fonction y = ¢(t) est d’une seule variable indépendante, I’équation différentielle (1.2)

est dite ordinaire.

1.4.1 Order d’équation différentielle

Définition 1.4.6

On appelle ordre d’une équation différentielle I’ordre le plus élevé de la dérivée dans cette
équation.

Equation différentielle de premier ordre

Une équation différentielle du premier ordre est de la forme:
F(ty,y)=0. (1.3)

Exemple 1.4.1

Equation de premier ordre

y = cos(y —t)



1.5. Le probléme de Cauchy

Equation différentielle de second ordre

Une équation différentielle du second ordre est de la forme:
F(ty,y,y) = 0. (1.4)

Exemple 1.4.2
Equation de second ordre

i+ 4+ 13y = 0.

1.4.2 Forme normale d’une équation différentielle

On appelle équation différentielle normale toute équation de la forme

y:f(t7y)‘

1.4.3 Equation linéaire du premier ordre

Définition 1.4.7

On appelle équation linéaire du premier ordre toute équation différentielle linéaire par rap-
port & la fonction inconnue et sa dérivée. Autrement dit, les fonctions y (t) et y (t) sont du
premier degré.

Jt+a(t)y=0b(t). (1.5)

ot a(t) et b(t) sont des fonctions continues de la variable indépandante t ou des constantes

connues.

Exemple 1.4.3

y+ytant = :
cost
1.5 Le probléme de Cauchy
Soit U un ouvert de R x R™ et f : R — R™. On note ||.|| une norme quelconque de R™.



1.5. Le probléme de Cauchy

Définition 1.5.8
On considére un point (to,yo) € U , le probléme de Cauchy correspondant ¢ y = f (t,y); ou

(t,y) € U est la recherche des solutions y de cette équation telles que y (to) = yo.
y=f(ty),
y (to) = yo.

Définition 1.5.9 (Solution de pb de Cauchy)

(1.6)

Une solution du probléme (1.6) sur un intervalle ouvert I de R, avec la condition initiale
(to,yo) € U et tyg € I est une fonction dérivable y: I — R™ telle que

i. Pour toutt e I,(t,y(t)) € U,

it. Pour toutt e I,y = f(t,y(t)),

iii. y (to) = yo.

Théoréme 1.5.3

Supposons f une fonction continue sur un ouvert U et (t,y) un point five de U,et y une
fonction définie sur un intervalle ouvert I de R tel que tqg € I.Alors y est une solution de
(1.6) de sur I si et seulement si

1. Pour toutt € I,(t,y(t)) € U,

2. y est continue sur 1.

Définition 1.5.10 (Fonction localement lipschitzienne)

Soient I un intervalle, D un ouwvert de R", f : I x D — R"™. Soient (to,yo) € I x D.Soit
J C D un voisinage du point yy.On dit que f est lipschitzienne par rapport & la variable
y dans le voisinage J s’il existe une costante positive L et il existe un voisinage U C I du
point tg tels que

1 @ yn (8) = f (82 () | < Lllys (8) — 92 () []-
pour yy (t),ys () € J,t € U.

Théoréme 1.5.4 (Cauchy - Lipschitz )

Soient I un intervalle, D un ouwvert de R™, f : I x D — R™. Soient (to,y0) € I x D. Si
fest continue et lipschitzienne par rapport o sa deuxiéme variable dans un voisinage du
point vy, alors le le probléeme de Cauchy admet une unique solution y définie dans un petit

voisinage du point to. De plus la solution est de classe C'dans ce voisinage.



Chapitre 2

Eléments de Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord deux fonctions importantes dans la théorie du
calcul fractionnaire. Puis, on définit 'intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire et

leurs propriétés.

2.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fraction-

naire

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés de la fonction

Gamma d’Euler et la fonction Béta qui liée a cette fonction.

2.1.1 Fonction Gamma d’Euler

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge la fonc-
tion factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux nombres complexe a parties réelles

positives).

Définition 2.1.1

Soit x € R} | la fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale d’Euler de second espéce

+0o0
I (z) = / exp (—1) 7 dt.
0
avec t* ' =exp|(z —1)Int].

Cette intégrale est convergente pour tous les réels positifs.



2.1. Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Vérification.

[(x) =

+o00
/ t"Lexp (—t) dt,
0

1 +o00
/ t" Lexp (—t)dt + / t" Lexp (—t) dt,
0 1

On applique le théoréeme de la convergence dominé

Site|0,1]

Lorsque t tend vers a 0

p () =t"exp(—t) <1771,

fo t)dt a un sens si z > 0.
Site [1, +00]
Lorsque t tend vers a +o00o
1
¥ (t) < t_ga
Alors fo t) dt est convergente pour tout x réel.

Donc la fonction Gamma est convergente pour tous les réels positifs.

Exemple 2.1.1 Calculons T' (1) et '

Posons t = z?;dt = 2t3dx. Donc

<1> +oo )
| R —2/ exp(—:c)dx,
2 0

Pour calculer cette intégrale posons

Prenons

“+o0o
A= / exp (—x2) dx.
0

+oo +oo

/ exp ( ) dy/ exp ( 2) dx,
+o0 +o0

/ / exp — a: +y ) dzdy.



2.1. Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Le calcul est plus simple a réaliser qu’on effectue les coordonnées polaires

53 [t
A% = / / T exp (—r2) drdd,
o Jo
T

Alors

Lemme 2.1.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C sur R, (resp. holo-

morphe sur le demi plan x € C, Re(z) >0 ) Vk € N*, z € R}

+oo
r® (z) = / (Int)"* t*~ exp (—t) d.
0

Proposition 2.1.1 Pour tout © € R, t>0,n €N, on a

2. T(0) =00
3. T'(n+1)=(n)
LTy = B

Preuve. 1. Représentons I' (x + 1) par l'intégrale d’Euler et intégrons par parties
+oo
Fx+1) = / t* exp (—t) dt,
0

+oo
= [~t"exp (—t)]g= + :L‘/ t"Lexp (—t) dt,
0

Fx+1) = al'(x).

D’ou la relation dite de récurrence.

2. De (1) on a
r 1
e = o
T
r 1
liml (z) = limM,
r—0 x—0 €x
lirr(l)f‘(a:) = o0.

10



2.1. Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

3. Il suffit d’appliquer (1) pour = = n.

+oo
F'n+1)= / t" exp (—t) dt,
0
integrons par partie n fois. on obtient
F'n+1l) = nn—-1)(n—2)..1, (2.1)
F'(n+1) = nl

2n)! .
( ZT)L”\,/E, par récurrence pour n € N.

4. On va démontrer la formule I' (n + %) =
*Pourn=0,onal (0+1) =7
* Supposons que la formule est vérifée pour (n — 1) et considérons n.C’est a dire que

F'((n—1)+1)= %CLB—M, est veérifé.Alors

) - (el

_ (n_ 1) (2(n— 1))V7

2 ) 41 (n — 1)1
_(2n—1Y\ (2n—-2)y/m
B 2 40=1) (n — 1)

2n (2n —1) (2n —2)\/w
2n 2 40D (p — 1)V

F< 1) COING

n—|—§

4nn)

Donc la formule est vérifée pour n. m

Corollaire 2.1.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non

entiérs par la formule

_ I'(z+n)
r (.Z') T z(z+1)(z+2)...(z+n—1)’ 0 <r+n< 1.

Exemple 2.1.2 Calculons I’ (—%) dans ce cas n =1,

-
r<_1) — oE

2

11



2.1. Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

e Le graphe de la fonction Gamma

~F T T T T

2.1.2 Fonction Béta

Définition 2.1.2 La fonction Béta est définie par l'intégrale d’Euler de premier espéce

B(pg) = [y t7 1 -t)"", ¥p,q>0.

Théoréme 2.1.1 La fonction Béta est raccordée avec la fonction Gamma par la relation

sutvante

B(p,q) = T2, Vp,g>0. (22)

Preuve. Soit D = [0, +oo[ x [0, +o0[,
On a

400 400
I'(p)T (q) :/0 eXp(—fc)fc]”_ldfc/0 exp (—y) y*~'dy,

+oo +oo
= / / exp — (2 + y) 2P~ 1y tdady;
0 0

12



2.1. Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Onpose y=u—2x; dy=du
+oo
POr@ = [ [ e ) ded,

= /o exp (— )/0 2?7t (u — 2)7 dadu;

On pose = = tu; dr = udt

1
T (p / exp ( / P~ P (1 — )T wldtdu;
1
/ exp (—u) uPti” ldu/ (1 =) at;
0
I'(p)L(qg) = T'(p+q) Bp.q).
Par conséquent
I'(p)T (g
I'(p+aq)

Exemple 2.1.3 Calculons B (%, %)

Propriétés

L. B(p,q) = B(q,p)-

2. On peut prendre aussi la forme d’intégrale
1
B(p,q) = 2/ (sin 0)* " (cos 0)*7" df.
0

par le changement de variable ¢ = sin? 6.

13



2.2. Intégrale et Dérivée Fractionnaire

2.2 Intégrale et Dérivée Fractionnaire

Cette section contient les définitions et quelques propriétes des intégrales et dérivées frac-

tionnaires du type de Riemann-Liouville.

2.2.1 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considére I'intégrale

:/:f(t)dt

La primitive seconde de f définit comme suite

= [ ([ soa)a

Permutant 'ordre d’intégration, on obtient
2w = [ (/du) f o,
a t
Br@) = [ @-nswa
Le n‘“me itéré de lopérateur I peut s’écrire

—/:dxl / dxg.../a%_lf(xn)dxn,— (n—ll)!/: (x— 1)L (1) dt.

Pour tout entier n.

Depuis (2.1)

104 @) = [ @0 0t 2.3)

Cette formulle (2.3) a un sens méme quand n prenant une valeur non-entiére, on définit

I'intégrale fractionnaire de la maniére suivante :

Définition 2.2.3 Soit f € C([a,b]), lintégrale fractionnaire de Riemann-Liowville de la

fonction f d’ordre o > 0 est définie par

LVf (@) = o [T (x =) f(t)dt, a ¢ N, (2.4)

14



2.2. Intégrale et Dérivée Fractionnaire

Exemple 2.2.4 Considérons la fonction f(x) = (x — a)’B , on calcule l'intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouwville

R e DR
i | e o a

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a) z, alors dt = (x — a) dz,

d’ot

I (z —a)’ =

x_aoﬂrﬁ 1 )
I (z —a)’ = %/ﬂ (1= 2)"dz,

B (x_a)oﬂrﬁ N
- F(Oé) B(B+17 )7

Aprés lutilisation de la relation (2.2) on a

a s T(B+1) i
19 (x—a) _F(a+ﬁ+1)( )

Proposition 2.2.2 (Loi de composition) Soient v et  deuz réels strictement positifs et

f une fonction intégrable, on a
I (I7f () = 17 (I°f (x)) = I**7f ().
Preuve. La preuve découle directement de la définition

PE@) = o | Sy () dy,

D’aprés le théoreme de Fubini on a

I° (1% () = W ; F(t)di / Sy -0 dy,

Par le changement de varaible

y=t+(z—1t)T, 0<7<1.

Alors
dy = (xz —t)dr.

15



2.2. Intégrale et Dérivée Fractionnaire

on obtient
FPH@) = w0 0 [ oo e
— B(Oz,ﬁ) ’ T — a+p-1
- F(Oé)r(ﬁ)/# 0 f (1) d,
_ 1 ¢ T — a+p—-1
- g e e

I*(I°f(x)) = I*"f ().

D’ou le resultat. m

Lemme 2.2.2 L’opérateur d’intégrale fractional [* avec o > 0 est borné dans LF ([a,b]) 0<p < 400

o (b_ a)a
115 fllp < mllfllzr (2.5)

2.2.2 Dérivée Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Il existe plusieures définitions de dérivées fractionnaires.Dans cette partie on va présenter

la dérivée de Riemann-Liouville, qu’est la plus utilisée.

Définition 2.2.4 Soit f une fonction intégrable sur linterval [a,b], la dérivée d’ordre o

non entier (avec n—l<a<n n#0 ) au sens de Riemann-Liouville définit par

dn
Daf () = o [ f (@)
Lo

Dyf(z) = T(n—a) do”

/ (x— )" 7" f(t)dt. (2.6)
oun = [a]+ 1.
En particulier, st o« =0 on aura

Dof (2) = f (x).

De plus s10 < a <1, alorsn =1, d’ou

DL (@) = ray e |, (=07 ()

16



2.2. Intégrale et Dérivée Fractionnaire

Exemple 2.2.5 On calcul la dérivée fractionnaire d’ordre o de la fonction f = (v — a)’B
D% (x —a)’ = a [["’a (x — a)ﬂ]
@ dzm ’
L’intégrale a calculé dans l’exemple précédent

o 8 _ d" F(B‘i‘l) _an*OH“,B
balz=a) ~ dam {F(n—i—ﬁ—a—l—l)(x ) ]’

Dérive n fois, on obtient

a B _ I (6 + 1) B«
DQ(I—(I) _F(B—Od—l—l)(x a’) )
Comme cas particulier o = 1
Die—af = “EED @,

Dy(z—a)’ = Bxz—a)".

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée

classique pour o € N.

Remarque 2.2.1 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante n’est pas nulle ni con-

stante

C

DoC=—
- I'(l—a)

(x —a)™™.

Proposition 2.2.3 L’opérateur de dérivée fractionnaire posséde les propriétés suivantes

1. La différentiation est un opérateur linéaire
Dg (Af (t) + pg (1)) = A(DGf) (&) + u (DG f) (E) -
2. Soit >0 et feLP(la,b]), 1<p<+oc alors

DeIof (z) = f(z) presque par tout dans [a,b].

3. Soient 0 <a <1, feL'(ab]) et I'*e€ AC*[a,b] alors on a

(I'=f) (a)

(o) (x —a)* . (2.7)

IeDGf () = f(x) =

AC lespace des fonctions absolument continue sur [a,b] .
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2.3. Intégrale d’ordre un demi d’une fonction causale

2.3 Intégrale d’ordre un demi d’une fonction causale

Dans cette section nous allons voir comment intégrer une demi-fois la fonction causale.
Soit u (e) une fonction causale c’est a dire
u(t)=0 si t<0.

Définition 2.3.5 On appelle inégrale d’ordre un demi de la fonction causale et on note

(I'?u) (z) définie par

([1/2u) (x) = \%rfowu(t) \/;%, t>0.

Proposition 2.3.4 L’intégrale usuelle d’une fonction causale définit par

Iu(z) = [Ju(t)dt, t>0.

On a alors

[]1/2 (Il/2u)] () = /Omu(t) dt.

2.4 Demi-dérivée de Riemann-Liouville

On a vu au cours du section précédent comment intégrer une demi-fois une fonction
causale. Si on dérive maintenant cette demi-intégrale, on obtient une demi-dérivée,ou une

dérivée d’ordre un demi.

Définition 2.4.6 Soit u (e) une fonction causale dérivable sur 0,400, on définit la demi-

dérivée de Riemann-Liouville comme suite

DYy (z) = % (]1/2u) (z);

ou

18



Chapitre 3

Equations Différentielles

fractionnaires

Dans ce chapitre, nous commencons par ’étude du probléme de Cauchy pour une équation
différentielle fractionnaire du type de Riemann-Liouville.Puis, montrons la liaison entre
ce probléme et une équation intégrale de Volterra dans I’espace des fonctions sommables.

Prouvons l'existence et I'unicité de la solution du probléeme de Cauchy.

Définition 3.0.1 Soit > 0, « ¢N et [ une fonction continue sur lintervalle [a,b],

alors

Dy (t) = f (t,y (1)),
est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville avec les conditions
1natiales

D *y(0)=by, k=0,1,...,n—1.

Lemme 3.0.1 Soit 0 < a < 1,by € R et f € L(Ja,b]) alors le probléme de Cauchy est

définie comme suit

Dyy(t) = f(t,y (1), (3.1)

Dy (a) = 'y (a) = by, (3.2)
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3.1. Equivalence entre le probléme de Cauchy et I’équation intégrale du type de Volterra

3.1 Equivalence entre le probléme de Cauchy et I’équation
intégrale du type de Volterra

Dans cette section, nous prouvons que le probléme de Cauchy et I’équation intégrale non

linéaire de Volterra sont équivalents.

Définition 3.1.2  La fonction y est une solution du probléme de Cauchy, s’elle satisfait

Iéquation (3.1) et la condition initiale (3.2) dans ]a,b].

Théoréme 3.1.1 Soit 0 < o<1, G un ensemble ouvert de R; soit f :]a,b] x G — R
une fonction telle que f(t,y) € L(Ja,b]) pour tout y € G. Si y(t) € L(]a,b]), alorsy

satisfait les relations (3.1) et (3.2) si et seulement siy satisfait [’équation intégrale suivante

y(t) =5 (t—a)* "+ ks fo(t— )" f(s,u(s)ds, t>a. (3.3)

Preuve. D’abord nous allons démontrer la nécessité.

Soit y € L (Ja, b)satisfait les équations (3.1) et (3.2).

Comme f (t,y) € L(]a,b[) pour tout y € G D’aprés I’équation (3.1) signifie qu'il existe
la dérivée fractionnaire D%y € L (]a,b]) .

ona I'™* e AC ([a,b])

En utilisant (2.7) (avec f () =y (t)) on obtient

1Dy (1) = y () - L@ et

Utilisons 1’équation (3.2) alors on a

LeDgy () =y (1) - (t—a)". (3-4)

[ (a)
Par I'équation (2.5) l'intégrale I¢f € L (]a, b|) existe .
Appliquons l'opérateur I2sur les duex membres de (3.1) et utilisons (3.4) et (2.4), on
obtient (3.3), ce qui montre la nécessite.
Maintenant, nous démontrons la suffisance.

Soit y € L (]a,b]) satisfait ’équation (3.3). En dérivant (3.3), on obtient

(Dgy) (1) = F[?a) (D (t = a)™") (1) + (DI f s,y (s)) (1) (3.5)
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3.2. Existence et unicité de la solution pour le probléme de Cauchy

Par simplification, on obtient (3.1).
D’autre part on démontre que la condition initiale (3.2) est satisfaite. Pour ceci on
applique lopérateur D! a (3.3) on obtient

b

Dty (t) = W(fol (t=a)* ") (&) + (Dg g f s, (s)]) (1),

Dty (t) = bt (Lf[s,9(s)]) (2).

Dty =i+ [ flsy)ds (3.6)

Par le passage a la limite x+ — a a la derniére équation, on obtient la condition initiale

(3.2) ce qui montre la suffisance. ®

3.2 Existence et unicité de la solution pour le prob-

léme de Cauchy

Dans cette section, nous montrons l'existance et 1'unicité de la solution du probléme de

Cauchy dans I'espace L (]a, b[) défini par

1 (a,0) = { ye L(ab), D2yeLab]) }- (3.7)

D’aprés le théoréme précedent, il suffit de prouver 'existence d’une solution unique y €
L (Ja,b])pour I’équation intégrale non linéaire de Volterra. Nous utilisons le théoréme du

point fixe de Banach .

Théoréme 3.2.2 Soit 0 < a < 1. Soit G un ensemble ouvert de R. On suppose que f :
la,b] x G — R une fonction telles que

1. Pour tout ye G, f(t,y)€ L(]a,b]).

2. La fonction f est vérifiée la condition Lipschitz par rapport y, c’est-a-dire il existe L > 0
tel que | f(t,y1) — f(t,y2) |< L | y1 — y2 | pour tout t € [a,b] et pour tout y,,y2 € G.

Sia < t1 <b
(tl o a)a—l
I (a)

alors le probléme de cauchy (3.1),(3.2) admet une unique solution y dans l’espace L* (Ja, b[) .

L <1, (3.8)

21



3.2. Existence et unicité de la solution pour le probléme de Cauchy

Preuve. D’abord, nous prouvons qu’il existe une solution unique y € L (Ja, b[) . D’aprés
le théoreme (3.1.1), il est suffisant de montrer I’existence d’une solution unique de I’équation
intégrale de Volterra non linéaire. Nous utilisons le théoréme du point fixe de Banach pour

I'espace L (Ja,t1[) avec la norme

t1
s — yall = / Ly () = g (1) | d.

On écrit I’équation intégrale (3.3) sous la forme y (t) = (T'y) (t) comme suite

Ty () = o (8) + ﬁ / (t— )" f (5,9 (s)) ds,
avec bl .
Yo (t) = I (o) (t—a) ) (3.9)

On applique le théoreme du point fixe de Banach, c’est-a-dire on va démontrer si y €

L(]a,t1[), alors Ty € L (Ja,t1]) et pour tout y1,y2 € L (]a,t1]) on a 'estimation suivante

(tl _a)afl

1Ty — Tl gann < wllvr = v2llganny, w= L5555 (3.10)

11 suit du (3.9) que yo (t) € L(]a,t[) car

lwo )] = %/ (t—a)* | db
= L(t—a)a<+oo
= T '

Puisque f (t,y) € L(]a,b[), alors par suite du lemme (2.2.2) avec b = t; l'intégrale I f €
L (Ja,t1]), donc Ty € L(]a,t1]) .
Maintenant, nous démontrons l’estimation (3.10), on a 7" : L (Ja, t1[) — L (]a, t1]).

Soit y1,y2 € L(]a,t1[), alors

1Ty = TyallLgany < I [F(s591(8) = F(5,92(5)) [ [l gunyp

< LG Ty () =92 () |l sgasyp

ty—a)*
L%Hyl (s) = 42 () | arsyp -

A

IN

Ce qui implique 'estimation (3.10), et selon I’équation (3.8) on a 0 < w < 1, alors T" est un
opérateur contractant dans L (]a,t;[) et d’aprés le le théoréme du point fixe de Banach, il

existe une solution unique y* (¢) € L (Ja, t;[) pour I’équation (3.3) dans l'intervalle [a, t;].
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3.2. Existence et unicité de la solution pour le probléme de Cauchy

On consideére l'intervalle [tq,to], ot ta = t1+hy, hy > 0 et t5 < t.On peut écrire 'équation

(3.3) sous la forme

by a1, 1 " a1 ' a1
00 = g =0 e | [ s [ -9 f(s,y<s>23dsl]1>.

Puisque la fonction y () est uniquement définie sur 'intervalle [a, 1] , on peut écrire I’équation

(3.11) comme suite

g (1) = yor (1) + ﬁ / (t— )7 f (5,9 (s)) ds,
you (1) = F’E;) (t—a) ™+ ﬁ / (=)™ f (s (s)) ds.

On deduit qu’il existe une solution unique y* (t) € L (]t1,t2]) pour I'équation (3.3) dans
I'intervalle [t1,ts]. Prend lintervalle suivant [t9,t3],00 t3 = to + ha, hy > 0 et t3 < b, on
répéte ce processus, on conclut alors qu’il existe une solution unique y (t) = y* (t) € L (]a, b])
pour 'équation intégrale de Volterra (3.3) et le probléeme de Cauchy.

Pour compléter la preuve de Théoréme, nous devons montrer que la solution unique y ()
dans L (Ja, b[) appartient a I’espace L* (Ja,b[) , pour cela d’apres (3.7) il suffit de démontrer
que D%y € L (Ja,b[). Alors on sait d’aprés le théoréme du point fixe que la solution unique

y (t) est obtenue comme une limite d’une suite convergente y,, (t) € L (]a, b[)

il — o100y =0 (312)
avec le choix de certaine y,, sur chaque intervalle [a,t;], ..., [t;—1,b] . En effet d’aprés (3.1) et
(3.2) on a

1D3Ym — Daylligasy = If (Eym () = £ (£ y (£)) lLgasp,

< L{|ym — Yl Lgap)-

Par (3.12), on a
im || Dgym — DgyllLgasy = 0-

m—-+00

Donc (D%y) (t) € L (Ja,b]). Alors le probléeme de Cauchy admet une solution unique dans

I'espace L“ (Ja, b]), et la preuve de téoréme (3.2.2) est terminée. m
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire est d’étudier ’existence et 1'unicité pour une équation
différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec cconditions initiales
dans ’espace de Banach.

Ce résultat est obtenu par 'utilisation du théoréme de point fixe de Banach.
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